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Os matemdticos sdo uma espécie de franceses. Sempre que lhes dizemos -
algo, eles traduzem para a sua propria lingua ¢ imediatamente conver-
sem em algo completamente diferense.

" Goethe

Saber matemirica ¢ uma necessidadé imperativa numa sociedade a
cada dia mais complexa ¢ tecnoldgica, em que se torna dificil encontrar
setores em que esta disciplina ndo esteja presente. Atualmente, a maioria
das-ciéncias, inclusive as ciéncias humanas e sociais, como a psicologia. 2

sociologia ou a’economia, tem um cardrer cada vez mais matemdtico. Os -
_ comportamentos sociais,.a ecologia, a cconomia, ¢tc. se explicam através

de modelos matemdticos, Andlises estatisticas ¢ cdlculos de probabilidade:
sdo elementos essenciais para tomar decises politicas, sociais ou econémi-
cas ¢ até mesmo pessoais. a
Em fungio disso, seria ldgico esperar um incremento generalizado
da cultura macemidtica entre a populagio. No entanto, nio é o que parece.
Alguns estudos-recenres, como o realizado por Lapointe, Mead e Philips
(1989), comparando o rendimento de alunos de treze anos de diferentes
pafses (Coréia, Espanha, EUA, Irlanda, Grd-Breranha ¢ Canadd) numa
prova objetiva de matemdrica, mostram que em muitos desses paises 40 a
50% dos alunos nio a]can;am o minimo do conhecimento matemdtico
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necessirio ao finalizar a escolaridade obrigatdria, Em geral, existe uma
preacupagio crescente nos paisés ocidenais.pelo faco de que a maioria das
pessoas.ndo alcanga.o nivel.de “alfabetizagio funcional” ‘minimo para
desenvolver-se numa sociedade moderna.

O paradoxo parece estabelecido: a matemdtica, um dos conheci-

mentos mais valorizados ¢ necessdrios nas sociedades modernas altamence
“tecnologizadas” ¢, a0 mesmo tempo, dos mais inacessiveis para a maio-
ria da populagio, confirmando-se assim como um importante filtro sele-
tivo do sistema educacional. '

No informe Cockeroft, publicado em 1982 como resultado de pes-
quisa realizada por uma ampla comissdo de especialistas ¢ cujo objerivo ¢
analisar a problesitica do énsino da matemdtica na [nglaterra ¢ no Pais

de Gales, afirma-se que “a matemdrica é uma matéria dificil de ensinar e .

de aprender”. .
Nio ¢ arriscado pensar que tal afirmagio ¢ comparrilhade -por um

grande nimero de professores, alunos; pais ¢ cidaddos em geral. A maio- -

ria das pessoas acha a macemdtica “dificil e chara” e se sente insegura de
sua capacidade de resolver mesmo problemas Ficeis ou simples cdleulos.
Como afirma Paulos num interessante liveo chamado &l-hombre anuméri-
co (1990), & “a-numerismo”, ou incapacidade de mangjar comodamente
os conceitos_ fundamencais de ndmero ¢ de acasu, atormene muitos ci-

_dadios que, no mais, podem ser perfeitamente instruidos... de modo que

¢ freqiiente ouvir expressdes como: “Maremdtica ndo df pra mim"; “Eu
_sou das leteas, ndo-entendo de numeros™, ecc. Para ilustrar essa afirmagdo
Paulos conta uma histdria engragada: quundo assistia is noticias fa tele-

. visio com um grupo de pessoas consideradas “instruidas”, o servigo me-

tearolégico informou que a probabilidade de chover no sibado era de

cingiienta por cento ¢ qué no domingo era também de cingtienta por cen-

t0 & que, portanto, a probabilidade de-chuva no fim d¢ semana era de cem

" por cento: O que mais surpreendeu Paulos ndo foi ranto 2 falta de cultura

matemitica do servigo meteoroldgico, mas o fato de nenhum dos ouvintes
reagir & informagio oferecida, - o

T A maenidica aparece como algo’ denso ¢ enigmdtico até mesmo

_ para pessoas cultas’e instruidas, e nio ¢ dificil encontrar na literatura co-

mentdrios de diversos aucores relembrando 4 sua insacisfacéria experiéncia

com a.aprendizagem da matemitica, Marguerite Youyrcenar, por exemplo,

nﬁr,mu em sua bivgrafia: “A aritmética ndo era o meu: forte, para mim pa-

- fecta que os problemas ndo tinham nenhum sentidor quantas frucas se ob-

tém quando enchemios um cesto com trés quartos de magas, um oitavo de
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péssegos ¢ dois sextos de ourra coisa? Eu nio via o problema; perguntava-
me, por que teriam enchido um cesto daquela forma; ndo enconrrava, as-
sim, uma solucdo™.. Ndo menos curiosa ¢ a descrigio que nos oferece o es-
cricor Philipp Roch (1970) dos problemas que seu pai lhe propunha quan-
do era crianca: "Um vendedor de roupas que queria se livear de um casaco
que jd saira de moda baixou o prego de $30 para $24. Como nio con-
seguiu vendé-lo, voltou 2 baixar para $19,20. Nio conseguindo encontrar
comprador, baixou mais o prego ¢ dessa vez conseguiu vendé-lo... Bem,
Nacham, por quanto ¢le vendeu para que o dltimo prego fosse coerente
com os anteriores:”. Ou ainda: “Um lenhador tem seis pedagos de cor-
cente, cada um com quacro elos. Se para abrir um ¢lo custa..”, ¢ assim
sucessivamente, “No dia scguinte, enquanto minha mie assobiava ¢ lava-
va as camisas de.meu pai. ¢u sonhei acordado com o vendedor de roupa ¢
o lenhador. Para quem o comerciante teria vendido o abrigo? Teria sido
convidado para. um baile 3 fantasia2’ Quem o teria. convidado? Meu pai

“licava arrasado vendo-me completamente entregue is fantasias ¢ a deta-

Ihes sem importancia — como geografia, personalidade ¢ intengio —, em
vez de 1 serena beléza da solugdo aritmérica, Acreditava que eu ndo era
inceligente: ¢ tinha razio.”

" Quantos pais jd ndo terio pensado que seu filho, por ndo ir bem em
matetniicica, ndo ¢ suticientemente inteligente? Quantos ndo se seneem in-
seguros 10 interpretar uma estacistica,jao precisar tazer cilculos pary pedir
um empréstimo no banco, ou a0 preencher uma declaragio de renda?

A linguagem matemadtica: “abstrato” € sindnimo
de “incompreensivel”?

Uma explicagio pura esse fendmeno estaria baseada no fato de que
a natureza do conhecimento matemdrico ¢ diferente, em muitos aspectos,
dos outros tipos de conhecimento. Em primeiro lugar, 2 matemdcica tem
um cardeer de abstragio muito maior que qualquer outro concetdo. Em-
bora existam numerosos conceitos abstratos em qualquer ciéncia, a dife-
renga € qQue 0S CoONceitos ¢ teoremas materdticos ndo se definem por in-

- dugdo, mas por dedugdo. Isto &, o reorema de Pitdgoras, por exemplo, ndo

é verdadeiro por se aplicir a uma série de casos, mas por poder ser demons-

. trado mediante um método légico-dedutivo de validagio interna. Como

se sabe, alguns conceitos maremdricos, como os numeros imagindrios, por
exemplo, foram definidos ¢ demonstrados muito antes de ser encontrada
alguma aplicag3o concrera para eles.
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Poroutro lado, @ conhecimento matemdico ¢ protundamente de-
pendentce de uma linguagem especifica, de cardrer formal, que ditere muito
das linguagens narurais. A caracteristica dessa linguagem ¢ tentar abscrair
o essencial das relagies macemiticas, eliminando qualquer referéncia ao
contexto ou A situagdo, a0 ponco de na-linguagem algébrica — considz-
rada como a auténtica linguagem da matemdtica —, os numeros, em Si
mesmos abstratos, serem substicuidos por lecras, que tém um cardcer mui-
to-mais genérico (1. b = ¢ pode referic-se a diferentes expressdes numéri-
cas: 3x 4 = 12; 140 x 7 = 980; 345 x 2 = 690; exc.).

Esse faco confere & linguagem matemdrica poténcia excraordindria ¢
alo grau de generalizagio ¢, simultancamente, converte-a num poderoso
instrumento de inferéncia e criagio de novo conhecimento.

A linguagem magemitica envolve a “tradugio” da linguagem natu-

ral para uma linguagem universal formalizada, permitindo a abstragio do

essencial das relagdes matemdricas envolyidas, bem como o aumento do
rigor gerado pelo esurito significado dos:termos. Na linguagem natural, o
sentido dus palavras ¢ muito. mais vago ¢ impreciso; termos comio com-
prido, estreito, largo, pequeno, grande, muito, etc., que fazem parte da

 linguagem natural para expressar magnitudes, nio se aplicam numa lin-
guagem formalizada. Ao converter os conceitos matemdticos em objeros

mais facilmence’ manipuldveis e calculdveis, tornam-se possiveis determi-
nadas inferéncias que de outro modo ndo o seriam. A histéria da mate-
mitica esti replera de exemplos que mostram como a elaboragdo de lin-

_guagens.mais complexas exigia a formulagdo de linguagens mais abstracas
que, por-sua vez, possibilitaram novos cdlculos ¢ inferéncias.

* No.exempla a seguir, citado. por Alexandrov, Kelmogorov e Lauren-
tiev (1973), podemos observar a diferenga existente entre duas formula-
gdes equivalentes de uma equagio quadrada, mas pertencentes 4 miomen:
tos histdricos distintos: :

Formulagio atual: “Resolver a equagdo x* + ax = b, onde 4 ¢ um
segmento dado ¢ 4 ¢ o lado de um quadrado”.

Formulagdo da épaca grega: “Encontrar um segmento tal que, se 20
quadrado construfdo sobre ele se somar um retdngulo construido
sobre o mesmo segmento, ¢ sobre um segmento dado «, obemos
um retdngulo de drea igual & de um quadrado dado”. A ilustragio a
seguir pode ajudar a entender ambas as formulagBes:

Figura 1:
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E evidente que se a segunda formulagio pode ser entendida pracica-
mente por qualquer pessoa instruida, sobretudo se houver a ajuda de.um

.desenho, a primeira envolve um nivel de abstragio ¢ convencionalizagio
‘muito. superior, ¢ sua compreensio, 0 conhecimento de determinadas re-

gras de funcionamento da linguagem algébrica. Por ourro lado, rambém ¢
evidente que-a primeira formulagio facilia bastante o cilculo que, paraa
segunda, exigiria pardgrafos enormes e mondronos.

" E exatamente esse nivel de formalizagio da linguagem matemiitica o
que possibilita a sua fungio principal, isto ¢, converter os conceitos matemi-
ticos em objetos mais facilmente manipuldveis ¢ calculdveis, possibilitando
assim determinadas inferéncias que de outro modo seriam impossiveis.

Ourro exemplo interessante dessa caracteristica esté representado
pela invengio do Sistema de Numeragio Decimal. Como sabemos, os pri-
meiros siscemas de numeragio constatados (Guitel, 1975; Heah, 1981).
como o dos sumérios, cglpcios, gregos, romanos ¢ outros tinham cardwer
aditivo. Esses.sistemas s¢ denominam aditivos porque neles se atribui um
sinal especial para as unidades e para cada poténcia da base (enquanto os
egipeios utilizavam a base dez, os sumérios, por exemplo, utilizavam a ba-
se dez e sessenta); cada um desses sinais € repetido quantas vezes for neces-

’

_ sdrio, sem que se combinem encre si segundo um cédigo. No sistema de
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numeragio egipcio, por exemplo; 0 nimero 1 se escreve |. Para escrever o
nimero 9 repere-se este sinal nove vezes:

[
]
I

Para escrever » nimero 439, o sinal correspondente a 100 & repe-
tido quacro vezes, o sinal correspondente a 10, trés vezes ¢ o sinal-corres-
pondente a 1, nove vezes:

‘9999
non
1000 100

Fig\}ra 2

E Ficil imaginar como se tornava longo ¢ trabalhoso qualquer cil-

culo com esses. siscemas aditives. Alguns povos deram um passé impor:
“tante a0 <laborar sistemas de numeragio- denominados ‘hibridos”, que
combinam o principio aditivo-com o multiplicativo, pois os coeficientes
do sistema se'multiplicam pelas poténcias da base. Assim, por exem plo, os
antigos chineses representariam o ndmero 439 sob 2 forma: (4 x 100) +
(3x10) +9. , ' ‘

B Observe-se yue, @nco nos siscemas aditivos como nos multiplica-
{ tivos ou “hibridos", a posigio ou o lugar em que se escrevem os algarismos
nio tem nenhuma relevincia. A grande contribuicio do Sistema de Nu-
meragio Decimul com o qual crabalhamos consiste, precisamente, em

mulriplicativos com outro aspecto essencial: @ atribuicio de um cardter
dindmico e varidvel 1 cada um dos digitos da base, que podem ser combi-
nados entre si adotando um'valor ou outra de acordo com a posigdo que
ocupam. A explicitagio da multiplicagio do coeficiente pela pocéncia da

- base [222 = (2 x 109 + (2 x 10) + 2), presente nos sistemas “hibridos”, é
substitufda por um codigo de posigio; 6'valor de “2” (duas unidades, duas
dezenas, duas centenas) depende do lugar que o nimero ocupa.
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A invencio e difusio do Sistema de Numeragio Decimal constitui
uma contribuicdo extraordindria que poderiamos comparar, sem nenhum
exagero,  suposta modernizagio-produzida pelas calculadoras e pelos com-
pucadores, porque facilitou o cdleulo ¢, conseqiientemente, permitiu 2 evo-
lugdo da matemdtica.

Se abordo esses aspectos ¢ porque, 2 meu ver, o fato de a linguagem
formal ser algo tdo essencial e constitutivo do conhecimento matemdtico
justifica que, tradicionalmente, o ensino da matemarica tivesse como ob-
jetivo tundamental o ensino dessa mesma linguagem. Nesse ponto, pode-
riamos perguntar:

a) A maremdrica ¢ apends uma linguagem? Qu melhor: em que sen-
tido ¢ linguagem?; a matemtica como uma linguagem formal e au-
tonoma‘implica a necessidade de algum significado que ndo seja for-
mal, algum vinculo com.a realidade?

b) A maioria das pssoas carece realmente Ja capacidade de abstra-
¢lo necessdria para dominar lingudgens formais? Qu o processo de
ensino adotado. ¢ inadequado? ‘

A questio se a matemcica ¢ ou ndo uma linguagem, mais precisa-
mente, se & unicamente uma linguagem, tem sido objero de indmeros de-
bates ¢ controvérsias, Embora o objerivo deste artigo nio seja se aprofun-
dar no debare de cardter epistemoldgico, poderiamos afirmar, grosso modo,
que a polémica se estabelece entre aqueles que tém uma concepgio muito
restritiva da linguagem matemitica, priorizando, assim, sua funcio for-
mal, ¢ outros para os quais qualquer expréssio formal tem um significado
referencial a ser levado em conra, Os primeirgs defendem uma concepgio
formalista da matemtica, segundo a qual a macematica consistiria na ma-
nipulagio de sinais escritos de acordo com decerminadas regras. Os segun-
dos, sem negar a funqio constitutiva que a linguagem formal tem no pen-
samenro magemitico, opinam que sempre ¢ possivel aceibuir um signifi-
cado 20s simbolos que se manipula. .

- Na verdade, essa polémica nio ¢ trivial e traz consegiiéncias impor-
tantes para o ensino da matemdrica, Tomemos, por exemplo, a expressdo
(a.b) = (b ~a), que se-refere-a lej da comutatividade da multiplicagdo. Se
ransitamos no nivel algébrico ou no nivel numérico (4x 5= 5x4;3x6
= 6 x 3, &c.) a regra se confirma. No entanto, se nos detemos numa sicua-

-+ Glo especifica, com um determinado significado semantico, a regra deixa

de ser cumprida: a expressio "4 caramelos custam 6 pescras cada um” ndo
¢ equivalente 4 expressio “6 caramelos custam 4 pesetas cadz um”.
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Do mesmo.modo, a expressio matemdtica a @ b = ¢ remete a uma
operagdo de divisio. No entanto, do ponto de vista semantico ¢ possivel

a) Divisio como repartigio. Neste tipo de divisio um “roral” (divi- -

dendo) ¢ dividido em um determinado nimero de partes (divisor) ¢
a incégnira (quociente) corresponde ao nimero de clementos de ca-
da paree: Ex.;."No dia do seu aniversirio Alberto tinha 48 carame-
los ¢ queria reparti-los encre 6 amigos. Quantos caramelos cada
amigo deveria receber?”. ‘

b) Divisdo-partigio. Neste tipg de divisio, um “todo" (dividendo) ¢
dividido em parces equivalentes de “n” elementos (divisor) ¢ a incog-
nita (quociente) corresponde a0 nimero de partigées realizadas. Ex.:
“Maria tem 27 peseras ¢ quer comprar guloseimas. Quantas poderd
comprar se cada uma vale 3 peseras?”

De forma idéntica, além da divisio, poderiamos distinguir situagdes
de soma, subtragio ou multiplicagio que respondem 1 uma mesma ex-
pressio matemdrica cuja estrutura semdntica, no entanco, ¢ muito dis-

. unt, tal como jd foi demonstrado por diversos autores (Riley, Greeno ¢

Heller, 1983; Vergnaud, 1981; Carpenter, Moser ¢ Romberg, 1982;
Gomez-Granell, 1988). .

Poderiamos dizer, resumindo, que os simbolos matemiiticos possuem
dois significados. Um deles, estritamente formal, que -obedece a regras
internas.do préprio siscema e se caracteriza pela sua autonomia do real,
pois a validade das suas declarages nio estd determinada pelo exterior
(contrastagdo empirica). E o outro'significado, que poderiamos chamar de
“referencial”, que permite associar os stmbolos matemiticos is sicuacdes
reais ¢ tornd-los Greis para, entre outras coisas, resolver problemas. Isto &,
o problema reside no faco de que, embora as expressées macemiricas fa-
gam, por. um'lado, referéncia a sicuagdes em que aparecem relagdes quan-

' tracivas — portanto, podendo ser matematizadas —, por outro, para que

tais expressGes pertengam ap dominio da matemdtica devem ser cotalmen-
te autonomas em relagdo aos contextos e situagdes especificas de referén-

cia, Esse aparente paradoxo tem levado-a duas.tendéncias distincas dentro

do ensino de matemrica,

Predominéncia dos aspectos sintdticos no ensino
da matemdtica

As concepgoes formalistas a que nos referimos anceriormente foram,
no passudo,. predominantes entre os matemdricos ¢ influenciaram o en-

« mm . e e
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sino da matemdtica de tal modo que este se baseou muito mais na mani-
pulagio sintdrica de simbolos ¢ regras do que no significado dos mesmos.

Partindo, por exemplo, de uma perspectiva puramente sintdtica, o al-
goritmo, para encontrar o tanto por cento de uma quantidade, apdia-se na
lei dos “producos cruzados” para demonstrar 4 equivaléncia das duas razdes:

se(a.d)=(b.¢)
Vejamos o seguinte problema:

“Jodo foi a uma loja ¢ comprou roupas no valor de 34 000 pesetas.
Como era uma liquidagio houve um desconto de 20%. Quanto cle
deverd pagar?”..

Solugio:
100 — 20
34000 X X=

A regra consiste em multiplicar entre si as duas quantidades dos ex-
tremos ¢ dividir o resultado por'100. Em muitas ocasiGes comprovamos
que nenhum aluno/a, e nem a maioria dos professores, compreende 2 16-
gica de tal algoritmo ¢ muito menos a da regra dos “produtos cruzados™.
Poderiamos dizér o mesmo de muitas outras regras, como somar ou sub-
traic com reserva, somar ou multiplicar fragses com diferentes denomi-
nadores, simplificar fragdes, dividir por um numero decimal, eliminar
parénteses, etc., que o professor ensina com frases como estas: “quando
sio dezenas, vai um; quando sio centenas, vdo dois; cruza e multipli-
c2; muda a virgula de lugar; se multiplicar em cima mulriplica também
embaixo; erc.”, B

* Virios trabalhos demonstraram que boa parte dos erros que os alunos
cometem deve-se 20 fato.de terem aprendido a manipular simbolos de acor-
do com determinadas regras, sem se deterem no significado dos mesmos.

Um “exemplo citado por Resnick, Cauxinille-Marmeche, Machiei
(1987) ilustra muito bem esse problema. Uma menina de nove anos co-
nhece 0 algoritmo da subtragio com reserva. Quando lhe propuseram que
solucionasse estas duas operagdes, 36 — 27 ¢ 27 - 36, a crianga aplicou a
mesma regra para ambos os casos: sempre subtraindo o nimero menor do
maior. Quando lhe perguntaram por que, a menina afirmou que a pro-
fessora tinha ensinadé que sempre se deve diminuir colocando o nimero

maior em cima, E evidence, como bem afirma Resnick, que a crianga apli-

o
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ca a regea que the foi ensinada, mas ndo ¢ capaz de conectar a regra nem
com seu conhecimento procedimental para resolver subtragdes com reser-
va ¢ nem, ¢ claro, com o seu conhecimento conceitual do valor posicional
¢ [dgica da suberagio.

Outro crro tipico consiste, por exemplo, em somar quantidades sem
considerar o procedimento de-"vai um”: -

24
" 4+ 48

612

E evidence que qualquer aluno de oiro anos sabe, de cabega, que o
resultado de 24 .+ 48 ndo pode ser 612, No entanto, sem sc ater ao sig-
nificado, ele respeira a aplicagio do procedimento que domina — somar
sem urilizar a técnica do “vai um” — ¢ o aplica fazendo a extrapolagio ou
supergeneralizagio de uma regra. Esse fendmeno da supergeneralizagio ou
extrapolagio ¢ muiro fregitente também quando os alunos coinegam a es-
cudar dlgebra. Por exemplo, a operagdo de multiplicar se expressa algebri-
camente pela juscaposigdo de simbolos: a x b ab; visto que em arit-
mética'a justaposicio de simbolos tem um significado distinco (4 1/2 ndo
significa 4 x 1/2, nem 34 significa 3 x 4), os alunos que comegam com 4l-
gebra cendem a interprecar que, sca = 5 e b = 6, entdo ab = 56, em vez de

30. Ou ainda aplicam a regra da eliminagdo do sinal + de aritmética (4 +

0,5 = 4,5) 1 digebra: 3a + Sb ——— 8ab (Hart, 1981).

Os professores-se desesperam com essas cespostas “ildgicas” e diri-
gem aos alunos frases como: “Vogé ndo vé que'isto pdo pode ser? Nio tem
Iégica, preste mais acengdo”, erc. No entanco, muitas vezes nio estamos
conscientes de que, se o ensino foi baseado muito mais na aplicagio de re:
gras que na compreensio. do signiticado; talvez o “ilégico™ fosse os alunos
se interessarem por cais significados. Como afirma D, Pimm (1990), “mi-
nha hipdtese de que o significado orientava a opgio correta parecia algo
totalmente novo para os escudantes que achavam que.a matemdrica con-

sistia na formulagdo e manipulagio de cadeias-de simbolos segundo diver--

sas cegras”,

Nas tendéncias de ensino predominancemente sincéricas, parece que
as pessoas;se esqueceram ou ndo querem aceitar que, como bem diz Rot-
man (1980), "em roda expressio matemdtica ¢ necessério reconhecer um
significado formal intrinseco ~— no qual uns sfmbolos fazem referéncia a
outros dentro de um cédigo especifico —; e um significado pragmdtico
~— Que’permite a traducio, para sistemis de signos ndo matematicos (lin-
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guagem natural, imagens e representacdes icdnicas, agdes, etc.) —, ¢ asso-
ciar cais expressoes ao seu significado referencial”.

Predominincia dos aspectos conceituais e
seminticos no ensino de matemdtica

Como alternativa para tais tradigdes sintdricas, aparecem tendén-
cias que vém scpdo‘denominadas como conceituais ou, mais recentemen-
te, como seménticas. Embora se encontrem opgdes muito distineas den-
tro dessa corrente, que vio desde as propostas diddricas baseadas nas teo-
rias de Piaget ou Bruner até os atuais estudos sobre a construgio de con-
ceitos macemdticos (Vergnaud, Brousseau, Carpencer, Gelman, ecc.), ou 2
tesolugio de problemas (Hiebert, Riley, Greeno, etc.), opramos por colo-
ci-las sob a mesma epigrafe porque todas possuem duas caracreristicas

comuns, a saber: _
Em primeiro lugar, todas as perspectivas se caracterizam por dar prio-

ridade a0 estudo dos aspectos conceituais da matemiitica. O imporeante ¢
que os alunos entendam ou conscruam o significado dos conceitos ma-
temicicos. Isto ¢, traca-se de encender o signiticado das operagdes bdsicas

.(soma, subtragio, multiplicagio e divisio), do nimero traciondrio ou de-

cimal, da proporcionalidade, das relagdes geométricas, das transtormagdes
algébricas, etc. Tanto nos ctrabalhos realizados com a aquisigio de con-
ceitos como nos de-resolucio de problemas admire-se que as criangas ma-
nifestam, desde idades muito precoces, procedimencos ¢ formas proprias
de raciocinio, de cardter ndo formal — portanto, diferences daqueles que
1 matemdtica propde e ensina na escola —, que lhes permice ir construin-

do progressivamente os significados matemdticos. _
Partindo desse ponto de vista, o ensino da matemdrica deveria po-

tencializar o uso de procedimentos dos prépeios alunos, mesmo que nio

‘sejam de cardter formal e sim incuicivo,

Em segundo lugar, explicita ou implicitamente, dessa perspectiva
atribui-se um papel secundério 1 linguagem, que é considerada mera tra-
dugio do conceitual, Em geral se pensa que se os alunos encendem 0 sig-
nificado dos conctitos ¢ procedimentos matemticos, ndo tém nenhuma
dificuldade de dominar a linguagem formal. Essa idéia também estd re-
fletida no fato de existirem pouquissimos trabalhos orientados especifica-
mente para 6 problema da aquisicio.da linguagem matemtica. Os mais
relevantes talvez sejam uma sérié de pesquisas (Sastre ¢ Moreno, 1976-77;
Schubauet-Leoni e Perret-Clermons, 1980; Sellarés ¢ Bassedas, 1983.;
Conne, 1985) que foram realizadas tendo como base os :rabalho§ fic Doi-
se, Mugny e Pérrer-Clermont (1975).sobre o c’onﬂiro sociocognitivo.
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Todos esses crabalhos parcem da idéia de que o ensino'de matemri-
e ¢ excessivamente verbal ¢ ndo se baseia suficientemente.na manipulagao
¢ na agdo. Assim, as criangas primeiro devem construir o significado das
operagées maremdticas fundamenralmente através da manipulagio e da
agio. Uma vez tendo’ construido tais significados, os alunos poderdo tra-
duzir esse conhecimento em linguagem simbolica a partir de situagdes em
que € necessdrio transmitir tais conceitos a queras pessoas, Nos trabalhos
mencionados, de um modo geral, sio apresentadas situagdes de comuni-
caglo refecencial nas quais uma ou vdrias criangas devem representar no
papel algumas. transformagdes maremticas — resoluges de qquuqécs'
simples@+b=cia-b=caxbsgiaib=c ec) efetuadas pratica-
mente na frente delas —, que deverdo ser interpretadas por um colega que

_ndo estava presénre durante a resolugdo.

Os resultados destes crabalhos demonstram que, em cercos niveis de
desenvolvimento, as criangas nio recorrem aos algoritmos convencionais

© para representar tais transformagdes, mas sim a representagBes proprias,

baseadas fundamentalmente no desenho ¢ na linguagem nacural. A partir
disso infere-se:

a) Que o desenho ¢ um ancecedente natural da escrica simbélica, -
b) Que as criangas passam do desenho para os simbolos matemiti-
cos arravés de um processo de progressiva abstragio (do mais pare-
cido com o objeto 20 mais abstrato) ¢ convencionalizagdo, fruco do
conflito sociocognitivo que se-produz quando o receptor da men-
sagem ndo a entende, Isto €, suponhamos que para representar 3 +
4 = 7, uma crianga fizesse o seguinte desenho:

Figura 3:

OO0Q0Oano

Se, como ¢ previsivel, o recepror nio entende a mensagem, produz
nd emissor um conflico sociocognitive que o fard.entrar em acordo com '
0 outro ¢ procurar’uma represencagio mais convencional que permita a
comunicagio. Por exemplo: '

Figura 4:

1 oo gooao
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Strioa necessidade de comunicagio ¢ a convengio que, com o tem- "
po, fardo incorporar o algoritmo da soma.

Essa concepgio implica uma série de suposigdes que, a meu ver, pre-
cisam ser revistas: ' 1

Em primeiro lugar, a necessidade de comunicagio nio é o, Unico nem
o muais importance fator que ‘determina a procura, em nivel. histérico, de
uma linguagem formal. A fungdo essencial dos simbolos matematicos ¢ a
inferéncia, portanto, na base da'sua invencio estd 2 necessidade de procurar
eédigos — cada.vez mais abstracos ¢ rigorosos — que a tornam possivel,

Em segundo lugar, wnto na- histdria do pensamento matemitico
(ver os exemplos citados previamente) como no nivel.psicoldgico hd uma

" forte evidéncia de que ndo existe uma dependéncia direta nem da escrita

(Eerreiro ¢ Teberosky, 1984b) nem da notagio numérica ou algébrica com
relagio aos aspecios conceituais, como demonstram 0s trabalhos de Fer-
reiro ¢ Teberosky (1984b), Resnick (1989), Gomez-Granell (1988, 1991)
ou Tolchinsky-Landsmann ¢ Karmiloff-Smich (1993). ‘

Da mesma. forma, ambém ndo parece certo que o desenho seja o

. predecessor narural da escrita, nem que exista uma relagio de continuida-

de entre as expressdes iconicas ¢ ndo-icdnicas. .

Por um lado,-os trabalhos ji mencionados de Danzing, Ifrah ou
Guicel sobre a historia da-numeragio escrica, colocaram em evidéncia que
tanto na inven¢io da notagio numérica como na progressiva procura de
uma linguagem’ formal ocorre um processo de interagio entre as formas
iconicas ¢ ndo-icdnicas, encre linguagem natural ¢ formal, Assim, por exem-
plo, num interessante artigo para demonstrar a origem comum da notagio
numérica ¢ da escrita, Schmandt-Besserat (1978). explica como aparecem
nos documentos mais antigos da escrita suméria, que consistem em peque-
nas placas de argila, dois tipos de marcas perfeitamente diferenciadas: umas
de cardter esquemdtico, que representavam os algarismos ¢ que provavel-
mente correspondiam as marcas feitas na argila com as pedrinhas de diferen-
tes formas ¢ tamanhos (‘calewli”), usadas para representar as quantidades;
outras, que podiam ser icdnicas ou ndo, usadas para representar diversos

. objetos e que provavelmente constituem um antecedente da escrita.

- Do mesmo modo, sio numerosos os exemplos his_téricos que de-
‘monstram a interagdo, ¢ nio a filiagio direta, entre linguagem natural ¢
simbélica. Uma revisio histdrica’dos livros e tratados matemdticos nos
moscra que a presenga da linguagem nacural para formular cerras relagdes
macemdticas foi muito forte até finais do século XIX. Embora o recurso
de urilizar as lecras na geometria, pog exemplo, jd fosse utilizado pelos gre-
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g0s ¢ os drabes para designar pontos; linhas, etc., no século XVII subsis-
tiam explicagdes de resolugio de equagdes em linguagem natural.

Por ourro lado, existem crabalhos.no campo da lingua escrica (Fer-
reir ¢ Teberosky, 1984b), da notagio numérica (Tolchinsky ¢ Karmiloff-
Smith, 1993) ¢ da simbolizagio de algoritmos de operagées aritméricas
(GémezGranell, I‘)88)‘quc demonstram ndo existir uma relagio de su-
bordinagio encre o desenho e a escrita ou entre o desenho ¢ a nocagio nu-
mérica. Ou seja, ndo ¢ certo que as criangas primeiro desenhem ¢ em se-
guida, por necessidade de abstragio e convencionalizagio, passem a usar
lecras, nimeros ou simbolos matematicos. Muito pelo contririo, purece
Que 3s criangas, gragas 4 interagio com o meio socil ¢ culeural, conhecem
¢ usam de forma diferenciada lecras, algarismos ¢ desenho. Contudo, em
principio, tal conhecimento ¢ mais de cardcer formal que funcional; isto
<, as criangas dilerenciam as caraceeristicas formais, de cada sistema ¢ sa-
bem muito bem o que ¢ uma palavra escrita, um algarismo, um simbolo
aritmético ou um desenho, mas isso ndo quer dizer que tenham um co-
nhecimento muis profundo da semintica interna de cada um deles ¢ de

seus usos. No caso concreto da notagio numérica, as autoras afirmam que

0 uso do desenho constitui um recurso usado num nivel de desenvolvi-
mento em que se’torna necessdrio explicitar a seméntica do sistema para
apropriar-se da.mesma incernamente. S depois dessa apropriagio incerna
¢ passivel prescindir do signilicado diferencial do simbolo e ficar somente
com o formal, Esses resultados coincidem com os encontrados num tra-
balho de pesquisa que realizamos (Gémez-Granell, 1988) ¢ do qual des-
creverei'em seguida alguns exemplos.

™ Para esse trabalho foram entrevistadas criangas de idades entre sete e
doze anos. Nas entrevistas, pedia-se as criangas, em primeiro lugar, que
manipulando caramelos ¢ dinheiro solucionassem dois problemas simples
de.mulciplicagio (“se | caramelo custa G pesetas, verifique quanto cuscam
6 caramelos”) ¢ de divisdo (“se | caramelo custa 3 pescras, quantos carame-
los se pode comprar com 18 pesetas”), Em seguida, pedia-se a elas que re-
presentassem no papel as transformagdes cealizadas, de modo gue a men-
sagem pudesse ser interpretada por um colega ausence. Os resultados obri-
dos nos permitiram estabelecer trés niveis:

) No primeiro, as criangas ou usam desenhos para representar cer-
os aspectos da situagio (uma loja, as pessoas que compram € ven-
dem os objetos da loja, etc.), ou entio usam algarismos isolados para
representar as quantidades de peseras ou caramelos, mas em ne-

nhurf: €as0 conseguem expressat a agio ou transformagio .que os
relaciona,
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b) No segundo nivel, as criangas conseguem represencar a transtor-
magdo realizada mediante dois procedimentos:

1. Uma soma de parcelas iguais. Se, por exemplo, 2 operagio reali-
zada é 4 caramelos a 3 p'escras cada um, as criangas escrevemn: 3 + 3
+3+¢3=11

2. Uma rcprescn‘.r:u;io figuraciva que ¢ uma cdpia praticamente exata
da transformagio realizada em nivel prdrico ¢ que mostra a corres-
pondéncia mileipla entre caramelos ¢ peseras:

Figura 5 ' .
0 0 o
0
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Ambos os procedimentos, que algumas vezes aparecem juncos na
mesma produgdo, pefmitem inferir que a crianga estd explorando a se-
mintica da operagio multiplicativa’ que se baseia na soma de colegdes
eqquivalentes ¢ na correspondéncia malcipla.

c) Finalmente, no terceiro nivel, os sujeitos associam as transfor-
magdes_realizadas com o algoritmo convencional da multiplicagio ¢
da divisio.

Numa segunda fase da pesquisa, para aquelas criangas que tinham
usado corretamente o algoritmo da multiplicagdo e da divisdo foi pedido
que solucionassem por escrito um problema de proporcionalidade. O pro-
blema era o seguince: -

Quarro caramelos custam 12 pesceas. Quanto custario 6 caramelos
do mesmo tipo? '

Encontramos trés tipos de procedimentos ou.estratégias dé resolugzo:

. Procedimentos aditivos que ndo respeitam a correspondéncia
malciplas '
A crianga escreve:.G caramelos custardo 14 peseras.

2. Procedimentos figurarivos que procuram estabelecer o prego uni-
tdrio: :

’
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‘3. Procedimentos nio-fgurativos. Uso dos algoritmos de mulcipli-

cagdo e divisio. . .

Ou stja, muitas criangas que urilizaram correramenté o algoritmo da
multiplicagio ¢ da divisio nos problemas simples em que esas operagdes.
apareciam recorreram ao desenho quando se tratou de aplicd-las num con-
texto mais complexo, como o da proporcionalidade. Esses dados refor-
gam, por um lado, a hipdrese sobre 2 fungio que o desenho cumpre como

(nstrumento para a crianga explicitar ¢ representar mentalmente a semén-

tica interna da operagio — o jogo.de relagdes a que temos nos referido
como significado referencial —, ¢ que.o simbolo formal nio reflete.

Como ji foi diro anteriormente, a’linguagem formal caracteriza-sc
por suprimir o conteddo semintico e expressar, da maneira mais geral e
abstrara possivel, o essencial das relagdes ¢ transformages matemdricas.
Este ¢ um longo processo no qual a inceragio ¢ a dialérica entre os aspec-
tos matemdcicos ¢ extramatemdticos das diferentes situagéesassumem um
papel fundamental, E ¢ assim porque existe, tanto no nivel ontogenérico
quanto filogendtico, uma grande resisténcia do pensamento humano em
abandonar o conteido do objeto expressado pela linguagem natural ¢ pelo
desenho, para substitui-ld' pelo simbolo formal,

A histéria da dlgebra ¢, por exemplo, uma.das maiores demonstra-
§Ges da resisténcia do pensamento humano em abandonar “o contetido do
objero” expressado mediante linguagem nawral, pa substitui-lo “pelo
simbolo™, E interessante observar como, por exemplo, somente no século
XV, Brigas a Franciscus Viera, resolveu-se um dos problemas mais curiosos
da histéria da dlgebra: a utilizagio de um mesmo tipe de simbolo para re-
presentar dois objetos que desempenham, numa mesma equagio, diferen-
tes pupeis, o da incégnira e o dos valores dados. Na verdade, durance mui-

o0
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to tempo ambos os dados foram expressados de forma diferente de modo
que¢ o nimero desconhecido ¢ o dado deviam ser diferenciados porque o
valor semdnrico era diferente (a incdgnira, por exemplo, tinha sido de-
nominada "arithmos”, “res”, etc.). Vieta propés o uso de um mésmo tipo
de simbolo para ambos s conceitos: as letras do alfabero. Simbolos que,
por outro lado, ndo tinham nada a ver com o significado dos. conceitos
que representavam. Dessa forma, Viera propds que se usassem as pri-
meiras lecras do alfabeto: as vogais simbolizariam as incégniras ¢, as con-
soantes, os valores dados. Embora isso logo tenha sido substituido pelo
uso das primeiras leteas (2, b, etc.) para os valores dados e as ultimas (x,

. ¥, 2) para a incdgnita, o principio de Viera continua sendo vélido.

Por outro lado, os dados demonstram também outro aspecro ince-
ressante. J4 vimos como uma mesma crianga pode usar o algoritmo coni-
vencional da divisio para resolver um problema familiar ¢ recorrer a de-
senhos ou-esquemas para resolver a mesma operago situada num proble-
ma de proporcianalidade cuja escrurura semdntica é, portanto, mats com-
plexa, [sto ¢, o importance ndo ¢ determinar se os tlunos possuem ou nio
um certo procedimento para resolver uma operagdn, mas em que con-
digdes tal procedimenco pode ou nio-ser atualizado. Na resolugio de
problemas essas condicoes sio dadas pelo contexto ou pela estrutura se-
mintica do' problema ¢ ndo s6 pelas operagdes macemdricas implicadas.
Tal ¢ como evidenciam numerosos estudos atualizamos ou ndo os Nossos
conhecimentos em fungio de certas varidveis contextuais, ou o que did no
mesmo, construimos nossos conhecimentos wando-os.em muldiplos ¢ di-
ferentes contextos.

Rumo a uma integra¢io das tendéncias
semdnticas e sintdticas

As orientagdes que dio prioridade aos aspectos de cardter sintitico
apresentam o problema de que os alunos aprendem a manipular simbolos
segundo uma séric de regras que ndo entendem. Isso faz com que: para
¢les, seja muiro dificil associar tais simbolos ao seu signiticado referencial,
portanco, usd-los para resolver problemas de forma significativa,

As tendéncias mais conceituais, por sua vez, apresentam o problema
de que a compreensio do significado de uma operagio ou de uma trans-
formagio mediante o uso de procedimentos intuitivos ¢ situagGes concre-
tas ndo garante o acesso aos simbolos abstratos da aritmérica ¢, sobretudo,
da dlgebra. Ou scja, o conhecimento conceirual ndo implica absolutamen-
te um conhecimento das regras sintdricas e das convengdes de notagdo pré-
prias do simbolismo maremitico..

.
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‘lanto na aritmérica ¢lementar como na dlgebra pode-se encontrar
numgrosos exemplos disso. O valor relativo dos algarismos, as regras de
escrita de nimeros de mais de um algarismo, os algoritmos das operagdes,
a medida de diferentes magnitudes, as operages com parénteses, a sim-
plificagio de fragdes, a procura do minimo multiplo comum, a resolugio
de equagées, a resolugio de incegrais, erc., exigem, além de um conheci-
mento conceitial, o dominio de uma série de regras e convengdes que
ramb‘ém é necessdrio aprender e ensinar, As prientagdes conceituais tém
caido com Freqiiencia num grave erro: acrediar que, como se pode resol-

.ver muiras operagdes ¢ problemas mediante procedimentos incuitivos, ou

ndo ¢ necessdrio ensinar os procedimentos formais ou entdo se pode pas-
sar de uns procedimentos 1 outros de forma automitica, de modo que na
m?ioria das ocasies isso faz com que se dé um “salto morrtal” entre o con-
ceitwal ¢ o simbélico, Paradoxalmente, tornamos a voltar no mesmo pro-
b.lcma: os alunos continuam manipulando simbolos sem associd-los a0 seu
significado referencial porque existe uma dissociagdo toral entre os aspccroS
seminticos ¢ os sintdticos, O problema fundamental que se coloca ¢, entio,
como azer que os alunos passem. dos procedimentos ndo-formais ¢ incui-
tivos 15 expressdes simblicas proprias da linguagem formal, e vice-versa,

~ Ameuver, saber matemitica implica dominar os simbolos formais
independentemente das situagdes especificas e, 20 mesmo tempo, poder
d'cvolvcr a ais simbolos o seu significado referencial ¢ entdo usd-los nas
snua;{:cs ¢ problemas que assim o requeiram, No comego deste artigo per-
guntei se a matemarica era ou ndo uma linguagem. A r;spos‘ta poderia ser
aﬁrm:}uvn admitindo, em primeiro lugar, que tal como ocorre com qual-
quer linguagem, o dominio da linguagem maremirica implica cambém um
g?nhccime_nto de aspectos sintdticos e semanticos. Em segundo 'lugar, se-
ria preciso admitir que ‘essa linguagem matemdrica constitui uma forma

de discurso especifico que, embora guarde estreica relagio com a atividade -

c?r3c$lFunl. mantém a sua prépria especificidade como um discurso lin-
gliistico, Portanto, setia necessirio que 2 pesquisa psicoldgica ou psicope-

+ dagégica se orienwasse ndo somente para o estudo das dificuldades con-

ceitugis que a aprendizagem da matemdrica apresenta, mas também para

O’cs:};flo dos problemas derivados da aprendizagem da formulagio na ma-

t=maen Finalmente, ndo se pode esquecer que aprender uma linguagem

ndo ¢ a_prcrradcr uma série de regras ¢ sim a&quirir um grau de competén-

cia comumcarivix que permica usar cal linguagem adequadamente.

oode E-::‘?Qm nao d}s_pomos de muitos.cstudos nessa diregdo, acredito que
interessance-oferecer algumas sugestes a serem consideradas 20
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promaver uma aprendizagem de matemdtica que procure associar 0s es-
pectos sintdticos ¢ os semAnicos:

1. Os conceitos ¢ procedimentos matemdticos devem ser
ensinados de forma contextualizada.

Em primeiro lugar, ¢ necessirio.erradicar a idéia de que maremdtica
¢ algo excessivamente abstrato, dificil ¢ inacessivel. Embora scja verdade
que podem existir tendéngias ou estilos cognitivos mais propicios ad ra-
ciocinio abstrato, assim como patologias especificas que dificultam o racio-
cinio matemdtico, a maior parte das pessoas pode aprender matemiitica
sem nenhuma dificuldade, desde que tal aprendizagem esteja vinculada a
contextos € situdces que sejam cultural ¢ socialmente significasivos. Nos
dlcimos anos, numerosos escudos provenientes do campo da psicologia
ceansculeural, como os realizados por Lave (1988), Scribner (1984) ou
Carraher, Carraher e Schielman (1982), ém demonstrado que algumas
pessoas, mesmo tendo sido escolarizadas, ndo eram capazes de resolver cer-
tas provas ¢ problemas aritméticos de cardter académico, Essas mesmas
pessoas, no enfanco, eram- muito competentes nas atividades cocidianas ¢
profissionais que requeriam caleulos de cardter abstrato ¢ de dificuldade
isomorfa 4 das provas mencionadas, aJém de solucionar rambém proble-
mas mediante procedimentos nio-formais, embora ¢ficazes. Esses traba-
thos abordam a idéia de que os conhecimentos se constroem 4o Jererm iiu-
dos em contextos sociais e culcuralmence organizados ¢ .que, como afir-
mamos anteriormente, atualizamos ou ndo certos procedimentos ‘em fun-
¢io de aspectos varidveis contextuais.

Outros autores, como Greeno (1991) ou Resnick ec alii (1987) le-
vancam também a idéia de que os conhecimentos relativos a diferentes do-
minios se constcoem 4o serem wsados em: concextos ¢ situagdes sociais ¢
comunicativas. Possuir representagdes de conceitos ¢ procedimentos ¢ tio
importante quanto. possuir as habilidades ¢ condicdes necessdrias para o

_seu uso num contexto determinado. James G. Greeno (1991) sugeriu a

idéia de considerar os diferentes dominios conceituais como “ambientes”
em que as pessoas podem aprender a viver; €2 maneira COMO as pessoas
aprendem a viver num ambiente depende, fundamentalmente, das ativi-
dades que tém nele. Poreanto, se queremos ensinar matemdrica de uma
forma significariva, o primeiro que deveremos con_hcccr §30 05 usos ¢ &s
fungdes que o conhecimento matemitico cumpre ¢m nossa sociedade ¢ si-
tuar a aprendizagem dos conceitos c-'proccdirncntos matematicos no con-
texto de tais usos & fungdes. Estas reflexdes nos conduzem direcamente

nossa segunda sugestdo.

.
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1. Como a aplicagiio de uma regra desvinculada de qualquer signifi-
cado, que consiste em que o valor de cada algarismo depende do lu-
gar que acupa no admero. ' '

2. Explicando o principio multiplicativo em que se apdia ¢ tentando
que os alunos associem a regra em questio (o cddigo de pdsicio. que
¢ rotalmence arbitrdrio) a tal. principio. Que o nosso Sistema de Nu-
meragio Decimal ¢ regido, entre outras coisas, por um principio de
relutividade do valor dos algarismos em fungio da posigio que ocu-
pam, ¢ um fato convencionalmente estabelecido, Os alunos deverio

aceitar ¢ aprender este fato, mas o fargo mais facilmente se com-
preenderem: '

1) O pringipio multiplicativo segundo o qual 333 = (3 x 100) +
(3x10)+ 3.

*b) Que mesmo que explicitemos a base (cem, dez, um), a posigio
ndo.importa (poderiamos escrever 333 = (3 x 100) + 3 + (3 x.10));
um sistema posicional implica substicuir tal explicitagio por um ¢g-

-digo arbitririo de posici, ' '

Outro exemplo ¢ o da regra da mudanga de sinal em dlgebra. Essa
regra ¢; se tirarmos um paréntese que seja precedido de um sinal =, o sinal

- dentro do paréntese devers ser mudado la-(b+rc))=a~-b-c Ajus

tificagdo da regra ¢ clara através da equivaléncia semintica encre os dois
problemas seguintes:

“Jodo tem 30 caramelos. Dd 20 aos amigos, 8 a Luis ¢ 12 a Indcio”;

“Jodo tem 30 caramelos. D4 8 a Luls'e depois 12 2 Inacio”.

Se o primeiro problema pode ser répresentado através de uma ex-
pressdo aritmécica 30 - (8-+12), o segundo-corresponde 3 expressio 30 ~-
8 - 12. Resnick et alii (1987) demonstriram que se muicds alunos sio
capazes de inventar um ﬁrob_lcma para a expressdo 30 - 8 ~ 12, s3o poucos
0s que conseguem invencar um problemia para 30 - (8 + 12). No critan-
(0, esses' mesmos alunos podem aplicar cofreramente a regra quando ¢
pedido que cologuem parénreses pa expressdo 30 — 8 - 12, Fica evidente
qQue no. processo de ensino.a regrd nio foi relacionada com o conheci-

- mento.das transformagdes aditivas que os alunos possuem,

O Grupo Azarquiel (1992) também apresenta um exemplo signifi-
carivo a essc respeito, A questio sobre para-qual valor de x vale a igualdade
3x = 12, muitos alunos respondem’ “nove”. A justificativa ¢ a seguinte:
"somo o 3 que vai junto do  nfo tem nenhum sinal na frente, isso quer
dizer que o sinal que ele tem ¢ + (sinal indicador d¢ que o 3 ¢ um ndmero

positivo mas que rambém ¢ o sinal da soma), logo & +3, ¢ como estd so-
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mando ¢m um lado.da igualdade, passa para o outro lado diminuindo,
portanto, 3x = 12 se transforma em: x = 12 - 3, que é igual 2 9", A expli-
cago desse erro ¢ bem clara: a equagio 3x = 12 nio foi associada a ne-
nhuma situagio com um referente concreto conhecido pelos alunos, o que
faz com que eles apliquem uma regra conhecida, formalmente corretz ¢
adequada, para outra situagdo ou problema, mas sém sentido na equacio
proposta: No entanto, nada mais ficil do que dar sentido referencial 2 essa
equagio com um problema simples que todos os alunos conhecem ¢ po-
dem associar com a mesma: “Calcule o nimero pelo qual deve multiplicar
3 para obrer 12",

5. Aplicar modelos concretos.
Esse aspecto, como se poderd observar mais adiante, & imediatamen-
te decorrente do anverior. Para.que os alunos associem os simbolos mate-

-mdticos a0 seu significado referencial nido basta fomentar o uso das estra-

tégias pessoais dos alunos. E necessirio que o professor proponha modelos
que permitam encender a semdntica da operagdo ou transformagio. This
modelos podem ser de diversos tipos: manipulacivos, verbais, grdficos ou
acé de cardrer simbdlico (modelos dricméricos para as regras algébricas).

Vejamos, por exemplo, um modelo que pode ajudar 2 compreender
o algoritmo da soma com a técnica do “vai um”: ‘

Figura 7:
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aipme et cmm m maseiaite s o

2, A resolugdo de problemas pode ser um instrumento
de conrtexrualizagio.

A resolugio de problemas foi habicualmente usada no ensino da ma-
tenicica como uma torma de aplicar os conhecimentos previamente ad-

quiridos. Isto ¢, o problema tem sido utilizado para avaliar se os alunos

aprenderam um decerminado procedimento e se sio capazes de aplicé-lo
genericamente. O processo habitual de ensino coscuma ser ensinar'um
conceiro ou. algoritmo e depois expor um problema para comprovar se
este foi adquirido ou nio. SR ' .

No entanto, a resolugio de problemas pode cumprir uma oucra fun-
g0 muito mais importante como instrumento, para propor situagdes que

fequeiram uma s6lugdo matemdtica e que permitam o levantamento de

_questdes, a pesquisa, a discussdo, a exploragio ¢ a especulagio, além da

contexcualizagio das operagdes:

3. Os procedimentos préprios, intuitivos ou ndo-formais
sdo instrumentos para explorar. o significado dos conceitos
e procedimentos matemdticos.

O uso de procedimentos incuitivos ou estracégias pessoais para re-

solver cilculos ou problemas ¢ um recurso diditico bastante. divulgado

atualmente nas aulas de matemitica, sobretudo nos niveis mais elemen-
tires. A idéia que sustenta essa prtica ¢ que, utilizando os prdprios recur-
s0s, os alunos resolvem operagdes ¢ problemas com mais facilidade que
aplicando simbolos abstratos e algoritmos convencionais. '

Mesmo que esteja certo, acredito que 3s vezes a insisténcia ¢ exagera-
dat nesse aspeceo da “facilidade de resolugio” — associando-o acé com o
fato de os alunos “perderem o medo”.de matemidtica — ¢ ndo na ver-
dadeira fungdo desses procedimentos. Como ji foi assinalado, as criangas
recorrem a0 desenho, aos procedimentos tigurativos ou iconicos, & lin-
guagem natural, nos procedimentos. intuitivos em geral, porque lhes per-
mitem explicitar mais facilmence 2 semantica da operagio ¢ assim cons-
fruir uma represertagio mental incerna da mesma. E ¢ nesse sentido que
s¢ tornaaecessirio estimular o uso de eais procedimentos. Temos obser-
vac.io nas aulas de matemdtica que muitas vezes alguns alunos ndo conse-
guram resolver um problema através do uso de algoritmos convencionais,
mas resolviam: cont facilidade se pedissémos yue ‘usassem suas proprias
estratégias (esquemas, desenhos, pauzinhos, etc.), O mais importante nio
¢ra isso, mas sim 'q}xe depois estavam muito mais capacitados para explicar
as relagoes ¢ ransformagées pertinentes ao problema.
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Contudo, convém nio esquecer que nosso objetivo nas aulas de ma-
temitica deve ser que os-alunos cheguem a usar com rapidez, embora tam-
bém de mado significativo, rais simbolos e algoritmos. Na maijoria das ve-
zes 03 procedimentos.intuitivos que os alunos usam estdo tio distanciados
das formuldges préprias da macemdrica-que é muito diffcil associar os
dois aspectos. Vejamos um exemplo:. sow '

Para.resolver uma divisio com dois algarismos no divisor muitos
alunos fazem o seguinte:, :

197 § 32— 33

32 '
32
96

Resuleado: 6 ¢ sobram 5.

Tal procedimento (ou realizar sucessivas subtragdes: 197 - 32 = 165;
165 - 32 = 133; erc.) de cardter aditivo pode ajudar o aluno a entender a
semntica du operagio de divisio, mas diticilmente lhe ajudaria 4 enten-
der a semintica do algoritmo convencional escrito da divisdo, que impli-
ca, por. ourtro lado, a aplicagio de certos principios préprios do sistema de
numeragio decimal. Para isso ¢ necessirio que o professor faga um esforo
constante ¢ consciente para que os afunos associem os aspectos semdnti-
cos ¢ sinciticos das operagdes ¢ transformagdes mucemiiticas,

4. E necessario associar os simbolos matemticos ao seu
significado referencial.

Dificilmente encontraremos alguma regra, algum principio, que nio
tenha significado referencial, Vejamos alguns exemplos para ilustrar o que
estou dizendo:

A notagdo posicional no Sistema de Numeragao Decimal € um des-
ses exemplos. Nas primeiras pdginas deste artigo foi explicado que o valor
relativo dos algarismos se apoiava no fato de que a explicitagio da base,
que ocorre nos sistemas de numeragio denominados “hibidos”; se subs-
titui no nosso sistema de numeragio pelo codigo de posicio (324 = (5 x
100) + (2 x 10) + 4). E evidente que a regra do valor posicional pade ser
ensinada de duas maneiras: ‘

.




6. Utilizar ¢ relacionar linguagens diferenciadas,

A associagdo entre os aspecos sincdricos ¢ semdnticos exige rambém
que os alunos usem diferentes linguagens (linguagem natueal, esquemas,
desenhos. simbolos; ere.) para expressar as rransformagées matemricas,
que as relacionem encre §i e que wenham consciéncia das regras que fazem
t passagem de uma linguagem A oucra.

Assim, por exemplo, o modelo concrero que acabamos de represen-
tar no item anteriqr pode ser crabalhado em nivel.manipulacivo e através
de desenho, mas ¢ importante que se associe com o algoritmo conven-
cional, relacionando as agdes em nivel manipulativo com sua expressio
verbal, com o desenho ¢ com o préprio algoritmo escrito.

7. Trabalhar os mesmos conceitos ¢ procedimentos em
diferentes contexros.

Como ji dissemos, a construgio dos conceitos e procedimentos ma-
tenviticos exige que sejam aplicados ¢ atualizados por intermédio de pro-
blemas que respondam a estruturss semingicas diferentes, Vejamos. um
exemplo: matcmacicamente, uma fupgio linear responde 4 expressio

= t(x). No entanto, podemos definir uma série de problemas que, res-
pondendo & mesma equagio, tém uma estrutura semdntica muito diferente
em tungio dus relugdes que se estabelegam entre os dados, como se pode
observar nos seguinees problemas:

al S¢ 4 caramelos cuscam 12 pescias, verifique qual o prego de 6
caramelos:
4b  ~——— [ pesetas

Oh ———x : .

b) Com 4 pesetas se pode comprar 12 caramelos. Quantos carame-
16s.s¢ pode comprar com G peseras?

2b ~—— 4 peseras
X  =—— G peseras

¢} Com 6 peseras se pade comprar 14 caramelos. Quantos carame-
los s pode comprar.com 9 pesets?

1 4b e 6 peseras

X =9 peseras

. Como se pode obsetvar, a diferenca entre o, dltimo problema ¢ 0 an-
rerior € que’a relaglo de divisio entre ciramelos ¢ pesetas ndo ¢ exara.
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O fato de um aluno resolver o primeiro problema por operagdes de
mulriplicaio ¢ divisio nio significa que ele possa resolver os outros dois,

" ou que nido recorra ao desenho. De fato, o que é imporrante & que o mes-

mo modclo matemicico (2 fungdo linear) seja trabalhado através de estru-
turas semanticas diferentes, ¢ que tenhamos consciéncia do que estamos
tazendo para ajudar nessos alunos a reconhecer isomorfismos maremiri-
cos acravés du diversidade semintica das diferences situagdes ¢ conrextos,

8. Estimular a abstragio progressivamente,

As expressdes formais de matemaica rendem @ expressar as relagoes
entre quantidades; eliminando todas as varidveis da situagdo, No entanto,
as criangas rendem a ndo dissociar esses dois aspectos, o que significa que

“reconhecer isomorfismos matemdticos a partir da diversidade semantica”
¢ algo muiro complicado. Puara uma cridnga de sere anos ¢ dificil reconhe-
cer que os problemas, “Jodo tem 6 magas ¢ dd 2 2 sua irmd. Com quantas
ficard?" ¢ "Jodo nasceu em 1932, Quantos anos tem agora que esamos em
19962", sdo isomorfos porque umbos sio de aubcmgao.

Para conseguir que os dunos rccunhcgam wis isomorfismos. ¢ neces-
sdrio ndo 5O variar 0s CONIEXI0s ¢ us situagdes, mas rambém propiciar um
processo de reflexdo consciente ¢ a explicitagdo das relagdes entre as quan-
tidades. Um processo progressive de dissociagdo entre o contetido miatemid-
tico ¢ excramatemdrico que leve 3 abstragdo e que #do seju excludente, mas
complementar do processo de associagio entre o signiticudo referencial e
o formal dos simbolos matemiiticos que defendemos.

@ omegamos este nrrigo com uma Frase de Goethe em que. ele defi-
nia os matematicos como “estrangeiros . Poderiamos supor cn:ao 0'que
Gaethe “tinha em mente” a0 escrever a frase.

Uma possivel i interpreragio poderia ser que 1 maremadrica ¢ compa-
ravel a uma lingua csmngc:ra, que ranto pode ser o francés para um ale-
mdo ou.um espanhol. portanto, tdo incompreensivel quanto uma lingua
estrangeira que ndo se fala, A partir desse ponto de vista podemos consi-
derar, como j4 propuseram alguns autores, quea aprcndxzagcm da lingua
seria como aprcndcr uma scgunda lingua que, 2 medida que vai sendo do-
minada, menos “estrangeird” se corna. Autores como D, Pimm (1990)
consideram essa possnbxhdadc desde que se adote o enfoque comunicati-
vO presente nas mais recences propostas de ensino de segunda lingua ¢ ndo
os mécodos tradicionais. Isto ¢, um ensino que suponha, como afirma
D. Pimm, "uma mudanga no centro da atengdo, do estudo de um sistema
abstrato regido por letras, que ressalta as formas escritas, para a aquisigio
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de compeeéncia comunicativa sobre determinados objecos, situagdes ¢ fe-
némenos, com & concomitante importincia outorgada ao aspecto oral”,

‘Contudo ¢ possivel dar uma outra interpretagio, de cariter mais
amplo, 4 frase de Goethe. Talvez Goethe acreditasse que os maremiiticos,
assim como os franceses — ou melhor,” o. estereétipo que os demais
europeus-tém dos franceses —, raduzem tudo na sua prépria maneira de
ver o munda. E o que ¢ mais importance, uma maneira muito particular
de ver o mundo que ¢ “alheia”, “estrangeira”, “pouco comprecnsivel”, para
todos os que ndo $3o franceses nem matemdticos. Na realidade, acredito
que ¢ssa segunda incerpretagio corresponda mais a0 que tencei cransmitir
a0 longo deste artigo. Isto c‘._uncfa matemdtica constitui uma maneira de-
terminada ¢ especifica de interpretar, de observar a réalidade. Que usa
ura linguagem especitica, diferente das linguagens naturais e cuja aqui-
si¢éo ndo pressupée-a mera “traducio” para a linguagem nacural, E que,
portanco, aprender matemdica significa aprénder a observar a realidade
matemarticamente, entrar na ldgica do pensamento.e da linguagem mace-
mdrica, usanda as formas ¢ os significados que lhe sdo prdprios.. Esse seria
o vérdadeiro sentido da alfaberizagio matemcica que nos permitiria cir-
cular pélos'"dorninios da matemdrica” como se estivéssemos em riossa pré-
pria casa ¢ (3o num “pais estrangeiro”, '

Tenho um amigo matemtico', que hé bem pouco tempo comenta-
va comigo o seguinte: “Para um matemtico, qualquer problema ou situagio

s40 muito mais. ficeis de ser manipulados.c compreendidos s¢ Forem

tracluzidos para 4 linguagem algébrica. Isto implica, a méu ver, que quan-
do os professores ensinam matemdtica, pensam que & sua maneira tudo se-

-4 mais ficil ¢ compreensivel para os alunos. Mas j4 vimos que nio é bem

assim, Os filésofos cambém pensam que’a*verdadeira formacio filossfica

s6 ¢ adquirida lendo os grandes filésofos em alemdo. Contudo, nenhum -
professor pensaria em comegar a ensinar filosofia a seus alunos em alemio”,
- O objetivo ¢ a finalidade do ¢nsino da matemdtica dever ser que os-

alunos dominem ¢ usem significativamente sua linguagem e os usos espe-
cificos da mesma. Mas para que isso seja alcangado, as formas de ensino e
e aproximagio tradicionalmence aplicadus a essa linguagem devem ser
radicalmente modificadas. -

Nota

Trata-se do professor Evelio Bedoya, da Universidad del Valle (Coldmbia), a

© quem deva agradecer cambém pelos seus comentdrios < sugestdes “como ma-
temitico” no presente texto.
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