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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Denominam-se de estruturas hiperestaticas aquelas estruturas que
ex:geW\ a consideragdo das deformagdes, na determinacdo de suas
reagdes de apoio e de seu estado interno de tensoes.

A rigor, todas as estruturas sdo hiperestaticas! Mesmo uma viga
biapoiada, somente € isostatica quando os apoios sdo considerados
como pontuais, o que € uma idealizagdo das condigbes de apoio reais,

as quais envolvem uma distribui¢do de forg¢as cuja determinagdo requer
o0 estudo das deformagdes dos materiais.

¢ 0
T J 4 4

—— — — ——

%

PEF2602 : Estruturas na Arquitetura / | - Sistemas Reticulados

'y

A
h 4

AA,
4
7
y



ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

No préximo semestre (PEF2603) veremos uma método classico de
resolugdo de vigas hiperestaticas (‘método dos esforgos).
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. P, p T T 7T 1 f;hu Viga 3 vezes hiperestitica!
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A=3\L/-e i 3 equagdes de compatibilidade!
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Neste semestre (PEF 2602), limitamo-nos a introdugdo do conceitos de
hiperestaticidade, estabelecendo equagbes de compatibilidade e

resolvendo alguns problemas simples de treligas e sistemas estaiados!
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TRELICAS

Seja a trelica composta por duas barvas:

Valem as relagoes:

sinae=4/5=0,8

cosa=3/5=0,6
Sao dados:

P =100kN

E =210GPa

S=2

o, = 600MPa

* Pede-se determinar os esforcos nas barras e o deslocamento do
ponto C, sob acdo da carga P!
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Adm 4dm

_V_.

Y F=0 . (N,-N)sina=0 .. N;=N,=N

>F =0 .. 2Ncosa-P=0 .. N= P _ 199 N =83,33kN
2cosa 2-(3/5)

Note que, por ser um problema isostatico, a resolugdo ndo depende do
matevrial, ou do dimensionamento, ou das deformagdes da estrutura, apenas
das for¢as!

Note também que o equilibrio foi determinado considerando a geometria inicial
da estrutura, ou seja, desprezando as deformagdes que o sistema experimenta!
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Dimensionamento

Recordando: E =210GPa

O, = 600MPa g — Ge — 600 — 3OOMPa
s=2 S 2
Critério de Dimensionamento: Oy SO
N . N —
= <o

=0,0188m

4N _\/4-83,33><103
77-300x10°

@... =18,8mm
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Deformagdes

Problema: determinar o deslocamento do ponto C:

2

1) deformagdes das barras, admitindo que as mesmas sejam dimensionadas com Pmin :

Por definicdo: &= £ ;jO €:(1+€)€O
Lei de o 300x10° 3 . _ -3 —
Hooke: €= 2 =505 =143x10% = (= (1+1,43x10°)-5=5,0071m
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Deformagdes

Problema: determinar o deslocamento do ponto C:

Deslocamento do ponto C: S=h-h,=~¢?-a’ -h,

5 =+/5,0071% —4> —3=0,0118m =1,18cm

Note que no calculo acima considerou-se que as for¢as normais ndo sdo afetadas pelas
variagbes geométricas, o que parece razodavel, ja que os deslocamentos s@o pequemos em
relagdo as dimensdes da estrutura!
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Caleulo aproximado (“Diagrama de Williot”)

4dm : Am

4
N

Angulos finais:
~ -“aproximadamente retos”’

AN ~ Al aproximadamente o

Al 0,0071
cosa  3/5

Al=06C0Sa 0O = =0,0118m =1,18cm Ok’
O Diagrama de Williot € valido para pequenos deslocamentos e rotagdes!!
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TRELICAS HIPERESTATICAS

Acrescentando mais uma barra ao exemplo anterior:

4m i Am
A .
""" "’ B <r .. hiperestatica
@ @ @ 2n—b {=r ..isostatica
3m >r .. hipostatica
a o
Voo \<¢ >/ 2-4-3=5<6 1xhiperestatica
vp

Equilibrio do né C:
ZFX =0 .. (N3—N1)sina=0 o Ng=N,

N
Niw ata 5 N SF =0 - 2N _p-
\\<>/’ 3 =0 . cosa+N,-P=0 (Egq 1)
C
A resolugdo desta treliga requer uma equagdo
v P adicional as equagdes do equilibrro!
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TRELICAS HIPERESTATICAS

Esta equagdo adicional é dada pela necessdria compatibilidade entre as
deformagdes das barrvas!

Diagrama
de Williot:

A, =6

Al =Al,=5cosa (B2

(2 equagdes de compatibilidade de deslocamentos,
sendo que uma reflete a simetria do problema)
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TRELICAS HIPERESTATICAS

N /. E. [
S N Ni = '—AAfi (Eqs' 3) (Egszgzgrgx\siitutiva
E A l. — Lei de Hooke)

Sabendo que: Al =

Adwmitindo: Ei A - FE A, constante (barras de mesmo material e mesma se¢do

transversall!)

Combinando (Egs. 3) e (Egs. 2):

N —
Al, = 1y _ (6cosa)

EA

L 5= N 1€ 1 N 26 2

N EAcCOSo EA
Al =2l s

EA

N, ¢, CcoSa
N, = —=2=2 (Eq- 4)
l 1
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TRELICAS HIPERESTATICAS

Substituindo (4) em (1), temos:

1
N. /¢ . N. = 1 P
2. 272 2 N :P L ( ]
— — COs a+ N, * 0, +20,c08 a (%)

gl
.y /,Cosc
Substituindo (5) em (4): N, = [ 120, co5a P
Para os dados do problema : {(1 =/,=5m;/,=3m;cosa = g}
N, = > |p-1®p_gp N, = 3x(3/5) _1p_ 45 b0 2514p
5+2x3x(3/5) 179 5+2x3x(3/5) 179
Verificando com (1): ZX(% ijg+(% Pj =P OK!
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TRELICAS HIPERESTATICAS

Outra verificac@o interessante, consiste em considerar o caso

particular de trés barras iguais atuando em paralelo

(=0 .. cosa=1
Nesse caso b, =l,=0,=/
EA=cte

. . P
E por simetria, N1 — N2 — N3 -

De fato, considerando as expressoes obtidas anteriormente,

! P
N1:N3: x1 : P:E N2: P=—
(+2x0x(1) 3

‘ S
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S e
EXErciCl0. peterminar os esforgos nas barvas da treliga:

16m

................................... EA=10"

v
P.=100kN

12m 12m

2n—b <r .. hiperestatica
=r ..isostatica
>r .. hipostatica

2-4-5=3<4 1xhiper
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Ndao Linearidade Geométrica

Quando os deslocamentos ndo puderem ser desprezados, o problema se torna
ndo~linear!

Nota: Esta segdo € incluida apenas como (Justragdo -- ndo cal em prova!

L/2 R 0(X) = %\/ L* +4x°

L/2

l, = EN Y
2
CoS ax(X) X

/(X)
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Nao Limearidade Geométrica

(1) As forgas normars nas barvas : L/2 : L/2
variam com a geometria: . i

M(x)_ EA )

N (x) = EA
(x) L

I
—_~
—~

pa
S~
|
S
o
~—

(2) O equilibrio vertical do nd C depende do dngulo o (X)

N (x)cosa(x)-P=0 ' 2k (£(X)=£y)—=—P =0

o)
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Nao Limearidade Geométrica

/2 ! | /D : Substituimdo valores:

2k(€—€0)%—P:0

2k(1— 2L )X—P:O

VL +4x°

, Definindo a resultante das forgas internas
v X (uma forga vertical, para cima se N>O):

20
f(x)=2k|1- 0 X
(%) [ \/L2+4x2)

O equilibrio € expresso por: f (X) —P=0
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Para cada valor de P, encontra-se numericamente a conflguragdo de equilibrio x*!

. f(x)

Snap ~through’

\

Para os dados do problema:

P=100kN
Xg=-1,602m — P(X5)=599 KN=P_;
Xp=1,602m — P(Xp)=-599 kN

— X*=+3,115m

‘X
* L/2 L/2
X b
+ -P
Trecho de eq uilibrio Regido impossivel para um cab N / \N\
mstavel! N Regido impossivel para uma trelic P d _A®~ < = ~
7 & ~ S~ N ~hy
_ . < - ~JN
O ‘snap-through’ é um tipo de = ~x

mstabilidade carvacteristica de arcos e
cascas abatiadas esbeltas,

matematicamente conheciao como x
‘ponto limite.

C
| &)

hy

Por outro lado, a flambagem, vista
anteriormente, € um caso de instabrlidade
conhecrdo como ‘ponto de bifurcagdo’.

X

P
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