Capitulo 6

Referenciais Nao Inerciais

Até agora, todas as descrigoes dos movimentos de particulas foram efetuadas
em relagao a referenciais inerciais por meio de interpretagoes das soluctes das
equacoes baseadas na segunda lei de Newton. Claro que todas as discussoes dos
movimentos podem ser efetuadas apenas em relagao a referenciais inerciais, se
assim desejar. Contudo, nem sempre um referencial inercial é conveniente ou
adequado para esses estudos. Por exemplo, o movimento de um péndulo dentro
de um vagao acelerado pode ser descrito em relagdo a um referencial inercial,
em geral, fixado no solo, fora do vagao. Mas essa descricdo torna-se muito
complicada, uma vez que o movimento acelerado do vagao deve ser levado em
consideracao. Além disso, efetuar as medidas em relacao a esse referencial fixo
no solo, envolve um esquema bastante elaborado. E, em geral, muito mais sim-
ples medir as grandezas necessarias no préprio vagao, mas a transformacao dos
nimeros obtidos para serem tratados no referencial fixo no solo é, geralmente,
complexo. Também é comum considerar como inercial, um referencial fixo na
superficie da Terra para estudar os movimentos das particulas nas suas proxi-
midades. Mas, esse referencial estd em rotagdo junto com a Terra e, por isso,
nao se pode considera-lo inercial para muitos desses movimentos, como o dos
projéteis de um canhao que se movem com altas velocidades, o de um péndulo
de Foucault, o de grandes massas de ar numa regiao extensa da superficie da
Terra etc., em que o efeito de rotagao da Terra sobre esses movimentos é sig-
nificativo. Mesmo esses fendmenos nao sao impossiveis de serem estudados em
um referencial considerado inercial num grau de precisdo muito melhor, como
por exemplo, aquele fixado no Sol. Mas, ele é muito inconveniente para a des-
cricao desses movimentos porque as suas observagoes sao feitas aqui na Terra.
Assim, conseguir escrever uma equacao do movimento em um referencial nao
inercial é imperativo. Entretanto, a segunda lei de Newton, que é a base das
equacoes do movimento, foi enunciada, originalmente, para referenciais iner-
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ciais. Os procedimentos desenvolvidos com intuito de estender a validade da
segunda lei de Newton para os referenciais nao inerciais levaram ao conceito de
forcas inerciais. Estas forgas sao peculiares no sentido que ndo tém origem em
entidades fisicas concretas, em contraste com as forcas gravitacionais e eletro-
magnéticas, por exemplo, que sao provenientes de particulas com massas e de
particulas carregadas, respectivamente. Assim, as forgas centrifugas ou de Co-
riolis sao efeitos cinemdticos e nao existem entidades fisicas causadoras destas
forcas. As equagodes do movimento em referenciais nao inerciais e os efeitos das
forgas inerciais sao os assuntos tratados neste capitulo.

6.1 Movimento num Referencial Acelerado

Sejam referenciais S e S’ cujas origens sao os pontos O e O’ respectiva-
mente. Suponha que S seja um referencial inercial e que O’ esteja movendo
em relacao a O. Suponha, além disso, que S’ nao esteja em rotacao. A posicao
de um ponto P no espaco em relagao a O é dada pelo vetor de posicao r. Em
relacao a O’ este mesmo ponto é localizado pelo vetor r’. Os vetores r e r’
estao relacionados pela transformacao:

r'=r—-R, (6.1)

onde R é o vetor de posigao de O’ em relagao a O, como indicado na Fig. 6.1.
Segundo a concepc¢ao de Newton, mencionada na seccao 1.7 do Volume 1, o tem-

referencial S’

referencial S

Fig. 6.1:

po t é comum a ambos os referenciais. Derivando-se, entao, a equacao (6.1) em
relacdo a t obtém-se a equacao de transformacao da velocidade de movimento
do ponto P, dada por:

P=i-R ou vi=v-V. (6.2)
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O vetor V = R, nesta equacio, é a velocidade de O’ em relacio a O (ou, equi-
valentemente, a velocidade do referencial S’ em relacao a S'). Derivando-se
(6.2) em relagdo a t chega-se a:

i'=f—R ou v'=v—-V ouainda a’=a—A. (6.3)
Se R=A = 0, o referencial S’ estd em movimento com velocidade constante
em relagdo a S e as equagoes (6.1), (6.2) e (6.3) sao as Transformagoes de Galileo
da seccao 1.7 do Volume 1. Neste caso, o referencial S’ também é inercial.

Antes de tratar do movimento de uma particula em referenciais acelerados,
¢é interessante discurtir a relatividade do movimento entre dois observadores
em referenciais inerciais distintos. Em geral, é dada énfase em determinar as
equacoes horarias para a descricaio do movimento de uma particula, uma vez
escolhido um referencial inercial. Essas equagoOes sao uteis para se conhecer as
posicoes ocupadas pela particula em funcido do tempo, especialmente se se de-
sejar saber onde ela estava num certo instante passado, ou fazer a previsao de
onde estarda num instante futuro, ou ainda, acompanhar a evolucao temporal do
movimento. Para se obter as equagoes horarias, é necessario o conhecimento das
condigoes iniciais que, em geral, sdo a posicao e a velocidade da particula num
instante inicial qualquer. Impondo-se, entao, as condicOes iniciais na solugao
das equagoes diferenciais do movimento, provenientes da segunda lei de Newton,
obtém-se as equagcdes horarias. A descricdo do movimento obtida por meio das
equacoes horarias é bem detalhada. Entretanto, em muitas circunstancias, nao
tem grande interesse em descrever o movimento com tanto detalhe. Por exem-
plo, conhecer a curva descrita pela trajetéria da particula em movimento, que
pode ser mais simples de se obter, ja poderia ser suficiente e ndo haveria interesse
em acompanhar a evolucao temporal. Obviamente, as equagoes horarias descre-
vem essa curva como equacoes paramétricas onde o parametro é, geralmente, o
préprio tempo. Além disso, eliminando-se o tempo, ¢, nas equacoes horarias,
obtém-se a equacao de uma curva que representa a trajetéria em questao; pelo
menos em principio.

Considere, agora, um observador M em um referencial inercial S e um
outro, N, em um referencial S’, também inercial. O referencial S’ estéd se
movendo com uma velocidade constante V em relagao a S. Suponha que am-
bos os observadores, cada qual em seu préprio referencial, esteja observando o
movimento de uma particula P. Eles poderao ter equactes horarias que sao
diferentes, mas sao equivalentes pelas transformacoes de Galileo (6.1), (6.2) e
(6.3) com A = 0. Do ponto de vista do observador M, a trajetéria descrita
pela particula é uma curva r(n). Por outro lado, do ponto de vista do observa-
dor N, essa mesma trajetéria descreve uma curva r’(€), que, geralmente, nao
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é a mesma curva vista pelo M . E sempre possivel transformar a curva r(n) em
r’(£) mediante as transformacoes de Galileo, desde que se conhega o estado de
movimento relativo dos referenciais S e S’. Assim, os dois observadores podem
trocar informacoes e dectetar esse estado de movimento relativo. Se nao puder
trocar informagodes, ndo hd maneiras de cada wm tomar ciéncia do seu proprio
estado de movimento. Do que foi dito até aqui, pode-se concluir que a “visao”
do movimento da particula depende do estado do movimento do observador.
Tudo isso pode ser ilustrado com o exemplo que se segue.

Exemplo 6.1 Considere um referencial inercial S, cujos eixos sdo Oz na diregao
horizontal e o sentido positivo para a direita, Oy na direcao vertical e sentido positivo
para cima, como ilustrado na Fig. 6.2. Suponha que uma particula de massa m é
langada de uma altura h, com velocidade vy = vpe,, onde vg > 0 e e, é o vetor
unitario apontando para o sentido positivo de Oz . A partir dai, a particula move sob
a acdo de uma forca da gravidade constante F = —mge,, onde e, é o vetor unitario
apontando para o sentido positivo de Oy e g, o médulo da aceleracao da gravidade.
Considere, agora, um segundo referencial S’ movendo-se em relagio a S com uma
velocidade V =V, e, —V,e,, onde V, > vy e V, > 0, ilustrado também na Fig.6.2.
Mostre a trajetdria vista por um observador em repouso no referencial S e por um
outro observador em repouso no referencial S’ quando V, e V, s@o constantes.

Solucdo: A equacao do movimento no referencial S y

é m¥ = —mgey, pela segunda lei de Newton. A vo
g . ~ . h

sua decomposicao nas diregoes dos eixos Oz e Oy,

resultam no par de equagoes:

€y

mi=0 e miy=—mg. (6.4)

As solugoes dessas equagoes estao sujeitas as condi- e:
¢Oes iniciais do langamento da particula: z(0) =0,
z(0) = vy, y(0) =h e y(0) = 0. Apds o cancela-
mento de m , a solugéo da primeira equagéo em (6.4) .
é: x(t) = Ct+ D. Com as duas condigdes iniciais Fig. 6.2:

para z, obtém-se: C =wvg e D = 0. A segunda equacao em (6.4) tem como solugao

1
geral: y(t) = E+ Ft— 5 gt?. Impondo-se as condicbes iniciais para v, chega-se a:
E=h e F=0. Portanto,
x(t) =vpt

1
e y(t):h—;gt?

Eliminando-se ¢ por meio de z(t), a equagdo da trajetéria vista pelo observador em
repouso no referencial S é

g 2
T
208

y=h-

)
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que representa a equagio de uma parabolal ilustrada na Fig. 6.3 (a). Esta pardbola é
uma fungao que decresce monotonicamente quando x cresce. O referencial S’ é tam-
bém inercial porque V, e V, sdo constantes (movimento uniforme em relacao a S).
Portanto, a equacao diferencial do movimento em S’ é obtida, também, pela segunda

! I

Y Referencial S Referencial S’ Vo Y
h Vo h
(0] x o' =z’

(a) (b)

Fig. 6.3: Trajetérias da mesma particula vistas pelos observadores em movimento relativo.

lei de Newton. Para facilitar, os seus eixos O’z’ e O'y’ serdo tomados com as mesmas
direcdes e os mesmos sentidos dos eixos Ox e Oy, respectivamente? (ver Fig. 6.2).
Tem-se, com esse arranjo, m¥’ = —mge, , onde e, é o vetor unitdrio na direcdo do
eixo O'y’. Apéds cancelar m, a decomposicao desta equagao segundo as componentes
z' e y’ resulta no par de equacoes diferenciais que sdo as mesmas do referencial S,
ou seja,
=0 e j'=-g.

Supondo que no instante inicial (¢ = 0), a origem dos eixos dos referenciais S e S’
estavam coincidentes, as transformagoes (6.1) e (6.2) levam as condigoes iniciais, no
referencial S’ , dadas por: z’(0) =0, #'(0) =vg— Vo, = — (Vz —vg), y'(0) =h e
y'(0) =V, . Assim, as solugdes das equagdes do movimento obtidas sao:

8
~
—~
~
~—

— (Vx — ’Uo) t
1
e y'(t) = h+Vyt—5gt2.
Eliminando-se t da primeira equagao e substituindo-se na segunda, obtém-se:

y/:h_ VyI/ _i I/Q
Vm—’UO 2 (V;C—’UQ)Q7

que é a equagao da trajetdria no referencial S’ procurada. Ela descreve uma curva

Vy (Ve —
que é uma pardbola com um méximo em ' = — Yy Va = vo) . A Fig. 6.3 (b) mostra

g
o esboco desta trajetoria. Note que, na condigao estipulada, a trajetoria é, também,

IEste resultado ja deve ser do conhecimento do leitor que cursou disciplina de mecénica em
nivel elementar.

2Essas coincidéncias das direcbes e sentidos dos eixos nos dois referenciais ndo séo
necessarias, mas s&do convenientes para muitos propdsitos.
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parabdlica para um observador no referencial S/, mas é uma pardbola diferente daquela
que um observador no referencial S estd vendo. Se a velocidade de S’ em relagio S
for alterada, a trajetoria pode ser totalmente diferente das duas. Por exemplo, considere
o caso V, = vp. Na solucdo acima, z’(t) = 0 para esta condigdo. Isto significa que,
para um observador em S’ nesta condicdo, a trajetéria é uma reta que coincide com
o eixo dos y’. Para se ter uma idéia mais completa, o leitor deve obter as trajetérias
vistas por um observador no referencial S’ para diferentes combinacées de V, e V.
Particularmente, quando V, =v9 ¢ V;, =0, V, =0e V, >0, V; =0 ¢ V, <0,
Ve =v9 e V,; <0 sdo interessantes. Sugere-se tentar também vérias outras situacoes.

Se as equagoes diferenciais do movimento (ou seja, as leis fisicas) sdo as mesmas
em ambos 0s referenciais, porque as trajetorias sao diferentes para os observadores num
e noutro referencial? Note que, devido as transformagoes (6.1) e (6.2), as condigdes ini-
ciais sdo diferentes para observadores em S e em S’ . Esse fato conduz & conclusio que,
no casode se ter S e S’ inerciais, um observador em S vé uma das curvas da familia de
solugdes das equagoes diferenciais do movimento, ao passo que um observador em S’/ vé
uma outra curva da mesma familia. Concluindo, a curva descrita pela trajetoria de uma
particula, observada em cada referencial inercial, constitui a realidade do observador no
préprio referencial. Repetindo uma vez mais, essas diferencas de realidade entre dois
observadores em movimento um em relagao ao outro, sé pode ser detectado se for pos-
sivel que eles facam comparacoes envolvendo os dois referenciais. Se se basear em
apenas um deles, é impossivel conhecer a realidade do observador em outro referencial.
Assim, para cada observador, a trajetoria da particula que ele observa € a realidade dele
proprio.

O exemplo 6.1 mostra as diferencas observadas no movimento de uma mesma
particula do ponto de vista de observadores em referenciais inerciais distintos.
Como ficam essas diferengas, se um observador estiver num referencial acelerado
em relacao a um referencial inercial? Para responder a esta questao, é necessario
desenvolver uma maneira de escrever uma equacao do movimento em um refe-
rencial nao inercial.

Como o objetivo desta seccao é estudar a descricao do movimento num
referencial acelerado, suponha, doravante, que R = A # 0 na equagao

(6.3), salvo menc¢ao em contrério.

Suponha, agora, que uma particula de massa constante, m, esteja movi-
mentando juntamente com o ponto P (Fig. 6.1 da pégina 12), sob a agao de
uma forca aplicada F. Entao, a equacao diferencial do movimento escrita em
relagdo ao referencial § é:

mi=F, (6.5)
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de acordo com a segunda lei de Newton (lembrar que S ¢ inercial). Por outro
lado, reescrevendo (6.3) como ¥ =71’ + A, (6.5) torna-se:

m((i'+A)=F.
Subtraindo-se m A de ambos os membros, obtém-se:
mi¥' =F—-mA. (6.6)

Se o membro direito desta equacao pudesse ser considerado como uma forca
resultante efetiva, esta equagao estd no formato da segunda lei de Newton para
uma particula de massa constante m. Entao, se se interpretar o termo —m A
como sendo uma for¢a adicional aplicada sobre a particula, a validade da segun-
da lei de Newton pode ser estendida para um referencial acelerado por meio da
equagdo (6.6). Formalmente, significa que se pode utilizar a equagdo (6.6) como
se fosse a segunda lei de Newton, para uma particula de massa constante, quando
se quer descrever o seu movimento num referencial acelerado. Com este artificio,
a equagao (6.6) torna-se uma lei do tipo “segunda lei de Newton” disponivel
para um referencial acelerado. O procedimento é apenas adicionar uma forca
—mA a forca F aplicada a particula. Em outras palavras, o movimento é,
entdo, descrito como o de uma particula sob a acdo de uma forca resultante efetiva,
F —m A, regida por uma lei do tipo “segunda lei de Newton”.

Que espécie de forca ¢ —m A7 E uma forca que aparece quando se adapta
a segunda lei de Newton para um referencial acelerado e ndo provém de uma
entidade fisica geradora, como é o caso das forcas gravitacionais, por exemplo,
que sao devidas & presenca de corpos com massas. Este tipo de for¢ga é muito
comum nas experiéncias cotidianas das pessoas. Por exemplo, se um observa-
dor estiver sentado no assento de um automaével em movimento acelerado numa
estrada retilinea, ele terd a sensacéo que uma forca o comprime contra o assento
do carro. Se estiver segurando um pacote no colo, sentird que uma forca em-
purra o pacote contra ele. Se estiver num avido em movimento acelerado para
decolagem, a sensacao ¢ bem mais intensa. Um outro exemplo. Um 6nibus que
for bruscamente freado tem uma aceleracdo A , bastante intensa, apontando no
sentido contrario ao do seu movimento (desaceleragao). Os passageiros dentro
desse Onibus sentem que estao sendo puxados para frente por uma forca. Esta é
exatamente a forca inercial —m A porque o referencial fixo no 6nibus é acele-
rado. Em qualquer dos exemplos mencionados, se se colocasse um dinamoémetro
adequado, ter-se-ia medidas das intensidades dessas forcas. Ou seja, a intensi-
dade destas forcas inerciais € mensurdvel, como € a intensidade de quaisquer
forcas provenientes de entidades fisicas como massas, cargas etc.
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Como ilustragao, a aplicagdo da equagao (6.6) em problemas simples serd
mostrada em uma série de exemplos. Os movimentos sob o ponto de vista de
um observador num referencial acelerado sera o alvo da discussao e, também,
algumas comparagoes com o ponto de vista de um observador num referencial
inercial serao efetuadas quando for conveniente.

Exemplo 6.2 Suponha que um caminhio esteja em movimento numa rua retilinea
e horizontal com aceleracdo constante, A, em relagdo ao solo. Suponha também que
ele transporta um observador que estd em repouso na sua carrocaria. O observador
abandona uma particula de uma altura h em relagao ao solo, da extremidade traseira
da carrogaria. No instante que essa particula foi abandonada, a velocidade do caminhao
era vy em relacao ao solo e estava passando em frente de um observador que esta em
repouso no solo. Qual a trajetéria dessa particula vista pelo observador em repouso em
relagao ao solo? E pelo observador em repouso na carrogaria do caminhao?

Solucao: Considere um eixo O x na diregao horizontal e o sentido positivo coincidindo
com o do movimento do caminhao. Além disso, considere um outro eixo Oy cuja
direcao é vertical com sentido positivo para cima. Suponha, para simplificar, que esses
eixos cruzem na posigao que o observador esta em repouso no solo. Este é um referencial
inercial S, fixo no solo. O movimento em relagao ao referencial fixo no solo é, entao,
descrito pela segunda lei de Newton:

mi=F,
onde F = —mge,, m é a massa da particula e e, é o vetor unitdrio que aponta no
sentido positivo de Oy. Em termos de componentes segundo as dire¢coes Ox e Oy,
esta equacao torna-se um sistema de equagoes diferenciais de segunda ordem seguinte:

mi =0 e my=—mg.

As hipdteses a respeito do sistema de eixos e a situagdo em que a particula fora aban-
donada, levam as condigdes iniciais no referencial S dadas por: z(0) =0, #(0) = v,
y(0) = h e y(0) = 0. Note que as equagodes diferenciais do movimento coincidem com
as equagoes (6.4) do exemplo 6.1 e as condigdes iniciais também sio as mesmas. Dessa
forma, a trajetéria para um observador em repouso no referencial S, fixo no solo, é a
mesma parabola da exemplo 6.1, isto é,

g 2
202 °
Yo

y=h-—

reproduzida na Fig. 6.4 (a) para facilitar a comparagio com a trajetéria vista pelo obser-
vador no referencial fixo na carrocaria do caminhéo, que serd obtida a seguir. Agora,
considere um outro eixo, O’ x’ cuja diregao e sentido coincide com a do O x e, também,
O’y’ na diregao vertical com sentido positivo para cima. Suponha que a origem, O,
deste segundo sistema esteja fixa na altura do solo, abaixo da posi¢gao do observador em
repouso na carrocaria do caminhdo. Este é, entdo, o referencial acelerado, S’ fixo no
caminhao que estd em movimento acelerado. O movimento da particula é, entao, des-
crito pela solugdo da equagdo (6.6) neste referencial, com A = Ae,r e F=—mge,/,
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sendo e, e e,/ os vetores unitarios apontando nas dire¢oes positivas de O’z’ e O'y’,
respectivamente. Em termos das componentes z’ e y’ neste referencial, as equacoes
diferenciais do movimento sao:

Y Referencial S Referencial S’ Y

h Vo -h

(0] T o’ =z’
(a) (b)

Fig. 6.4: Trajetéria da particula vista pelo observador em: (a) referencial inercial;
(b) referencial acelerado.

mi'=—mA

e my -—mg.

As suas solugbes gerais sdo dadas por
1 1 / 1 2
/ / / 1 2

sendo C’/, D', E’' e F' constantes de integracao, determindveis pelas condigoes
iniciais. Devido as condigoes do problema e as hipdteses relativas ao referencial, tém-se:
2'(0) = 0, 2’(0) =0, y’(0) =h e y’(0) = 0. Com a imposi¢ao destas condigoes,
C'=D'"=0, E'=h e F'=0. Portanto, os resultados finais sao:

1
") =—= At?
/() = - 5
1

e y’(t)zh—;gﬁ.

Procedendo-se a eliminacao de ¢, obtém-se a equagao da trajetéria

9
A

!/ !/
y =h+—a’,
ou seja, a trajetoria é uma reta de coeficiente angular 9 para um observador em

repouso na carrogaria do caminhao acelerado, como ilustrada na Fig. 6.4 (b).

Observagdo 1: Se se aplicar a transformagao (6.1) entre os referenciais S e S’ teria:
x'(t) = z(t) —xo/(t), onde zo/(t) é a posicao da origem O’ do referencial S’ num
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1 1
dado instante ¢. Como zo/(t) = vot + 0l At? | segue o resultado z’(t) = — 5 At?,

que coincide com o obtido, resolvendo-se as equagoes diferenciais do movimento em S’ .

Observagdo 2: O fato do observador em repouso no referencial acelerado, S’ (carrogaria
do caminh&o acelerado neste problema), ver uma trajetdria retilinea, pode ser compre-
endido se se considerar que a “vertical” para esse observador estad inclinado de um

A
angulo § = arctg — em relacao a direcao de g. Entao, uma particula abandonada em
g

repouso, cai seguindo esta “vertical”, com aceleracao resultante de médulo /g2 + A2 .
Assim, o efeito da aceleracao constante do referencial, neste problema, foi o de mudar
a diregao da vertical para um observador que estd em repouso nesse referencial. Como
enfatizado antes, a trajetéria para um observador que estd em repouso num referencial
inercial é diferente daquela vista por um observador em repouso num outro referencial,
particularmente naquele que estd acelerado em relagao ao primeiro. Entretanto, no
ultimo caso, nao se trata de diferentes curvas de uma mesma familia de solugoes, pois,

as equacoes diferenciais do movimento nao sao as mesmas nos dois referenciais.

Neste ponto, é bom chamar a atencéo do leitor que as for¢as resul-
tantes, que aparecem na segunda lei de Newton, envolvem apenas aquelas
que proveém de entidades fisicas, como forca gravitacional, por exemplo,
que é devida a presenca de particulas com massas. Trata-se, obviamente,
da segunda lei de Newton utilizada num referencial inercial. Portanto, as
forgas inerciais nao aparecem para um observador que estd em repouso em
um referencial inercial. E possivel que Newton tenha escolhido os refe-
renciais inerciais, ao enunciar a sua segunda lei, para poder lidar somente
com as forcas oriundas de entidades fisicas. Contudo, as forcas inerciais
(incluindo as que aparecem num referencial em rotagao) existem para um
observador que estd num referencial ndo inercial.

Note que ndo se deve misturar referenciais diferentes quando se discute
um movimento de uma particula. Deve-se fizar apenas em um e sempre
ter em mente qual referencial estd em uso. As equivaléncias das descricoes
entre dois observadores em referenciais distintos podem ser estabelecidas
pelas equacoes de transformacao de um referencial a outro, se ndo houver
impedimento. Portanto, nunca esqueca de enfatizar em que referencial o
movimento estd sendo discutido.
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Exemplo 6.3 Um plano, inclinado de um angulo a com a horizontal, foi montado
sobre um carrinho que estd em um movimento horizontal com aceleracao constante A ,
numa regiao onde a aceleragao da gravidade € vertical e vale g. Um bloco de massa m

movimenta-se sem atrito neste plano inclinado, como mosta a Fig. 6.5. Sabendo-se que,
inicialmente, o bloco estava em repouso na origem do referencial fixo no plano inclinado,
discutir os possiveis movimentos em relacdo a esse referencial em funciao de A = |A],
g =|g| e a. Supor que o contato entre o bloco e o plano inclinado é mantido durante
o movimento.

Solugdo: Ja que o contato entre o bloco e o plano

—mA cos a . inclinado é mantido, considere o movimento unidi-
A m mensional ao longo do eixo x’ (mostrado na figura
6.5) do aludido referencial fixo no plano inclinado.
mgsena Aqui, as forgas que agem sobre o bloco sao: o peso
A mel| o mg e a forca inercial —m A . Elas podem ser de-
compostas na direcao do eixo z’ e estao ilustradas
C¢) (O] . ~
{7, ma Fig. 6.5. A componente da equagao (6.6) adap-
' tada a esta situacao é:
Fig. 6.5:

mi’ =mgsena —mA cos .
Esta equagao fica independente de m apds o seu cancelamento, ou seja,

@' =gsena— A cos a. (6.7)

Se a e A forem tais que a condicdo A = g tga esteja satisfeita, entdo, &’ = 0. Nessa
situagéo, a solucao de (6.7) é x'(t) = C' 4+ Dt. As condigdes iniciais z’(0)=4'(0)=0
aplicadas a esta solucao, resultam em: C'= D = 0. Com isso, a equagao horéria do
movimento é z’(t) = 0, para qualquer ¢ > 0, e o bloco vai permanecer em repouso
na origem do referencial fixo no plano inclinado. Por outro lado, a solugao da equacao

1
(6.7) é: z'(t) :C’—i-D’t—i—E(g sena — A cos a)t?, se A> gtga. Impondo-se as

condigoes iniciais, obtém-se: C'' = D’ =0. A equacao horéaria é, agora,
1 1 2
x'(t) = B (g sena — A cos a)t”. (6.8)

Como ¢ sena— A cos a < 0, o bloco move-se para cima, isto é, sobe o plano inclinado.
Finalmente, se A < g tga, entdo, a solucao de (6.7) terd a mesma expressao do caso
anterior, isto é, de (6.8); mas, desta vez, g sena — A cos a > 0 e o bloco move-se para
baixo, ou seja, desce o plano inclinado. A componente da forca resultante perpendicular
ao plano inclinado (dire¢ao do eixo dos y’) ndo foi considerada na resolugdo deste
problema. Pense o porqué. Como exercicio, sera deixado para o leitor obter a reacao
do plano inclinado sobre o bloco em termos de g, A e «.

Observagao: Num referencial inercial fixo no plano horizontal, fora do plano inclinado,
as forcas existentes sao: o peso, mg, e a forca normal sobre o bloco, N, que o plano
inclinado exerce. Tomando-se o eixo dos x na diregao horizontal no sentido da acele-
ragao A e o eixo dos y na vertical com o sentido positivo para cima, as componentes
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da equacao diferencial do movimento nas direcoes Ox e Oy sao:

mx = N sen«

e miy=-—mg—+ N cos «,

sendo N a magnitude do vetor N . Os movimentos nas dire¢oes x e y sao vinculados
devido a condigao que o bloco e o plano inclinado mantém-se em contato durante o
movimento. Este vinculo é expresso pela equagao da reta, que representa a interseccao
do plano inclinado com o plano zy:

y—yo =—tga(r—=zo0), (6.9)

onde (zo/,yo’) sdo as coordenadas da origem do referencial S’, fixo no plano incli-
nado, tendo yo/ = constante e zo:, dependente do tempo, dada por:

1
$o/=§At2+Vo/t+Xo/.

Aqui, Vo e Xo/ sao, respectivamente, a velocidade e a posicao de O’ no instante
inicial. Dessa forma, (6.9) representa um plano em movimento acelerado na dire¢ao do
eixo dos z. Calculando-se a segunda derivada de (6.9), obtém-se:

j+ tgai=Atga.

Multiplicando-se a primeira equacao diferencial do movimento, do final da pagina ante-
rior, por tga e adicionando-se a segunda, resulta em:

. , N
m(j+ tgai)=mAtga=—mg+ ,
cos «

ou seja,
N=m(gcos a+ Asena).

Substituindo-se na primeira equagao diferencial do movimento, chega-se a:
%= (g cos a+ A sena) sena,

cuja solugao é:

1
z(t) = ) (g sena cos a+ A sen?a)t? + Vot + Xor .

Subtraindo-se zo: deste resultado e substituindo-se em (6.9), obtém-se:
1 2
y:yo/—Esena(gsena—Acosa)t ,

cujo detalhe da dlgebra serd deixado para o leitor verificar. Este resultado pode ser
também obtido diretamente se substituir a expressao de N na segunda equagao diferen-
cial do movimento, da pagina anterior. E recomendado ao leitor fazer a transformagao
para S’ para verificar se reproduz o resultado obtido naquele referencial. Para saber se
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o bloco sobe ou desce o plano inclinado, deve-se examinar se y aumenta ou diminui em
relagdo a yo: . Isto é feito examinando-se o fator g sena — A cos a, como foi no caso
do referencial S’. Note que, a descrigao desse movimento foi possivel também num
referencial inercial. Entretanto, nem sempre é facil lidar com as forgas que aparecem no
problema, principalmente se envolver vinculos dependentes de tempo (plano inclinado
em movimento acelerado neste exemplo). A resolugdo para o caso que se considera os
eixos dos x e dos y nas diregoes paralela e perpendicular, respectivamente, ao plano
inclinado sera deixada como exercicio para o leitor. Este exemplo ilustra um caso que
o uso de um referencial nao inercial é muito mais conveniente. Existem situagoes onde
a dificuldade de se considerar as forgas envolvidas, num referencial inercial, é enorme.

Exemplo 6.4 Uma plataforma horizontal foi montada na carrocaria de um caminhao
movendo-se numa estrada retilinea com aceleragao constante A . Uma mola de constan

te elastica k e comprimento natural ¢ foi presa ho-
rizontalmente nessa plataforma, conforme ilustrado

m k . . ~ .
QA A na Fig. 6.6. Tomando-se o cuidado que nao a estique
L~ nem a comprima, fixou-se um bloco de massa m,
O’ z’ na outra extremidade dessa mola, e foi abandonada
@ @ em repouso. Descreva o movimento desse bloco em
relagao ao referencial fixo no caminhao, desprezan-

Fig. 6.6: do-se a massa da mola e o atrito entre o bloco e a
plataforma.

Solugao: Considere a posi¢ao de abandono do bloco como sendo a origem O’ do re-
ferencial fixo no caminh&o. Considere, também, um eixo O’z’, cujo sentido positivo
é dirigido no sentido da aceleragao, conforme esquematizado na Fig. 6.6. A versao
unidimensional da equagao (6.6) para esta situagao é:

mi'=—kx' —mA, (6.10)

onde —kx’ é a forga de restituicao da mola e z’, a sua elongacao. Reescrevendo esta
equagao como:
mi' +kx'=-mA,

ela é uma equagao linear nao homogénea de segunda ordem com coeficientes constantes,
cuja solucao® é:

mA
z'(t) =C cos wot+ D senwyt — —
k a . . .
com wy = 41/ — sendo a freqiiéncia angular natural do oscilador harmoénico simples
m

(sistema massa mola deste problema), C' e D sdo constantes arbitrdrias. Ao impor

uma das condigbes iniciais, x'(0) = 0, obtém-se: C = ——; ao passo que a outra

k

3Ver Apéndice B do volume 1.
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condigao inicial, £’(0) =0, leva a: D = 0. Assim, a equagao hordria da posi¢ao do
bloco em estudo é dada por:

z'(t) = mkA (coswot—1). (6.11)

Este resultado mostra que o bloco oscila no dominio — <z’ <0. Em particular,

_ _ A A
se f=—— , tem-se: z'(t)=— me Qual o significado de — M2 9 Substituindo-se
2&)0 k k
z' por — em (6.10), resulta em Z’ = 0, o que significa que a aceleracdo do
A
bloco nesta posigao é nula. Também, se as condigoes iniciais fossem x’(0) = — mk e
A A
@'(0) = 0, teriam: z’(0) = c—mT = mk e #'(0) = wo D = 0, de onde obtém-se
A
C=0e D=0. Assim, 2'(t) = — mT De todas essas discussoes, conclui-se que

mA

¢ a nova posicao de equilibrio. Com a transformacao & = z’ + mT , (6.11)
torna-se:

&(t) = mkA cos wot.

Dessa forma, o bloco oscila com amplitude

na vizinhanga da nova posicao de

equilibrio. Portanto, a posigao — é o seu centro de oscilagao. Observe que isto
¢é semelhante ao movimento da particula quando se instala um sistema massa mola na
posicao vertical num campo de gravidade g e todas as discussoes acima sao validas,

com a diferenga que aparece g em vez de A nas equagdes acima.

Exemplo 6.5 Considere uma plataforma plana e horizontal sendo acelerada para a
direita com uma aceleragao constante, A. Uma particula é langcada da origem do
sistema de eixos fixos na plataforma, com uma velocidade cujo médulo é vy, formando

um angulo 6 com a diregao da aceleragao (eixo =),

conforme ilustrado na Fig. 6.7. Supondo que nao ,
hé atrito entre a plataforma e a particula, as duas
equagoes oriundas da decomposigao de (6.6) segundo
as componentes nas direcoes dos eixos z’ e y’ fi-
cam, respectivamente: ]

mi'=—mA

R mi' =0, Fig. 6.7:

onde m é a massa da particula. As condigdes iniciais para estas equagdes sdo: z'(0)=0,
z'(0)=wg cos 6, y'(0)=0 e §'(0) =vy senf. Cancelando-se m, a primeira equagao

1
torna-se &’ = — A e a solugao geral é: z'(t) = Bt + C — 5At2, onde B e C sdo
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constantes de integracdo. A primeira das condigbes iniciais leva a: C = 0; a segunda,
a B =wvg cos 0. Entao, a solucao da primeira equagao diferencial é:

z'(t) = (vo cos 0) t — %AtQ.

A segunda equacao diferencial pode ser reescrita como: 4’ = 0. A sua solucao geral é:
y'(t) = B’ t+C"'. Obtém-se ao aplicar as duas dltimas condigoes iniciais: B’ = vy sen §
e C’' =0. Portanto, a solucao da segunda equacao diferencial do movimento é:

y'(t) = (vo sen@)t.

Entao, o movimento composto tem aceleragao uniforme dirigida para o sentido negativo

da direcao do eixo z’, e tem velocidade constante dirigida para o sentido positivo da

direcao do eixo y’. A equacao da trajetéria pode ser obtida eliminando-se ¢ da segunda
!/

equacgao hordria, isto é, t = yie , €, substituindo-se na primeira equagao horaria.
Vg sen
O resultado é: A
/ / 12
x' = (cotgh -
(cotg )y 2v¢ sen?6 ’

que é equacao de uma pardbola que passa pela origem, no plano z’y’, conforme
ilustrado na mesma Fig. 6.7. Note que este ¢, fisicamente, o mesmo resultado quando
se estuda a trajetéria de uma particula langada numa regiao onde a forca de atracao
da gravidade é m g, em modulo. Verifique como exercicio. Também, a determinacao
da trajetéria vista de um observador em repouso num referencial inercial fixo fora da
plataforma sera deixada como exercicio para o leitor.

Exemplo 6.6 Um vagao estd em um movimento acelerado com aceleragao constan-
te de médulo A, na direcdo horizontal, numa regido onde a aceleragdao da gravidade,
g, € vertical e dirigida para baixo. Prende-se uma das extremidades de um fio ideal
(inextensivel e perfeitamente flexivel) no teto do vagao e uma particula de massa m
na outra extremidade. Suponha que, depois disso, o comprimento efetivo do fio seja £.
Se se soltar a particula bem devagar, ela fica em equilibrio. Determine esta posicao de
equilibrio em termos de A e g. O fio é cortado com a particula em equilibrio. Qual
serd a trajetéria do seu movimento apos o corte do fio?

Solucdao: O sistema massa-fio é um péndulo. Considerando-se um referencial fixo no
vagao, as forcas que agem sobre a particula sao: mg e —mA e a tracao do fio,
T. A Fig. 6.8(a) é um esbogo da porgao do vagao acelerado que interessa, onde as
forcas envolvidas estdo esquematizadas. Como mg e —m A sado perpendiculares,
a intensidade da forga resultante sobre a particula, Fgr, é dada, simplesmente, pelo
teorema de Pitdgoras, isto é, Fr = m+/g2+ A? (a regra usual do paralelogramo, de
adicao de vetores, foi utilizada aqui). Esta forga resultante é equilibrada pela tracdo T
devido ao fio, que deve ser de mesma intensidade e sentido contrério a Fr. A direcao

A
de Fp forma um angulo ¢ com a vertical dado por: ¢ = arctg— . O sentido é
g
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Fig. 6.8:

o indicado na Fig. 6.8 (a). Note que, na posi¢ao de equilibrio, é possivel determinar
a intensidade da aceleracao do vagao por meio da medida do angulo formado entre a
vertical e esse péndulo. A Fig. 6.8 (b) mostra o momento que o fio foi cortado. Neste
instante, a tragdo T, do fio, deixou de existir e a particula estd, agora, sob a acao
apenas da forca resultante Fr. Segundo as componentes ao longo dos eixos =’ e y’
da Fig. 6.8 (b), a equacdo (6.6) torna-se um par de equagoes diferenciais:

' =—A
e 7 =g.

Ora, este par de equagoes sao as mesmas do exemplo 6.2, a menos do sinal da segunda
devida & diferenca na orientacao do eixo y’. Entao, a particula passa a se movimentar
na direcdo e sentido da forca resultante, F g , numa trajetéria retilinea, com a aceleracao

resultante de médulo /A2 + g2 .

Exemplo 6.7 Considere novamente o péndulo do vagao do exemplo 6.6. Em vez de
ser na posicao de equilibrio, a particula é, agora, abandonada em repouso na posicao
verticalmente abaixo do ponto de suspensao, que dista £ do teto. Qual serd o movimento
subseqiiente do péndulo?

Solugao: Considere um eixo z’ que parte do ponto
de suspensao do péndulo, orientada para a direcao do
seu equilibrio, formando um angulo ¢ com a vertical,
como mostra a Fig. 6.9. A particula vai descrever uma
trajetoria representado por um arco de circunferéncia.
Tomando-se o eixo z’ como o polar e os vetores unitarios
adequados para coordenadas polares como indicados na
mesma figura, pode-se projetar as forcas segundo estas
direcoes. As forcas sobre a particula sao as indicadas na
Fig. 6.8 (a), ou seja, mg, —mA e a tragdo no fio, T. Fig. 6.9:

Note que numa posicao angular genérica, ¢, do péndulo,

a tragao T nao coincide com a tragao na posicao de equilibrio, como é evidente pela
Fig. 6.9. Nessa figura, mg e —m A nao estao desenhadas, mas F g, que é a resultante
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dessas duas, estd. Nessas coordenadas polares, as equacoes de movimento sao, entao,

m(p— p$2) = mg cos(é — ) +m A sen(— @) — T
e m(p$+2p@) =mg sen(d — ) —m A cos(é — ).

Dividindo-se essas equagoes por m e levando-se em conta que p = ¢ = constante, a
segunda equacao torna-se:

(¢ =gsen(d—p)— Acos(d— ) =
=gsen¢ cos p — g cos ¢ senp — Acos¢p cos p — A sen¢ senp =
= —(gcos ¢+ Aseng)senp + (g sen¢ — A cos ¢)cos ¢.

De acordo com o resultado do exemplo 6.6, g sen¢ = A cos ¢. Entéo, o segundo termo
do membro direito é nulo e a equagao resultante fica:

. Vgi+ A?

p=— " senp,
que é a equacdo de movimento de um péndulo simples. Aqui, foi utilizado o fato
9 e sen¢p = ———_. Do resultado acima, conclui-se

/92_|_A2 /92_|_A2

que a particula oscilard com amplitude angular ¢ em torno do eixo z’ (que, como

que: cos ¢ =

antes, pode ser interpretado como a diregao da nova vertical para um observador no

vagao), com uma freqiiéncia angular wy = ~————— . A determinagao da expressao
que fornece a tracao no fio em fungao do angulo ¢ sera deixada para o leitor como
exercicio.

Os exemplos 6.2 a 6.7 mostraram que, em um referencial acelerado com acele-
racao constante, os fendmenos observados sao idénticos aqueles que ocorrem sob
uma forga gravitacional constante. Foi suposto implicita ou explicitamente que,
nesses exemplos, os observadores em referencial S e em S’ sabiam que S’ era
acelerado em relagao a S e tinham conhecimento da aceleracao da gravidade
g . Portanto, sabiam distinguir as direcoes vertical e horizontal em relagao a
superficie da Terra. Dessa forma, eles podiam distinguir entre a forga peso
(mg) e a forga inercial (—m A ). Mas, suponha que o referencial S’ estivesse
no interior de uma cabine hermética, com excelentes isolamentos actsticos e
mecanicos. Um observador no interior desta cabine nao pode ver o exterior e,
portanto, nao tem acesso a qualquer referencial que esteja fixado no exterior
desta cabine. Serd que este observador é capaz de distinguir entre a forga peso
e a forga inercial apenas com observacoes e medidas efetuadas no interior da
cabine? A resposta é nao, pelo fato que os procedimentos de medida para ambas
as forcas s@o as mesmas. E, também, tanto a forca inercial quanto a forca peso
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é proporcional a massa do corpo em estudo, o que mostra que um referen-
cial acelerado e uma atracao gravitacional tém o mesmo efeito sobre o corpo em
estudo. Além disso, ambas as forcas agindo sobre esse corpo podem ser descritas
como proveniente de um campo de acelarecdo a. Nessa descricao, a forca que
age sobre qualquer corpo em movimento na regiao desse campo é simplesmente
ma, e, ndo ha necessidade de se fazer distingao se a forga é de origem cinemaética
ou se é devido a presenca de um outro corpo qualquer na vizinhanca. Em
outras palavras, nao importa se o campo de aceleragao a é proveniente de um
referencial acelerado ou é proveniente de um campo gravitacional (g). Note
que, em ambos 0s casos, a nao é necessariamente constante. Mais ainda, a
equivaléncia “exata” entre as massas inercial e gravitacional, tanto quanto foi
possivel constatar experimentalmente, levou a uma identidade “exata” entre as
forcas inercial e gravitacional. Isso levou Einstein a considerar que nao ha uma
distingao fisica entre ambas as forcas, pelo menos em uma regiao limitada do
espaco, o que levou ele a formular o principio da equivaléncia. Prosseguindo sob
esta hipdtese, Einstein desenvolveu a teoria da relatividade geral.

Exercicios

6.1) Os exemplos dados nesta seccao dao subsidios tedricos para construir um ace-
lerémetro (instrumento para medir aceleragdo). Explique o mecanismo deste
instrumento e mostre como se mede a aceleracio de um referencial®.

6.2) Um homem, cuja massa é 80 kg, entra num elevador e sobe numa balanca que ele
levou. O elevador parte com a aceleracdo de 1m/s? e a mantém até o terceiro
andar®. A partir dai, continua subindo com velocidade constante até o oitavo
andar, quando comeca a desacelerar na razdo de 1m/s? até parar no décimo.
Diga as leituras da balanca que esse homem terd a respeito do seu peso nos
diversos trechos durante o movimento de ascensao do elevador. Suponha que a
balanca esteja calibrada em newton. Use g = 10m/s?.

6.3) No problema anterior, quais seriam as leituras se o movimento fosse descendente,
em vez de ascendente, num esquema semelhante de aceleragao e desaceleragao?

6.4) Considere o sistema do exemplo 6.3. Suponha que, agora, existe um atrito entre
o bloco e o plano inclinado com coeficiente de atrito estatico igual a p. A mag-
nitude da aceleragao A ¢é aumentada gradualmente até o bloco, inicialmente em
repouso em relagao ao plano inclinado, comecar a escorregar para cima.

a) Esboce as forcas agindo sobre o bloco em relagao ao referencial nao inercial,
fixo no plano inclinado.

b) Determine a magnitude da aceleragdo A, no instante que o bloco comeca a
escorregar.

4Obviamente, isto s6 tem sentido quando se sabe que se trata de um referencial acelerado.
5 7z . .
°A contagem do andar comeca com Térreo, primeiro andar, segundo andar etc.
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6.5)

6.6)

6.7)

6.8)

6.9)

6.10)

¢) Esboce as forgas agindo sobre o bloco em rela¢ao a um referencial inercial fixo
no solo.

Um passageiro num aviao retirou a sua gravata e deixou-a pendurada entre os
seus dedos. Ele observou que durante o movimento de decolagem, que durou 30 s,
a gravata formava um angulo de 15° com a vertical.

a) Qual a velocidade do avido no instante que decolou da pista? (Lembre que o
avido parte do repouso e entra em movimento acelerado para decolar.)

b) Qual a distancia percorrida na pista até decolar?

Um trem estd movendo-se com uma velocidade constante de 20m/s. Ao aproximar
de uma estagao, o maquinista diminui a velocidade a uma razao constante e o
trem para apés percorrer uma distancia de 100m. Um copo com dgua estéd sobre
uma mesa do vagao restaurante. Qual o angulo que a superficie da dgua do copo
forma com a horizontal antes do trem parar?

No mesmo trem do problema anterior, num outro vagao, um passageiro havia
deixado uma mala de 10kg no corredor. Ao iniciar a frenagem, ela comeca a
deslizar. Supondo que o coeficiente de atrito cinético entre a mala e o corredor
é p = 0,15, determine a velocidade da mala no instante que o trem parou.
Mesmo com o trem parado, a mala ainda desliza uma certa distancia adicional
pelo corredor. Determine a distancia total percorrida pela mala até ela parar.

Um elevador estd em movimento descendente com aceleracao A, de valor absoluto
menor que o de g. No teto desse elevador, fixou-se uma roldana de massa e atrito
despreziveis, de maneira que o plano que a contém seja vertical. Amarrados nas
extremidades de uma corda, de comprimento £, perfeitamente flexivel e de massa
desprezivel, dois corpos de massas m e 3m foram pendurados passando pela
roldana (este arranjo é chamado méquina de Atwood).

a) Determine as aceleragoes do movimento dos dois corpos em relagdo ao refe-
rencial fixo no elevador.

b) Esboce as forcas que agem sobre os dois corpos. Determine também a forga
que a roldana exerce sobre o ponto de sua fixagao no teto do elevador.

¢) Como um observador no elevador pode explicar a aceleragdo adquirida pelo
corpo de massa m, dispondo de uma medida de forga exercida sobre ele por
meio de um dinamometro?

Um corpo de massa m ¢é pendurado no teto de um elevador por uma corda que
suporta um peso maximo P. Quando o elevador comega a subir, a corda se
rompe. Qual a aceleragao minima do elevador?

Num vagao, inicialmente em repouso, um corpo de 6kg foi pendurado do teto
por uma mola de comprimento 0,5m e de constante eldstica 10N/cm. Aplica-se
uma aceleracao de 5m/s? no vagio. De quanto a mola estica? Em que direcao?
Considere a massa da mola desprezivel e g =10m/s?2.
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6.11) Quando um corpo é imerso num fluido, ele estd sujeito & forga peso e ao empuzo.
Empuxo é a forga que um fluido exerce sobre um corpo nele mergulhado e é igual,
em médulo, ao peso do volume desse fluido deslocado (principio de Arquimedes).
Isto vale também num referencial acelerado se considerar um peso efetivo como
resultante de m g mais a forca inercial —m A , sendo g a aceleragao da gravidade
e A aaceleracao do referencial. Considere, entao, um frasco contendo agua, onde

se mergulha uma rolha.

a) Se abandonar o frasco de uma certa altura, a partir do repouso, qual o empuxo
exercido sobre a rolha durante a queda, em relagao ao referencial do frasco?

b) Se a rolha estava no fundo do frasco antes de ser abandonado, discuta o

movimento da rolha em relacao ao frasco.

¢) Esse frasco é colocado numa mesa de um vagao de trem que estd se movendo
com uma aceleragao A na direcao horizontal. Determine o empuxo sofrido

pela rolha, no referencial do trem.

d) Considere, agora, essa rolha atada no fundo do frasco com um fio de certo
comprimento, mas suficientemente curto para que a rolha fique submersa na
dgua. Em relacao ao referencial do trem, discuta a posicao de equilibrio da
rolha, em relagao aquela que seria se o trem nao estivesse acelerado.

6.2 Movimento num Referencial em Rotacao

Considere um referencial inercial S com
os trés eixos Ox1, Oxg e Oxz. Conside-
re também um referencial S’ com os eixos
O'z{, O'xz} e O'zj. Suponha que a origem
O’ de S’ coincide com a de S, isto é, com
O, e que S’ esteja em rotacao com velo-
cidade angular w, em relagdo a S, ao re-
dor de um eixo OQ , conforme ilustrado na
Fig. 6.10. Na seccdo anterior, foram obti-
das transformacoes cinemdticas entre os ve-
tores de posigao, velocidade e aceleracao de
um ponto P, quando se passa de um refe-
rencial inercial para um referencial acelera-

x3
w
€3
€3 ,
€s To
el T e T2
el o= 0’
2
Fig. 6.10:

do. Agora, em vez disso, transformagoes cinematicas dessas mesmas grande-
zas entre um referencial S’ em rotacao com relacdio a um referencial iner-
cial S s@o necessarias. Para obté-las, é necessario determinar a transforma-
cao da derivada de um vetor quando se passa de um referencial inercial pa-
ra referencial em rotagdo. Entao, considere um vetor A que € constante em
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relacdo ao referencial S'. Esse mesmo vetor executa uma rotacdo ao re-
dor do eixo OQ em relacdo ao referencial S, mas tem médulo constante
(|A| = constante ). Por enquanto, suponha que A tenha sua cauda® fixa na
origem; para simplificar o raciocinio. Nestas
condigoes, a sua ponta descreve uma circun-
feréncia com centro no eixo OQ , que forma
a base de um cone cujo vértice estd na sua
cauda, conforme ilustracao da Fig. 6.11. Con-
sidere também B=A —-0Q n= (nx A) xn,

w
onde n = — . O vetor auxiliar B definido as-

w

-/ B(t+Ab)

sim é perpebridicular ao vetor velocidade angular

Fig. 6.11: w e estd contido no plano da circunferéncia des-

crita pela ponta do vetor A . No referencial S,

o vetor A varia de A(t) para A(t+ At) num intervalo de tempo At. Esta

variacao, que sera denotada por A A, pode ser expressa também como diferenga
de B nos instantes t e t + At, isto é,

AA=A(t+At)—A(t)=B(t+At)—B(t) = AB.

Note que a ponta do vetor B(t) varre a mesma circunferéncia varrida pela
ponta de A(t). Como |A| e |B| sdo constantes ¢ [B| = |nx A| = Asena
por construcao, tem-se:

AA~nxAAyp (6.12)

para At pequeno. Aqui a é o angulo formado pelos vetores w (ou n) e A;
A ¢, o angulo varrido pelo B durante o intervalo considerado. A equagao (6.12)
provém do fato que, quando At é pequeno, |A B‘ e, portanto, ‘A A| deve ser
aproximadamente igual ao arco de circunferéncia varrido pela ponta de B (e,
portanto, pela ponta de A). Divindo-se ambos os membros de (6.12) por At
e tomando-se o limite At — 0, obtém-se:

2 W xA, (6.13)

A

2% _ lim =% foi identificado como o médulo do vetor velocidade
dt At—0 At

angular, w. Com isso, wn = w e segue-se a equagao (6.13).

onde,

5A fim de evitar a confuséo que a palavra origem pode gerar quando se usa os termos origem
do referencial e origem do vetor préximos um do outro, a ultima serda chamada cauda do vetor
neste livro. Assim, a distingdo torna-se clara e facilita a redagdo. Pelo motivo andlogo, a
extremidade do vetor serd chamada ponta do vetor.
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Para a deducao da derivada de um vetor A
que ndo tem cauda fixa na origem, considere
dois vetores B e C que tém suas caudas fixas
na origem de tal maneira que:

A=C-B.

Suponha que todos esses trés vetores sejam
constantes no referencial S’. No referencial S,
todos eles tém moddulos constantes, mas exe-
cutam rotacdo ao redor do eixo OQ , como
ilustrado na Fig. 6.12. Entao, a variacao do vetor A durante um intervalo
de tempo At é:

Fig. 6.12:

AA=A(t+At)—A(t)=[Ct+At)—B(t+At)] — [C(t) — B(t)] =
= [C(t+At)—CH)] - [B(t+At) - B(t)] =AC - AB,
isto é,
AA=AC-AB.

Dividindo-se ambos os membros por At e tomando-se o limite At — 0, obtém-
se a seguinte relagao entre as derivadas:

dA  dC dB

dt — dt  dt
Lembrando que B e C tém suas caudas fixas na origem, O, e seus mddulos
constantes, vale o resultado (6.13) para cada uma das suas derivadas. Assim,

dA
dt

=wXxC—-wxB=wx(C—B)=wxA.

Isto mostra que o resultado (6.13) continua valendo, contanto que A tenha
mddulo constante no referencial S (lembrar que A € um vetor constante no
referencial S'), tendo ou ndo a cauda fixa na origem.

No referencial S’, considere, agora, uma funcao vetorial A(t) com a cauda
fixa na origem. A sua derivada em relacdo a t, nesse referencial, é:

(%)S, - <Ahﬁo A(HA& — A0 >5/ 7 (6.14)

conforme a defini¢ao (A.1) apresentado no Apéndice A do volume 1. Os vetores
A(t), A(t+At) e AA=A(t+At)— A(t), envolvidos nesta operacao, estao
ilustrados na Fig. 6.13 (a).
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referencial S’ referencial S A(t+At)—B(t+ At)
\‘\

AA N\

A(t+At)
A() A(t+At)
>~ AB
s - B(t+At)
€2
e
(a) (b)
Fig. 6.13:

No referencial S, a derivada em relacdo a t tem expressao semelhante a

(6.14), isto é,
<dA> :<1im A(t+At)—A(t)> '
dt S At—0 At S

Entretanto, em relagdo ao referencial S, além de variar com t, A(t) esta
também executando uma rotagao ao redor do mesmo eixo que o referencial S’
executa sua rotagao em relagdo ao referencial S. Para obter uma relagao entre

dA dA . , .

— e | — , considere um vetor B que é constante no referencial
dt ) g dt ) g

S’. No referencial S, ele tem médulo constante mas executa uma rotagao ao

redor do eixo OQ) , como antes. Suponha, além disso, que B coincide com A

num dado instante ¢. Com isso,

A(t+At) — A(t) :A(t+At)—B(t+At)+B(t+At)—é@:

=B(t)
—A(t+ AL - Bt + A1) +B(t+At) — B(t) ~
~(wxB)At
~A(t+At)-B(t+At)+ (wxB)At, (6.15)

para At pequeno. A Fig. 6.13 (b) mostra a relagdo entre todos os vetores
utilizados até aqui. Qual o significado de A(t + At) — B(t+ At) que aparece
no segundo membro da equagao (6.15)7 Observe que, no referencial S, o plano
que contém A(t) e o eixo de rotacio OQ sofreu uma rotacio de um angulo
wAt durante o intervalo de tempo At, conforme ilustrado na Fig. 6.13 (b)
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com &reas sombreadas. Assim, no instante ¢t + At¢, o plano passa a ser aquele
que contém B(t + At) e o eixo OQ . Entdo, no referencial S', B(t + At)
é copia do vetor A(t). Portanto, A(t+ At) — B(t + At) é exatamente o
vetor A(t+ At) — A(t) no referencial S’. Entao a identidade (6.15) pode ser
reinterpretado como:

[AA]Sz [AA]S,—i—(w x B)At,

onde os indices S e S’ nesta expressao indicam A A em relagao aos referenciais
S e S’, respectivamente. Dividindo-se por At, tomando-se o limite At — 0,
levando-se em conta (6.14) e, também, que B(t) — A(t) nesse limite, obtém-se:

dA dA
-y (2= A N
( dt )s < di >5'+ v (6.16)

conforme as definicoes das derivadas nos dois referenciais dadas na pagina ante-
rior. Em outras palavras, a derivada de uma funcao vetorial de ¢ no referencial
S ¢ igual & derivada dessa mesma fungao vetorial no referencial S’ acrescida
de uma variacao devido & rotacao do referencial S’ em relacao a S.

Utilizando-se a construcao da Fig. 6.12 e procedendo-se de maneira anédloga
a que levou a (6.13), pode ser demonstrado que o resultado (6.16) continua
valendo para a funcao vetorial A(t) que nao tem a cauda fixa na origem.

Nas referéncias futuras, a equagao (6.16) serd, também, denotada por:

dA dA
- = === A 1
< dt >iner < dt >r0t+ © ’ (6 7)

onde o indice “iner” indica o referencial inercial S e “rot”, o referencial S’ que
estd em rotagao com relagao a S'.

Note que se A(t) for um vetor que permanece paralelo a w , tem-se sempre:

dA dA
il = == A 1
( dt >iner < dt >rot ’ quando H w, (6 8)

o que significa que, para qualquer vetor paralelo a w, a derivada em relagao ao
tempo calculada no referencial S é igual & calculada no S’. Em particular,

dw dw
—_— = — . 6.19
( dt >iner ( dt >r0t ( )
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Com a aplicacao sucessiva de (6.16) [ou (6.17) |, obtém-se uma equacao que
relaciona a segunda derivada entre os referenciais S e S’. De fato,

AN _[d (dAN ] _fd[rdAN ]l
dt? Jo  ldt\ dt Jgls \dt [\ dt )g s
_ |4 (A o (AN (@) Ao
“lae\Cae Jo )T e ) Cae )T
(AN L (4A)
-\ dt? )y, dt Jg
dA dw
v (), e ()

d2A> (dA) <dw>
=|—= +2w X | — +wx (WxA)+ | — | XA,
<dt2 g/ dt )g ( ) dt Jq

ou seja,

d?A d?A dA dw
<W>S = <W>S,+ 2wx <W> ,+w>< (wa) + <W> ,XA, (620)

onde (6.19) foi utilizada no ltimo termo.

Um ponto P no espaco pode ser localizado por vetor de posicao r no re-
ferencial S. No referencial S’, que estd em rotagao com velocidade angular
w em relacao a S, esse mesmo ponto é localizado pelo vetor de posicao r’.
Entretanto, r’ coincide com r porque foi escolhida origem comum para os dois
referenciais. Assim, a localizacdo do ponto P pode ser efetuada nos dois re-
ferenciais pelo mesmo vetor de posicdo r. Se uma particula estiver movendo
juntamente com o ponto P, as suas velocidade e aceleracao, em relacao ao refe-
rencial S, podem ser obtidas derivando-se, sucessivamente, o vetor de posicao
r em relagdo a t. Substituindo-se A por r em (6.16), obtém-se a relagao entre
as velocidades em relagao aos referenciais S’ e S, dada por:

dr dr
<W>S = <H>S,+ w XT. (6.21)

A velocidade do movimento da particula em relacao a S’ é dada somente pelo
primeiro termo do membro direito. O segundo termo é a componente rotacional
da velocidade quando se observa do referencial S. Da mesma maneira, obtém-se
a transformagao da aceleragao por meio de (6.20):

d?r d?r dr dw
<W>S = <W>Sl—|— 2w X (ﬁ) /+ w X (CU XI') + <W>S/XI' . (622)
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O primeiro termo do membro direito é a aceleracao da particula em relacao ao
referencial S’. O dltimo termo (também do membro direito) é uma aceleragao
que aparece quando a rotacao do referencial S’ em relacao a S nao for uniforme.
O terceiro termo sempre é perpendicular a w e aponta para o eixo de rotagao,
isto é, para w (verifique como exercicio) e, por isso, é conhecido como aceleragao
centripeta. Finalmente, o segundo termo estéd relacionado com a aceleragao de
Coriolis, que serd estudada adiante.

Se uma particula de massa m estiver em movimento sob a agdo de uma
forca resultante F, a segunda lei de Newton pode ser aplicada somente se o
referencial for inercial, que no caso é o S. Entao, neste referencial, a equagao
diferencial do movimento dessa particula é dada por:

2
dt? )

Substituindo-se a aceleracao pela expressao do membro direito de (6.22), resulta
em:

d_2r +2 <..J><ﬂ +mwx (wxr) + dw xr=F
T\aez)y T ) T\a )T

Rearranjando, esta equagao toma a forma:

d’r dr dw
m <W>S/ =F-2mwx <E> ,—mwx(wxr) —m <W>S/XI'. (623)

Se se interpretar o membro direito desta equagao como uma forga efetiva resul-
tante, (6.23) pode ser reescrita como:

d?r
m <W> ) = Fefotivaa (624)
onde y y
Fetotiva = F — 2mwx ar —mwx(wxr)—m 49N wr. (6.25)
dt)q, dt ),

Note que, com esta interpretagao, a equagao (6.24) tem a mesma forma de
uma equacao oriunda da segunda lei de Newton. Ou seja, como no caso da
seccao anterior, chegou-se a uma lei do tipo segunda lei de Newton, que pode
ser utilizada diretamente num referencial que esta em rotagdo em relagdo a um
referencial inercial. Observe também que, se w = 0, o segundo, o terceiro e o
quarto termo do membro direito de (6.23) desaparecem e (6.24) volta a ser a
equacao proveniente da segunda lei de Newton num referencial inercial.
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Do segundo ao quarto termo do membro direito de (6.25), sdao também as
forcas inerciais, mas de naturezas diferentes da forca inercial da seccao anterior.

O dltimo termo do membro direito de (6.25) é uma forga que aparece devido
a velocidade angular da rotagao do referencial S’ em relagdo a S ndo ser cons-
tante. Aparentemente, ndao hé interesse algum neste termo, pois, é dificilimo
encontrar qualquer comentério sobre ele’. E possivel que existam pouquissimos
sistemas de interesse (talvez nenhum) na natureza que seja necessério levar em
conta a variacao da velocidade angular de rotacao do referencial S’ em relacao
S'. Isto pode significar que considerar w constante é uma étima aproximagao
na grande maioria das aplicacoes dos referenciais em rotacao.

6.2.1 Forca Centrifuga

O terceiro termo do membro direito de (6.25) tem o seu médulo dado por:
‘mwx(wxr)‘:mwzr senf, (6.26)

onde 6 é o angulo formado entre os vetores w e r. Conforme a ilustragao
da Fig. 6.14 (a), r senf ¢é a distancia entre a posicdo em questdo e o vetor
velocidade angular w (ou, pode também pensar como sendo a projecao de r na
diregao perpendicular a w ). Entao, interpretando este termo como uma forga,

wXr

Fig. 6.14:

a sua intensidade cresce a medida que se afasta do eixo de rotacdo; ou seja,
quanto mais longe do eizo de rotacao estiver, maior € a intensidade desta forca
sobre a particula. Se r for um vetor fixo no referencial S’, o angulo 6 entre r e
w também sera fixo e, em relagdo a S, r senf é o raio do movimento circular

"Nenhum estudo deste termo foi encontrado, pelo menos nas referéncias pesquisadas pelo
autor.
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da particula ao redor do eixo de rotacao do referencial S’ em relacao a S.
Neste caso, v, = wr sen é a velocidade escalar da particula nesse movimento
circular ao redor do eixo de rota¢ao. Assim, (6.26) pode ser reescrita como:

|mw X (w x r)|  mw?r?sen?d  muv?
N r sen 6 - rsenf

Note que a velocidade escalar v, = wr senf também cresce a medida que se
afasta do eixo de rotagdo. Além disso, o vetor —w X (w x r) é normal a w,
saindo deste eixo de rotagao, conforme ilustrado na Fig. 6.14 (b). Por isso, o
terceiro termo da equagao (6.25),

F.p=—-mwx(wxr), (6.27)

¢ uma forga perpendicular ao eixo de rotacao do referencial S’ em relagao a
S e o sentido ¢é de afastar deste eixo, ou seja, tem a mesma direcdo e o mesmo
sentido de —w X (w x r), obviamente. Ela é conhecida como for¢a centrifu-
ga® e é uma das forcas inerciais importantes num referencial em rotacdo. Sera
denotada como F.s para abreviar.

Para uma visualizacdo desta forga, uma andlise comparativa de um movi-
mento tipico de uma particula sob o ponto de vista de um referencial inercial
e, também, de um referencial em rotacao é interessante. Considere, entao, uma
plataforma horizontal executando um movimento de rotagao em relacao ao solo,

] observador
.. nao inercial .

oA
R observador
inercial

Fig. 6.15:

com uma velocidade angular w = constante. Como ilustrado na Fig. 6.15 (a),
suponha que esta plataforma possui um sulco retilineo que passa pelo seu eixo de

80 nome centrifuga é composto de duas palavras do Latim: centrum que significa centro e
fugere cujo significado é fugir.
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rotagdo. Se se colocar uma particula, de massa m , ela s6 pode se mover ao longo
deste sulco. O desenho desta figura é a visao de quem estd olhando a plataforma
por cima dela. Supondo que nao ha atrito entre a particula e o sulco, considere
a particula presa ao eixo de rotacdo por meio de um fio inextensivel de massa
desprezivel e de comprimento d. Para um observador inercial, indicado por A
na Fig. 6.15 (a), esta particula estd executando um movimento circular uniforme
e, portanto, sofre uma aceleracdo de médulo constante e igual a w?d, sempre
dirigida para o eixo de rotacao. Esta aceleracao é causada pela forca centripeta
F., [mostrada também na Fig. 6.15 (a)], de médulo mw?d e é suprida pelo fio.
Por outro lado, para um observador B que estd em repouso na posicao do eixo
de rotagao da plataforma (e, portanto, estd em rotagao junto com a plataforma),
a particula estd em repouso a uma distancia d do eixo. Assim, a aceleracao
da particula é zero. Nesta situacao, para a particula permanecer em repouso, a
forca resultante sobre ela deve ser nula. Isto sé é possivel se existir uma outra
forca aplicada sobre a particula, além de F.,, de mesma intensidade, dirigida
para o sentido oposto desta (apontando para longe do eixo de rotagdo). Esta
segunda forca é justamente a forca centrifuga, F.;, ilustrada na Fig. 6.15 (b).
Com isso, tem-se:

Fo,+F.;=0, ou seja F.p=—-F.

Dessa forma, a forca centrifuga tem também médulo mw?d. Se se substituir
o fio por uma mola de constante k conhecida, poder-se-ia medir a intensidade
dessa forca centrifuga medindo a variacao do comprimento dessa mola em relagao
ao seu comprimento natural. Assim, um observador B, que estda em rotacao junto
com a plataforma, concluird que essa forca é proporcional & massa e a distancia
da particula em relagao ao eixo de rotacao.

Considere, novamente, a situacao original da Fig. 6.15 (b), isto é, da particula
presa por meio de um fio. Como o atrito entre o sulco e a particula é despre-
zivel, para o observador nao inercial, B, existe uma tnica forca agindo sobre a
particula, que é a centrifuga, quando o fio for cortado. Nesse instante, surge uma
aceleracio w?d sobre a particula e ela comeca a se movimentar. E claro que,
a medida que ela se afasta do eixo de rotacao, a sua aceleragdo cresce porque a
distancia aumenta. Entao, se o sulco for bastante longo, a equacao direrencial
do movimento é dada por:

mi' =mw?z’ ,
onde z’ é a distancia da particula, ao longo do sulco, em relacao ao eixo de
rotagdo tomado como origem. A solucao exata que satisfaz as condigoes iniciais
2'(0)=d e 2'(0) =0 é:
x'(t) = d cosh wt.
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Observe que a equacao hordria é z'(t) ~ d + % (w?d)t? enquanto wt < 1,
mediante a aproximagao cosh £ ~ 1+ % ¢€2 para £ < 1. A condicio wt < 1
ocorre no inicio do movimento. Entdo, num intervalo de tempo At pequeno,
no inicio do movimento, o observador B notard que o deslocamento da particula

1
pode ser descrito, aproximadamente, pela equacéo 5 (w?d) (At)2.

A aceleracao acima aludida pode, também, ser explicada sob o ponto de
vista do observador inercial A. Para isso, suponha que o fio fora cortado no
instante ¢t = 0. A Fig. 6.16 (a), abaixo, é o esquema da situagdo que estava
nesse instante. Apds decorrido um intervalo de tempo At , o sulco rodou de um
angulo A¢. Como o observador A estd no referencial inercial (portanto, nao
ha forca agindo sobre a particula), nesse mesmo intervalo de tempo, a particula
moveu-se em linha reta segundo a trajetéria PR , se A for pequeno (que é o
caso para At pequeno), conforme a ilustragao da Fig. 6.16 (b) para o instante
t = At. Mas, isto significa que a distancia da particula em relagdo a origem
(eixo de rotacao) aumentou de QR , sendo que OQ é a distancia em relacio

) oA ) ) oA
St observador T observador
inercial inercial

Fig. 6.16:

a origem se a particula fosse mantida presa por um fio durante o movimento e
tem-se: OQ = OP = d. Observe que o segmento PR é perpendicular ao
segmento OP e, por isso, tem-se:
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isto é,

Tt )

Para A ¢ pequeno, cos(Ag) ~1— 1 (Ap)?. Entdo,

— 1 N 1 9 1 9

QR Nd(W_l) ~d<1—|—§(A<p) —1> _Ed(A(’D) .
Como a rotagdo do sulco estd sendo executada com uma velocidade angular
constante igual a w, Ap pode ser expressa como Ay = w(At), porque o
movimento em questao foi executado num intervalo de tempo At. Portanto,
para o observador inercial A, o deslocamento da particula pode ser descrito pela
equagao

Wzé(w%z)(m)%

bem no inicio do movimento, e essa equacao coincide com a descrigdo no refe-
rencial em rotagao (ou seja, com a do observador nao inercial B). Com isso, é
possivel compreender que, para o observador nao inercial B, a particula adquire
uma aceleracdo w?d por meio da acdo de uma forca centrifuga F.p= mw?d.

Deve-se enfatizar neste ponto que esta coincidéncia de descrigdes vale so-
mente para o inicio do movimento, uma vez que, aumentando o intervalo de
tempo, a trajetéria deixa de ser retilinea para o observador inercial A enquanto
ela continua retilinea para o observador nao inercial B até terminar o sulco. A
comparacao das descrigoes do movimento posterior, entre os dois observadores,
comeca a ficar muito complicada, mesmo que a particula ainda esteja no sulco.

6.2.2 Forca de Coriolis

O segundo termo do membro direito da equacao (6.25), conhecido como

dr
forca de Coriolis, é —2mw X <H> . Note que ela é sempre perpendicular
S/

a velocidade angular de rotacao do referencial S’ em relagdo a S e, também,
a velocidade da particula com relacao a S’. Esta forca inercial provoca efeitos
importantes sobre os movimentos das particulas nas proximidades da superficie
da Terra. Alguns destes efeitos serao estudados nas seccoes futuras.

Antes de estudar efetivamente a forca de Coriolis, € interessante analisar uma
situacao especifica para compreender o seu efeito. Com esta finalidade em mente,
considere uma plataforma circular horizontal de raio R suficientemente grande.
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Ela gira com uma velocidade angular constante, w, ao redor do eixo perpen-
dicular que passa pelo seu centro. Um referencial inercial §', fixo fora desta
plataforma, serda adotado. Ele é munido de um sistema de eixos ortogonais = e
1y, paralelos ao plano da plataforma tendo a origem O coincidente com o eixo de
rotagao [ver Fig. 6.17]. Um referencial S’
de eixos ortogonais x’ e y’ com origem em
O’ que coincide com O, fixo na plataforma
serd também considerado. E ébvio que o re-
ferencial S’ estd em rotacao junto com a
plataforma. Uma particula de massa m que
pode deslizar sem atrito na superficie dessa
plataforma estd, inicialmente, presa numa
posicao que dista h < R do eixo de rotacao
(origem O dos eixos das coordenadas em
ambos os referenciais). Entao, esta particula
executa um movimento circular uniforme de
raio h em relacao ao referencial S, enquanto Fig. 6.17:

permanece em repouso em relagdo ao refe-

rencial S’. Esta particula é liberada quando a sua posicao coincide com a
coordenada (h,0) do plano zy do referencial S (a posigao a na Fig. 6.17). A
partir desse instante, todas as forcas que estavam agindo sobre a particula de-
saparecem e ela se move com velocidade constante, igual a w h , seguindo a reta
x = h que é a tangente a circunferéncia no instante da liberacao. Atribuindo-se
t = 0 para esse instante, a descricao do movimento subseqiiente, no referencial
S, é dada pelo par de equagoes horarias:

x = h = constante e y(t) =hwt.

Por outro lado, devido a rotacao do referencial S’ em relacao a S, o eixo dos
xz' forma um angulo wt com o eixo dos z, supondo que elas coincidiam no
instante ¢ = 0 (acontece o mesmo com o eixo dos y’, mas é irrelevante para
esta discussao). A interseccao do eixo dos z’ com a reta x = h é dada pelo
par de equacoes:

x=nh e T(t) =htg(wt).

Como ¢ < tg& no intervalo 0 < & < 5, tem-se:

v
t y(t t —_—
y(t) <7 (), 0<t< o

Este resultado mostra que, num instante ¢, o eixo dos z’ sempre intercepta
a reta * = h numa posicao adiantada em relacdo a da particula no mesmo
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instante. Esta afirmacao estd ilustrada na Fig. 6.17, que serd explicada a seguir.
As posigoes rotuladas como b, c, d, e, f, g e h correspondem aquelas ocupadas
pela particula nos instantes At, 2At, 3At, 4At, 5At, 6At e TAtL, res-
pectivamente, fornecida pela equacao de y(t). Os eixos pontilhados, rotulados
como x;, T, Ty, T, € xp correspondem as dire¢des do eixo dos z’ em relacao
a0 eixo dos x nos instantes: At, 2At, 3At, 4At e 5At, respectivamente.
Note que a interseccao de x; com areta x = h é quase coincidente com o ponto
rotulado como b na escala adotada para a figura. J4 a intersecgao de x. com a
mesma reta esta visivelmente avancada em relacao a posicao do ponto rotulado
como ¢, embora esteja ainda muito proximo. Este fato torna-se muito mais
evidente para as intersecgoes de z), x. e x JQ com relagao aos pontos rotulados
como d, e e f. Note também que a interseccao, ora em discussao, afasta-se cada
vez mais da origem comum de ambos os referencias. Dessa forma, do ponto
de vista do referecial S’, a posicao da particula afasta-se cada vez mais da
origem e ao mesmo tempo desvia-se para a direita do eixo dos x’ nos instantes
subseqiientes. Mas, o referencial S’ estd em rotacao em relacao a S. Assim,
existe um forca centrifuga, que acelera a particula para longe da origem, e uma
forca de Coriolis, que desvia a sua trajetéria para a direita, no caso.

No referencial S, as aludidas posi¢oes da particula sdo dadas pelas coor-
denadas © = h e y(t) = hwt. Essas mesmas posi¢oes podem ser obtidas no
referencial S’ mediante a transformagao de coordenadas entre dois sistemas de
eixos rodados, um em relacdo ao outro, apresentada no Apéndice D do volume
2. De acordo com a equacao (D.9), se (z,y) forem as coordenadas de um ponto
P em relagdo a um sistema de eixos fixos, entéo, as coordenadas (z',y’) deste
mesmo ponto, em relacao a um outro sistema de eixos, rodados de um angulo
¢ em relagdo ao primeiro, estao relacionadas com (x,y) por:

x' = 1z cosy+ysenp

e y' = —xsenp+y cos p.
A Fig. 6.18 (a) ilustra os dois sistema de eixos, mostrando também as coorde-
nadas do ponto P em cada um deles. E 6bvio que no caso dos referenciais, ora
em discussao, o sistema de eixos com “linha” estd em rotacao em relacao ao sis-
tema sem “linha” e tem-se: ¢ = wt. Substituindo-se as coordenadas (h,hwt)
da particula no lugar de (z,y) na transformagao acima fica:

' = hcos(wt)+ (hwt) sen(wt)

e y' = —hsen(wt)+ (hwt) cos(wt). (6.28)

Isto leva a curva esbogada na Fig. 6.18 (b). Para as posigoes ilustradas na
Fig. 6.17, toma-se © = h, y =y, = hwnAt e ¢ = nwAt, onde n é um
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inteiro positivo ou igual a zero. Aplicando-se a referida transformacao para
n=20,1,2,3,4,5 6,7, as posicoes em relacao aos eixos z'y’ do referencial

(a)
Fig. 6.18:

S’ ficam como as esbocadas na Fig. 6.18 (b), onde os mesmos rétulos da Fig. 6.17
foram utilizados. Note que a trajetdria torna-se curva e a paticula desvia-se cada
vez mais do eixo dos z’.

No referencial S’, esta mesma particula estava em repouso até ser liberada
no instante ¢ = 0. A partir do instante que foi liberada, ela comeca a afastar-se
da origem sob acgao da forca centrifuga, na direcdo e sentido positivo do eixo
dos '/, com uma aceleracio w?h. Se a forca centrifuga fosse a tinica que
agisse, o movimento da particula seria retilineo e acelerado na dire¢ao do eixo
dos z’. Entretanto, assim que iniciar o movimento a sua velocidade torna-se
diferente de zero e aparece uma forca de Coriolis na direcdo perpendicular a
da velocidade (no inicio é também perpendicular ao eixo dos z'). A medida
que aumenta a velocidade, essa forga aumenta a sua magnitude, estando sempre
perpendicular ao vetor velocidade. A trajetéria do movimento dessa particula é
dada pela solucao da equacao do movimento, proveniente da lei tipo “segunda
lei de Newton”:

mi=—-—mwxX (WXr)—2mw XT. (6.29)

A velocidade angular w ¢ perpendicular ao plano z'y’ e pode ser escrita como
w=we,, sendo e, , um vetor unitirio e perpendicular a plataforma. Cance-
lando m e efetuando a decomposicao da equagao (6.29) em componentes z’ e
y', resulta em:

Z :w2w'+2wy'

e i =w?y —2wi’.
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Multiplicando-se a segunda equacao por i e adicionando-se & primeira obtém-se:
(@' +ij) =w? (@' +iy") —i2w(@ +1g’).
Introduzindo-se u = x’ + iy’ esta equacgao fica:

2u=0.

U+i2wi —w
A sua equacdo caracteristica’ é r2 +i2wr —w? =0, que possui somente uma
raiz, r = —iw. Entao, as duas solu¢oes fundamentais sao:

uy(t) = e 1wt e ug(t) =te 1wt
Assim, a solucao geral é dada por:
u(t) = e '“H A+ Bt), (6.30)

tendo A e B como constantes de integracdo que sdo complexas. As condicdes
iniciais desse problema sao: z’(0) = h, y’(0) =0, #/(0) =0 e y’(0) = 0.
Com isso, u(0) =h e @(0) = 0. Impondo essas condigoes resultam em: A =h
e B=1iwh. A solucao final é, entao,

ut) =e WHh+iwht).
As partes real e imaginaria desta expressao levam as equacoes horarias:

x'(t) = h cos wt + hwt senwt
(6.31)
e y'(t) = — h senwt + hwt cos wt .

Note que elas coincidem com as equagoes (6.28). Essas equagdes sao repre-
sentacoes paramétricas da trajetdéria, cuja curva correspondente ao inicio do
movimento estd esbocada na Fig. 6.18 (b). Cada uma das equagoes acima pode
ser elevada ao quadrado e adicionadas, membro a membro. Extraindo-se a raiz
quadrada do resultado, obtém-se:

p(t) = Vx'2(t) +y'2(t) = hV1+w?t?, (6.32)

que expressa a distancia da particula em relacao a origem do sistema de coor-
denadas em func¢ao do tempo. Note que depois de um intervalo de tempo longo,
tem-se: p~ hwt, o que significa que a velocidade que a particula se afasta da

9Ver Apéndice B do volume 1
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origem tende a hw . Por outro lado, o angulo polar, em relacao ao eixo dos x’
é dado por:
/
y'(t) wt— tgwt
t t) = = .
8e() = 70 = T wltawt

Para simplificar esta expressao, considere tgé& = wt. Com isso, tem-se:

tgé — tgwt

1B T BT (e —wt).
T+ tgetgwt  BE—wY)

tgp(t) =
Dessa forma, a equagao horaria para ¢ é dada por:
o(t) = arctgwt —wt. (6.33)

Com esta expressao, pode ser calculada ¢ e mostrar que ela tende a —w quando
t for muito grande. Note que essas informacoes mostram que, quando a particula
estiver longe, a trajetdria aproxima-se de uma espiral de passo constante. Entao,
a forga de Coriolis deve estar quase na mesma diregao da forca centrifuga, mas
com sentido contrario. O esbogo dessas forcas ponto a ponto, bem como a
trajetéria neste limite serda deixado para o leitor como exercicicio.

Exemplo 6.8 Considere um disco horizontal, de raio R, girando no sentido anti-
horario com uma velocidade angular constante, w. O eixo de rotagao é vertical e passa
pelo seu centro. Sejam dois pontos distintos P e @, situados na borda desse disco

y' v Wi=o0 Wi=21rs \Wi=27
Qi ' '
i QL NP
Q ..
N = L TR = | A "
P QX
!
x
_ 4 _>5
x Ay t= 57 Y= T7
w
R Q
\ Tz "z
Q
P : P
(a) (b)
Fig. 6.19: (a) Referencial Inercial e Nao Inercial. (b) Alguns passos do movimento
relativo ao referencial inercial, em fracao do periodo 7 = 27” ,para N =1.

nas posi¢oes diametralmente opostas, como ilustra a Fig. 6.19 (a). Deseja-se langar
uma particula de massa m de tal maneira que parta do ponto P e chegue no ponto
@ . Considerando o raio do disco suficientemente grande, descreva o movimento desta
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particula para um observador inercial que estéd fora desse disco e para um outro obser-
vador que estd em rotagao junto com o disco. Despreze o atrito entre a particula e a
superficie do disco.

Solucao: Considere um referencial inercial, com origem no centro do disco, representado
pelo sitema de eixo dos x e dos y, respectivamente. Para um observador, fora do dis-
co, a forga resultante que age sobre a particula é nula. Por isso, nao hé forca alguma
a considerar e, assim, basta lanca-la diretamente em direcao ao ponto ¢ a partir do
ponto P (e sentido de P para @), e o movimento serd retilineo. Mas, o ponto Q,
assim como o P, estd em movimento de rotagao. Dessa forma, para que a particula
chegue ao ponto @, é necessario langa-la com uma velocidade que percorra a distancia
de um didmetro (2 R ) num intervalo de tempo que o ponto @ dé, no minimo, uma volta
completa, retornando assim ao ponto de partida. O intervalo de tempo necessario para

27
que a particula chegue ao ponto @ apds o disco dar N voltas completas ¢ — N | onde
w

27
—— é o intervalo de tempo de uma volta completa. Entao, a velocidade de lancamento
w

, wR o w , . :
é: Uiner = —— . O indice “iner” no vine, € para enfatizar que se trata da velocidade

T
em relacao ao referencial inercial. As posi¢oes da particula e dos pontos P e @ estdo

mostradas na Fig. 6.19 (b) para o caso N = 1. Os instantes da figura correspondem a

T 27
multiplos de intervalo de tempo de 5 o onde — = 7 é o periodo de uma rotagao
w w

completa do disco.

Considere, agora, um referencial em rotagao junto com o disco, representado pelo
sistema de eixos dos x’ e dos y’, ilustrado também na Fig. 6.19 (a). A forga resultante
que age sobre a particula é, agora, a soma de forga centrifuga e de Coriolis. A equacao
diferencial do movimento é dada por (6.29), reproduzida abaixo:

mi’'=—-mwx (wxr’)—2mwx1’.

A sua decomposicao em componentes z’ e y’ e a resolucao do sistema de equacoes
diferenciais resultante segue o mesmo procedimento ja desenvolvido no texto. Assim, a
solucdo geral é dada por (6.30), isto é,

u(t) =e 1 (A+ Bt)

(lembrar que u = 2’ +1iy’). Resta, agora, impor as condigoes iniciais deste proble-
ma para determinar as constantes A e B. Em relacao aos eixos cartesianos adotados
[Fig. 6.19 (a)], tém-se:

z'(0) =0, y'(0)=-R,
o r | WHR
PO =-wR e 0=,

sendo ¢t = 0 o instante do langamento da particula. A componente da velocidade inicial
na direcao y’ vem do fato que a particula deve percorrer a distancia 2 R num intervalo

27 N
de tempo de dar N voltas completas, isto 6, ——— (quando o ponto () passa nova-
w
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mente pela posigdo que estava no instante inicial).
Como o ponto P ja tem uma velocidade vp, de
magnitude w R, no sentido da esquerda para a di-
reita (quando se vé o disco por cima), esta deve ser
compensada no ato do langamento, caso contrario,
a particula nao chega no ponto @, pois, é desvia-
da pela forga de Coriolis. Entao, a componente x’
da velocidade da particula deve ter a mesma magni-
tude da do ponto P, mas com o sentido contrério,
no instante do langamento. Essas condicoes iniciais
estao ilustradas na Fig. 6.20. Derivando-se u(t) em
relagao a t, obtém-se:

z’(0) P vp
) Fig. 6.20:
u(t) = —iwu(t) + Be ¥,

Impondo, entéo, as condigdes iniciais para u(t) e u(t), tém-se:

u(0)=A=—-iR
wR L wR

1(0) =—wR+B=—-wR+i .
e 4(0) wR+ w+17rN —N

A solugao final é, portanto,

. ociwt [WR _ [ wt .
u(t) =ie (—th R)_<—7TN 1>R(senwt+1coswt),

de onde a parte real e a parte imaginaria desta expressao resultam num par de equagoes
horéarias:

P
z'(t) = (—ﬂ'N 1>Rsenwt
t
e y'(t) = (:—N—1>Rcoswt.

Se se elevar ambos os membros destas equagoes ao quadra- o(t)
do, adiciona-las membro a membro e extrair a raiz quadrada,
resulta em: R

t
p(t) =va'2+y'? = '_wN - 1’R,
m

que é o comportamento temporal da distancia da particula a
origem do referencial em questao. Ela diminui com o tempo t o t

L TN .
até o instante t7 = ——, quando se torna nulo, e depois Fig. 6.21:
w

.. 27N ,
cresce até o instante t3 = ——— (quando a particula chega ao ponto Q ), conforme

w
mostra o grafico da Fig. 6.21. Note que z'(t1) =0 e y’(t1) = 0, o que significa que
a particula estd passando pela origem no instante t;. Por outro lado, as componentes



6.2 Movimento num Referencial em Rotagao K. Watari 49

das velocidades sao dadas por:

R t
z'(t) = :N senwt + (:—N — 1> Rw cos wt
R t
e y'(t) = :N coswt—<:—N—1)Rwsenwt.
Em particular, para t = t1, tém-se:
. . wR wR
#'(t1) =0 e 9 (t1) = — COS?TNZW(—l)N,

0 que mostra que t = t; é um zero duplo de z'(t). Portanto, nesse instante, a compo-
nente z’ da velocidade é sempre nula mas a componente y’ é nido nula, podendo ser
positiva ou negativa, dependendo se N é par ou é impar. Conclui-se, dessas discussoes,
que a trajetéria da particula tangencia o eixo dos y’ na origem do referencial no instan-

te t = t; . Introduzindo-se uma variavel n, que pode tomar apenas os valores inteiros
T Ny

n, =0,1,...,2N, x'(¢t) anula-se nos instantes t, = Observe que t, inclui

w
o t1 (quando n, = N). Assim, z’'(t) anula-se 2N + 1 vezes durante o movimento.
Da mesma maneira, y’(t) anula-se 2 N + 1 vezes, durante o movimento, nos instantes

s 1 ,

ty = —(ny — —) ,com ny =1,2,...,2N, e também em t =t;. Lembrando que os
w 2

zeros do cosseno estdao sempre intercalados com os zeros do seno, é facil ver que nao

h4 instantes em que z’(t) e y’(t) se anulam simultdneamente, excetuando o caso de
t =t . Nos instantes t = t,,, isto é, nos zeros de y’, os valores de z'(t,) s@o:

x'(ty):{% (ny—%>—1] (-1 R, ny=1,...,2N.

Entretanto, note, por meio desta expressao, que nos instantes t, que correspondem
aos pares de ny: (1,2N), (2,2N—1),..., (N,N+1), z’'(t,) tém mesmos valores
(fica como exercicio para o leitor fazer essa verificagdo). Isto indica que a trajetdria
da particula cruza com o eixo dos z’ duas vezes, no mesmo ponto. A origem do
referencial é uma excessao, pois, cruza apenas uma vez. As expressoes das componentes
das velocidades mostram que §’(¢;) # 0 para qualquer dos t, e &'(t,) # 0, exceto
ty = t1. Mostram, também, que %'(t,) # 0 e y'(¢,) # 0. Toda a andlise efetuada
até agora permite inferir que a trajetoria da particula, em relagao ao referencial em
rotacao, é uma curva com lacos complicados. Essas trajetorias para quatro primeiros
N mais baixos estao esbocadas na Fig. 6.22 abaixo. Note o cruzamento da trajetéria
com o eixo dos z’. Para finalizar este exemplo, serd deixada uma questao para o leitor
pensar. Por que a trajetéria sempre tangencia o eixo dos y’ na origem?
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Fig. 6.22:

Exercicios

6.12) Repita a dedugao de (6.13), mostrando que ela vale também para vetores que nao
tém caudas fixas na origem do referencial.

6.13) Discuta a argumentacao utilizada no texto para dedugéo da transformagao (6.16).

6.14) Prove que (6.16) continua valendo para vetores que nao tém cauda fixa na origem
do referencial.

6.15) Com suas préprias palavras, faga um resumo da secgao 6.2.1.

6.16) Considere a particula discutida na sec¢ao 6.2.2. Adote um sistema de coordenadas
polares no plano da plataforma, com a origem no eixo de rotagao e a direcao do
angulo polar como o do segmento que une a origem ao ponto onde a particula
fora liberada. Denote, entao, essas coordenadas polares por (p,¢) e suponha que
este sistema de coordenadas esteja rodando junto com a plataforma.

a) Mostre que as equagdes diferenciais que rege o movimento da particula, em
termos de p e de ¢, sao dadas por:

p—pp®=wip+2wpe

o . (6.34)
e pPY+2pp=—-2wp,

onde a direcao do vetor velocidade angular w foi considerado a do eixo z,
seguindo a regra da mao direita 0.

b) Mostre que a segunda equagdo de (6.34) pode ser integrada uma vez e de-
termine a constante de integracao, lembrando que as condigOes iniciais sao:
p(0) =h, p(0) =0, ¢(0) =0 e ¢(0) =0.

¢) Isole ¢ do resultado do item b) e mostre que a primeira equagio de (6.34)
também pode ser integrada uma vez. Determine a constante de integracao sob
as mesmas condicoes iniciais.

d) A partir do resultado do item c), obtenha p(t) e compare com (6.32).

%%er (3.47) do volume 2.
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e) Obtenha, também, () e compare com (6.33).

f) Combinando os resultados dos itens d) e e), obtenha a equagao da trajetéria.
Mostre que esta curva aproxima-se de uma espiral de Arquimedes!! quando
p— 0.

g) Esboce esta trajetéria. Iniciando do ponto de partida, escolha vdrios pontos
sobre esta trajetéria e esboce as forcas centrifuga e de Coriolis nesses pontos.
Isto deve dar uma idéia da forga de Coriolis tendendo a contrabalangar a forca
centrifuga.

6.17) Determine todos #'(t;) e y’(t,) do exemplo 6.8.

6.18) Baseado na andlise efetuada no exemplo 6.8, esboce a trajetéria para o caso
N =5, fazendo discussoes minuciosas da caracteristica dessa trajetoria.

6.19) No exemplo 6.8, suponha, agora, que se quer langar a particula de maneira que
ela retorne ao ponto P apés N meias voltas.

a) Escreva as condigdes iniciais, isto é, escreva z’(0), y'(0), #'(0) e ¢'(0).
b) Determine as equagoes horarias, x’(t) e y’(t), do movimento.

¢) Esboce as trajetérias para N =1,2 ¢ 3.

6.20) Num parque de diversdes hd um carrossel de raio R girando ao redor do seu
eixo central com uma velocidade angular de médulo w no sentido anti-horario.
Uma pessoa parada num ponto A da borda desse carrossel observa um poste
localizado a uma distancia D do centro do carrossel, sendo D > R.

a) Escolha um sistema de eixos (referencial) com a origem fixa no ponto A
do carrossel e determine as equagoes horarias das coordenadas de posicao do
poste. Considere que no instante ¢ = 0 a origem A estava sobre o segmento
de reta que une o eixo de rotagao do carrossel ao poste.

b) Determine a velocidade e aceleracao do poste em relagao ao sistema de coor-
denadas do item a).

¢) Esboce a trajetéria descrita pelo poste em relagdo ao mesmo referencial.

6.21) Uma plataforma circular tem o plano do seu circulo disposto horizontalmente e
o seu raio ¢é igual a bm. Ela gira ao redor do eixo vertical que passa pelo seu
centro, no sentido horario, com uma velocidade angular igual a 0,2rad/s. Um
homem cuja massa é 100kg anda ao longo do diametro dessa plataforma com
uma velocidade constante de 1m/s. No instante ¢ = 0 ele cruza o centro e em
t =5 s ele cai para fora da plataforma pela sua borda.

a) Esboce um gréfico da forga centrifuga que age sobre o homem em fungao do
tempo no intervalo de t =0 até t =5s.

b) No mesmo grifico e na mesma escala, esboce um grafico da forga de Coriolis
agindo sobre o homem, no mesmo intervalo de tempo.

HEgpiral de Arquimedes tem a equacio, em coordenadas polares, na forma: p=a+ by,
onde a e b sao constantes reais.
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¢) Esboce a dire¢ao e o sentido de ambas as forcas acima, ao longo da trajetéria
do homem.

6.22) Um disco horizontal estd girando, no sentido anti-hordrio, em relagdo a um re-
ferencial inercial com uma velocidade angular w ao redor de um eixo vertical
que passa pelo seu centro O. Um automoével, de massa m , desloca-se sobre um
didametro desse disco com uma velocidade constante v, em relagao ao disco. O
coeficiente de atrito estatico entre o automével e o disco é pu e este sistema esta
numa regiao onde o campo de gravidade é constante e igual a g. Considere o
disco suficientemente grande e que o automével partiu do ponto O no instante
t=0.

a) Em relac@o a um referencial fixo no disco, determine todas as forcas (diregao,
sentido e intensidade) que age sobre o automdvel numa posigao genérica.

b) Até que distancia em relacdo a O o automdével pode deslocar sem deslizar?
Em que diregao ele se move no momento que comega a deslizar?

c¢) Calcule a distancia para w = 0,2 rad/s, v = 9m/s e pu = 0,4. Considere
g=10m/s?.

6.23) Seja um referencial inercial S com origem em O. Seja um outro referencial S’
com origem em O, que estd em movimento de translagao e de rotacao em relacao
a S. O vetor de posi¢ao de O’ em relagdo a O é R ; o vetor de posi¢ao de um
ponto genérico P em relagdo a O é r e em relacao a O’ é v’ (ver Fig. 6.1). Se
uma particula de massa m estiver movendo junto com o ponto P, mostre que a
lei tipo “segunda lei de Newton” no referencial S’ é dada por:

d?r’ P d’R dw -
m = —m _— —m —
at* ), at? ), "t

, dr’
—mwX (wxr’)—2mw x , (6.35)
S/

dt

d’R
ou seja, a Unica diferenga em relagio & equacao (6.23) é o termo —m (W) ,
s

que ¢ a forga inercial discutida na secgao 6.1.

6.3 Movimento nas Proximidades da
Superficie da Terra

A velocidade angular de rotacao da Terra em torno do seu eixo, representada
por w, é aproximadamente constante. Por isso, nos estudos de movimentos de
uma particula em relacdo a um referencial fixo na da superficie da Terra, a forga

. . w . . .
inercial que depende de —— pode ser desconsiderada. Assim, serd sempre

dt

dw
adotada T 0 nos desenvolvimentos que se seguem.



6.3 ... nas Proximidades da Superficie da Terra K. Watari 53

Para uma particula de massa m , movendo-se nas proximidades da superficie
da Terra, a segunda lei de Newton fornece:

d?r

em relacao a um referencial inercial, S, fixo no espaco. Aqui, F representa uma
forca de origem nao gravitacional. Efetuando-se a transformacao da equacao
(6.36), para representd-la num referencial fixo na Terra, resulta em:

ma'=F+mlg—wx (wxr)]—2mwxv’, (6.37)

onde as variaveis com “linha” nesta equacao é para reforcar que se trata de
vetores de posicao, velocidade e aceleragao em relacao a um referencial S’ fixo
na superficie da Terra. A chamada aceleracao centrifuga refere-se ao termo
—w X (w x r’) que sempre é perpendicular ao eixo de rotagao da Terra (w ),
apontando no sentido de afastar desse eixo. Entao, quando se mede a acelera-
cao da gravidade num laboratério fixo na Terra, estd medindo g.r, chamada

w

&
X,
&
L

... latitude A

equador

equador
(a) (b)
Fig. 6.23:

aceleracao da gravidade efetiva, dada por:

gr=g—wx (wxr'), (6.38)

e ndo é o g, como esquematizado na Fig. 6.23 (a). Assim, a vertical, que deveria
ser a direcao de g, tem um desvio na pratica. Esse desvio é bastante pequeno e
pode ser estimado como segue. Em um ponto da superficie da Terra de latitude
A, do hemisfério norte [Fig. 6.23 (b)], o médulo da aceleragao centrifuga é:

|-~ wx (wxr')|=wr|wxr'| =wf Ry cos \.
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Um dia ou 86400s (24 x 3600s) é o periodo de rotagdo da Terra relativo ao
Sol*2. A freqiiéncia angular de rotacdo da Terra é, entdo,
27
“T = 86400
Tomando o raio da Terra como Ry = 6368km (média entre o raio polar e o
equatorial), tem-se:

~T7.3x10 %s L

wiRp~3,4cms ™2,
Esta aceleracdo centrifuga, que é pequena em relacdo a ¢ = 980cms ~ 2, é
multiplicada por cos A que diminui ainda mais o valor numérico de w% Rr.

Projetando-se g.; segundo as direcoes vertical e horizontal, obtém-se:

gh = w2 Ry cos \ sen \ (6.39)
e go =g — wi Ry cos? \, (6.40)
cujos graficos em fungao da latitude estao esbogados na Fig. 6.24. Note que a
9h v
9 H
g — w? Rr]
w% Rt i
0 k3 L3 0 £
4 2 2

(a) (b)
Fig. 6.24: Comportamento de g e de g, .

componente horizontal de g.; refere-se a projecdo no plano horizontal (que é
o plano tangente ao ponto da superficie da Terra na latitude A\ em questao),
ilustrada na Fig. 6.23 (a). Note também que a direca@o vertical referido na mesma
figura é a direcao de g. O desvio da vertical é, entdao, dado pelo angulo « cuja

tangente é:

gn w% R7 cos A sen A
tan @ = — = 5 Ty -
[ g — wi Ry cos= A

Como g =980 cms ~2 é muito maior do que o w? Ry = 3,4cms ~ 2, o denomi-

nador pode ser aproximado como: g — w% Rr cos? X\~ ¢g. Assim,
2
wi Rt cos A sen A

tan a ~ ~ Q.
g

12Existe também o dia sideral. Ele tem a duracio de 86164s e é o periodo de rotacio da
Terra em relagdo as estrelas fixas. Ele é menor que o dia relativo ao Sol por uma parte em 366.
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O valor maximo dessa expressao ocorre para A = 45°. Nessa latitude, o angulo
de desvio, a, é aproximadamente 6’ do arco, que é pequeno, como comentado
anteriormente. Conclui-se dai que a direcdo da vertical permanece quase inalte-
rada mesmo sob efeito da forca centrifuga. Portanto, se se considerar a diregao
de g como sendo a vertical, o erro que se comete é muito pequeno.

Por outro lado, no polo norte, A = 90°. Entao, gpoio = 9»(90°) = g, porque
gn(90°) = 0. Mas, A = 0° no equador e, por isso, geq = g»(0°) = g — w2 Ry
[9n(0°) = 0 também]. Com isso, a diferenca das aceleragdes da gravidade entre
polo e equador fica:

Ipolo — Jeq = quwRT = 3,4cms_2.

O valor dessa diferenca medido experimentalmente é 5,2 cms ~ 2. Esta diferenca
entre os valores calculado e medido é devido ao fato que a Terra ndo é uma esfera
perfeita, mas é aproximadamente um esferéide, ligeiramente achatado nos polos.
Quer dizer que, mesmo excluindo a aceleracao centrifuga, g é maior nos polos
do que no equador. Como o achatamento da Terra é uma conseqiiéncia da sua
rotacao, os dois efeitos nao sao independentes. Sendo a Terra deformavel, a sua
superficie tende a ficar perpendicular a g. e, por isso, acaba por alongar nos
equadores como consequiéncia imediata do desvio em relagao a vertical definida
pelo g. Assim, a sua forma aproxima-se de um elipsdide de revolugao.

Observagao: Todas as discussoes acima a respeito do efeito da aceleracao cen-
trifuga sobre g foram baseadas em um ponto da Terra situado no hemisfério
norte. Para efetuar as mesmas discussoes em relacao a um ponto situado no
hemisfério sul, basta estender os valores de A\ das equactes desenvolvidas para
o intervalo — 45 < A < 0, convencionando-se que os valores negativos de A
significa que estd em um ponto do hemisfério sul de latitude A. As expressoes
(6.39) para gp e (6.40) para g, continuam as mesmas. Como nao foi estabele-
cido o sentido positivo da horizontal, a mudanca de sinal na componente g, deve
ser interpretado como segue: quando estiver na latitude X\ positiva (hemisfério
norte), a componente gn € sempre positiva e aponta no sentido polo norte para
equador; quando estiver na latitude \ negativa (hemisfério sul), a componente
horizontal g torna-se mnegativa, mas tem o mesmo maodulo e significa apenas
que aponta no sentido polo sul para equador. Ou seja, em qualquer um dos dois
hemisférios, a componente horizontal de g.; sempre aponta para o equador.
Por outro lado, a componente vertical, g, , permanece positivo e sempre aponta
para o centro da Terra.
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Exercicios

6.24) Faga um esboco semelhante ao da Fig. 6.23 para a latitude \ referente ao hemis-
fério Sul da Terra.

6.25) Repita a andlise da variacdo da aceleracao da gravidade efetuada no texto, mas
para o hemisfério Sul da Terra.

6.26) Como seria o desvio da vertical em relagdo & diregdo de g no hemisfério Sul da
Terra?

6.27) Complete o esbogo de g e de g, da Fig. 6.24, incluindo a parte concernente ao
hemisfério sul. Interprete.

6.28) Determine gy = \/g,ngE e mostre que ele pode ser aproximado por:
gey = g(1—3,5x 1072 cos® \).

Esboce o grafico para — % <A< % e interprete o resultado.

6.29) Se os objetos que estao no equador tivessem peso nulo, qual seria o perfodo de
rotagdo da Terra (duragdo de um dia)?

O dltimo termo da equagao (6.37), —2mw x v’ representa a for¢a de Co-
riolis. E uma forca que depende da velocidade da particula e da velocidade
angular de rotacao da Terra e o seu médulo é:

|—2mw xv/‘ =2muwv’ senf,

onde 3 é o angulo entre w e v’. E interessante que se compare o peso de
uma particula de massa m com a forca de Coriolis que age sobre essa particula
durante o seu movimento. Tomando-se, entao, a razao entre essas forcas, tem-se:

Fcor 2mwuv’ sen 3 2w’
Fou| _ )
‘Fpeso‘ mg - g '

A menos que v’ seja muito grande, esta razao é muito pequena. Para uma
velocidade tipica de 30m/s (108km/h) é menor que 4,5 x 10~ %, isto é, a mag-
nitude da forca de Coriolis representa menos de 0,05% do peso da particula.
Se a velocidade for da ordem de 1000m/s, essa razao ¢ menor que 0,015. Isto
mostra que, mesmo a essa velocidade, a magnitude da forga de Coriolis é menor
do que 1,5% do peso da particula. A conclusao que pode ser tirada desta
comparacao é que a for¢ca de Coriolis tem uma magnitude realmente pequena
quando age sobre as particulas em movimento nas prorimidades da superficie
da Terra. Ela pode ser desprezada em muitos problemas, especialmente naque-
les que envolvem intervalo de tempo curto, velocidade baixa, extensdo espacial
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e massa da particula pequenas. Entretanto, existem situacées que envolvem in-
tervalo de tempo longo, velocidade alta, massa e extensao espacial grandes em
que os efeitos da forca de Coriolis sdo aprecidveis e, as vezes, até devastadores.
Portanto, é importante que se conhega as situagbes em que os efeitos das forcas
de Coriolis sobre o movimento das particulas, nas proximidades da superficie da
Terra, sao aprecidveis.

Considere um observador em repouso num referencial inercial S fora da
Terra. Ele observa uma particula movendo-se em linha reta passando por cima
do polo norte terrestre, como esquematizado do lado esquerdo da Fig. 6.25 (a).
O mesmo movimento, quando visto por um observador em repouso no polo norte
(referencial S'), a trajetéria da particula é desviada para a direita por causa
do efeito da forga de Coriolis. O esbogo do lado direito da Fig. 6.25(a) é a
da trajetéria que o observador no polo norte vé. Esse efeito de desviar a tra-

hemisfério Norte hemisfério Sul

Fig. 6.25:

jetéria da particula para a direita persiste em todos os movimentos que ocorrem
no hemisfério norte. Os esbogos da Fig. 6.25 (b) sdo os esquemas anédlogos do
movimento acima com um observador inercial (referencial S') e com um obser-
vador no referencial da Terra (referencial S’) estando, agora, no polo sul. Note
que enquanto o observador inercial vé a particula movendo-se numa trajetoéria
retilinea, o observador terrestre vé essa mesma trajetoria desviando-se para a
esquerda, ou seja, o efeito da forga de Coriolis é no sentido contrario ao do he-
misfério norte. Como no hemisfério norte, o efeito de desviar a trajetéria para
a esquerda é observado em todos os movimentos da particula que ocorrem no
hemisfério sul. Todas estas descri¢oes serao desenvolvidas formalmente a seguir.

Para os estudos do movimento de uma particula nas proximidades da super-
ficie da Terra, as distancias percorridas pela particula serao consideradas sufi-
cientemente pequenas, mesmo que envolvam extensoes razodveis, para que as
variagoes da forca gravitacional e da centrifuga possam ser desprezadas. Dian-
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te desta hipétese, o efeito combinado dessas duas forcas serd resumido em gy,
dada por (6.38), e sera considerado g.r = constante. O maior desvio da direcao
de g.; em relacao a de g é 6’ e a diferenga na magnitude é menor do que
0,4%. Por isso, se tomar g.f ~ g, o erro que se comete é, ainda, bastante
pequeno. Assim, esta hipdtese serd mantida no resto da seccéo e a geometria da
Terra serd aproximada por uma esfera de raio Ry . Nessas condic¢Ges, a equacao
diferencial (6.37) que descreve o movimento da particula, no referencial fixo na
superficie da Terra, passa a ser:

m¥' =mg—-2mwxi +F. (6.41)

Existem diversas maneiras de se proceder para aplicar esta equacao. Aqui se-
ra considerado o procedimento comum de se adotar um referencial com trés eixos
cartesianos ortogonais de uma maneira especial. Considere, entdo, um ponto O
da superficie da Terra de latitude A. Este pon-
to é a origem do sistema de eixos cartesianos
ortogonais que sera adotado a partir de agora.
Os eixos Oz{, Oz e Ozj sdo escolhidos da
seguinte maneira. A partir do ponto O, o eixo
Oz{ aponta para o leste, o eixo Ozj aponta
para o norte e, finalmente, o eixo Oz4 aponta
verticalmente para cima. Os vetores unitérios
e;, ey e ez da Fig. 6.26 representam as res-
pectivas direcoes e os sentidos destes trés eixos.
Escolhidos desta maneira, o plano z{zj tan-
gencia a superficie da Terra e qualquer direcao
sobre este plano é a da horizontal. A orientacdo dos eixos ora adotada sera
mantida, independentemente do hemisfério que se encontra para se estudar os
movimentos de uma particula. Deve-se lembrar que foi adotada a convencao que
a latitude A varia no intervalo — % <A< % . Aém disso, os valores positivos

Fig. 6.26:

de A representam o hemisfério norte e os negativos o hemisfério sul. Neste sis-
tema, a velocidade angular de rotacao da Terra, w, pode ser escrita em termos

das componentes como:
w=-eyw cos A+ ezw sen\. (6.42)

A Fig. 6.27 é um corte da Terra num plano que passa pelo seu centro e por
um dos meridianos. Esta figura, mostra o sistema de eixos no hemisfério norte
e no sul e as componentes de w em relacao a esse sistema de eixos, nos dois
hemisférios. Note que a componente vertical de w muda o sentido em relagao a
orientacao de ez, quando se passa de um hemisfério para o outro, ao passo que
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. a componente horizontal (s6 tem na direcao de
Tjws e2 ) ndo muda o sentido em relacdo a orientacao
de e . Utilizando-se (6.42), a forga de Corio-
lis pode ser escrita em termos de componentes

neste sistema de eixos como:
equador

polo norte ..

—2mwx ' =e;m(2w sen Aij — 2w cos Ai4)+

—eym2wsen\i; +esm2w cos A\i;. (6.43)

Observe que, em contraste com as componentes

de w, a componente vertical da forca de Corio-

polo sul - e3 lis nao muda o sentido em relacao & orientacao

Fig. 6.27: de e3, mas a componente horizontal na direcao

de ey sempre muda o sentido em relagao ao de

ey, quando se muda de um hemisfério a outro.

Jé a componente na direcdo de e; possui um termo que nao muda o sentido e um

outro que muda. Substituindo-se (6.42) e (6.43) em (6.41), as suas componentes
resultam no sistema de equacoes diferenciais de segunda ordem seguinte:

F
i1 =2wsen i) — 2w cos A\i4 + —L
F:
iy = —2wsenAi| + — (6.44)
m
F.
e g'ié:—g+2wcos)\dc{+—3,
m

onde Fy, Fy e F3 sao as componentes de F. A equacao (6.41), escrita nesta
forma, deixa evidente que a componente vertical da forca de Coriolis pode re-
forcar ou diminuir a aceleracao da gravidade, g, embora ela seja desprezivel
se Z{ nao for grande. Para se ter uma idéia da importancia do papel da forga
de Coriolis, é necessario que se tenha em mente a ordem de grandeza da sua
magnitude em cada situacao do movimento em estudo. Geralmente, ela é pe-
quena quando comparada com outras forgas envolvidas e sé tem importancia,
como mencionado antes, quando o movimento se processa em grandes distancias,
intervalos de tempo longos, grandes massas ou velocidades razoavelmente altas.

O sistema (6.44) é o conjunto de equagdes basicas para se estudar qual-
quer movimento de uma particula nas proximidades da superficie da Terra.

Algumas situagoes serao analisadas com a aplicagao de (6.44).
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6.3.1 Particula em Queda Livre

Suponha que, de uma altura h em relacao a superficie da Terra, uma par-
ticula de massa m foi abandonada em repouso. As equagoes (6.44) para este
caso ficam:

I =2w Sen)\x'é — 2w cos /\:i:é,
i4 = —2w sen A i (6.45)
e B4=—g+2wcos \iy.

Se se escolher a origem do referencial no ponto da superficie situado na mesma
vertical da particula, as condigoes iniciais deste movimento sao:

21(0) =0, 1(0) = 0;
z45(0) =0, i5(0) =0 (6.46)
e z5(0) = h, 5(0) = 0.

No caso do sistema de equagoes diferenciais (6.45) é possivel obter uma solu-
¢ao exata sem grandes dificuldades. Entretanto, se se observar que nas equagoes
diferenciais (6.45), tém-se: 2w cos A\| < 2w e [2w sen A\| < 2w e, também, que
2wa1,5x10"%s ™1, as aceleracdes devidas & forca de Coriolis devem ser pe-
quenas, especialmente no inicio do movimento, porque as velocidades envolvidas
nao sdo grandes por causa das condigOes iniciais nas velocidades em (6.46).
Assim, é preferivel adotar uma solucao pela técnica de aproximacoes sucessivas
onde as correcoes sao introduzidas sucessivamente.

1(0) 1(0) 1(0) . . ~
Se se denotar por z; ", x, e Iy como primeira aproximacao das so-

lugbes (isto é, a aproximagao de ordem zero) do sistema (6.45), as solucoes com

M 10

~ . . / ~ .
corregoes de primeira ordem, denotadas por z; x5, sao obtidas

O 410 ¢ 510

introduzindo-se :17{ ) no membro direito do sistema (6.45). De

@ (2 2

. ~ / /
maneira semelhante, as solucoes x;", z, ' e zj

/

e g

, com segunda corregao

~ ~ . S /(1) (1) (1)
(corregao de segunda ordem), sdo obtidas substituindo-se z;"7, x5 e x4

no membro direito de (6.45). E, assim, repete-se o procedimento sucessivamente.

Observe que, nesta notacao, o indice superior aumenta a medida que novas

correcoes sao introduzidas. Dessa forma, para as solugdes com k—ésima corregao

a:{(k) , a:é(k) e xé(k) , 0 sistema de equagoes diferenciais (6.45) pode ser escrita,
formalmente, como:

:'L‘{(k) =2w sen)\:té(k_l) — 2w cos )\x'é(k_l) ,

i ™) = — 2w sen A K7V (6.47)

e jié(k):—g+2w coS )\j:{(k_l).
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Como #/(0) = 0 para i = 1,2,3 no presente problema [ ver (6.46) ], as equagdes
diferenciais de partida sdo:

# =0,
i@ =0
e ié(o) =—g.

A primeira integracao destas equacoes resultam em:
9&1/(0) (t) =c1, :'vz/(o) (t) = co e ié(o) (t)y=c3—gt.
Impondo as condigdes iniciais (6.46) das velocidades, obtém-se:
s =0, &% =0 ¢ 20 =-gt.

Estas equacoes podem ser facilmente integradas mais uma vez e chega-se a:

1
2O =d, 2O =d e 200 =ds- Sot’.
As condigdes iniciais (6.46) das posigoes conduzem a conjunto de solugbes na
aproximacao de ordem zero dado por:
1
n%w=0, »%0=0 ¢ V0 =hr-7g%

que nada mais é do que as solugoes para queda livre quando nao se considera a
forca de Coriolis. O que pode ser afirmado, entao, é que a descrigao principal da
queda livre de uma particula provém da solucao usual das equagoes diferenciais
que contém apenas a forca da gravidade.

A primeira corregdo serd introduzida agora. Ao substituir as velocidades
a':{(o) (t), :'vzl(o) (t) e :'v?:(o) (t), obtidas acima, no membro direito do sistema (6.47),

as equagoes diferenciais (6.47) para a primeira corregao ficam:

:'1'7{(1) =—2wcos A(—gt) =2w cos Agt,
i =0
e :'L'"é(l):—g.

As integragoes destas equagoes sao, também, triviais. As solucoes que satisfazem
as condigoes iniciais (6.46) sao:

:'vll(l)(t) =w(cos \)gt?, jzé(l)(t) =0 e :'v?:(l)(t) =—gt.



62 K. Watari Referenciais Nao Inerciais

para velocidades e

1 1
x{(l)(t):§w(cos Ngt?, xé(l)(t):O e xé(l)(t):h—ggt2,
para as coordenadas. Observe que, apds a primeira correcao, apareceu um termo
na solucao que indica um desvio para leste, representado por xll(l)(t) . Impondo

que xé(l)(tq) = 0, obtém-se o tempo gasto para atingir o solo, t,, dado por:

2h 3

Substituindo-se este resultado em x{(l)(tq) )
tem-se esse desvio em termos da altura, h, na
qual a particula fora abandonada. Assim, o des-
vio para o leste é:

leste

[ Z1
:v/(l)—“—2h3 zw cos A S
1 - g 3 . Ty

Fig. 6.28:

O que significa este desvio para leste? Significa

que a particula cai a leste do ponto verticalmente abaixo de onde ela foi abando-
nada, como ilustrado na Fig. 6.28. Para se ter uma idéia da ordem de grandeza
deste desvio, considere uma particula abandonada a 100m de altura, em algum
lugar de latitude 45°. O tempo de queda para esta altura é ¢, ~ 4,5s e o
desvio para leste neste caso é =~ 1,6 cm. Este niimero é realmente pequeno com-
parado com os 10000 cm de queda. Em termos percentuais ele representa apenas
0,016% de h neste caso. A Fig. 6.28 mostra, também, a trajetdria da particula
em queda em relagdo ao referencial fixo na superficie da Terra. E claro que o
desvio do desenho estd exagerado.

Antes de prosseguir na obtencdo das solucGes com as corregoes de ordem
superior, ¢é interessante notar que o desvio para leste, que apareceu na primeira
correcao acima, pode ser, também, avaliado em relacao a um referencial inercial
fixo no espaco, fora da Terra. Nesse referencial nao ha forca de Coriolis, mas
o calculo mostra esse desvio e o resultado que se chega é o mesmo do obtido
acima.

Considere, entdo, um referencial inercial qualquer fixo fora da Terra. A par-
ticula foi abandonada no ponto A da Fig. 6.29 (a) da pégina 63. Em relacao
a este referencial, a velocidade inicial (instante ¢ = 0) da particula é vy que
aponta para o leste e é perpendicular ao plano que contém o eixo de rotacao
da Terra e o ponto A [plano «, em cinza escuro, na Fig. 6.29 (a)]. Enquanto
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a particula cai, este plano roda e chega na posicao do plano 3 no instante t,
que a particula atinge o solo. O ponto verticalmente abaixo de A, que é o O,
roda também junto com o plano « e chega na posi¢ao do C' do plano 8 no
instante ¢,. Depois de ser abandonada no ponto A, a particula move-se num

A

h < Rt

RT_\

(a) (b)

Fig. 6.29: Queda Livre em Relagao ao Referencial Inercial.

plano v, que contém a velocidade inicial vy e é perpendicular ao plano «, como
mostrado na Fig. 6.29 (a). O ponto B, do plano v, é onde a particula atinge
o solo. Além de nao estar em escala, o esboco da trajetéria da particula neste
plano estd exagerada para tornar a representacao clara. A Fig. 6.29 (b) mostra
o plano v com os detalhes relevantes ampliados. Obviamente, aqui também nao
estdo em escala; mas, o esboco permite dar uma idéia correta da situagao. O
ponto A dista (Rr+h) cos A do eixo de rotacao da Terra. Por isso, a velocidade
inicial vy da particula tem moédulo

|vo| = vo1 = w (R + h) cos A,

neste ponto. Como h < Rp, apds um intervalo de tempo t, a particula per-
correu uma distancia horizontal x; dada aproximadamente por:

x1 =w (Rr + h)(cos A\)t ~w Ry (cos \)t.

Com isso, aparece uma componente muito pequena da forca da gravidade, na
direcao da linha de latitude, que é:

x
F,, = —mgsena~ —mg—— = —mgw (cos \)t,

Ry
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conforme ilustrado na Fig. 6.29 (b). Portanto, a equagao diferencial do movi-
mento nesta diregao fica:

d 2 T
——— =—gw/(cos A\)t.
Integrando-se uma vez com a condicao #1 = vgy1 , obtém-se:

dwl

_ 1 2
W—w(RT+h) COS/\—ng(COS At

A segunda integragao, sob a condigao x1(0) = 0, resulta em:
1 3
z1(t) =w (Rr + h) (cos /\)t—ggw(cos At

Entretanto, a superficie da Terra também estd em movimento com uma veloci-
dade w Ry . Se se considerar o intervalo de tempo ¢, da particula atingir o
solo, o ponto O (que estava verticalmente abaixo de A) chegou até o ponto
C. Assim, a distancia OC = w Ry (cos \)t,. Mas, a particula atingiu o solo no
ponto B que é obtido de z(t;). Portanto, tem-se:

OB — OC = CB = deslocamento efetivo para leste = desvio para leste .
Dessa forma, tem-se:
_ 1 3
CB=w(Rp+h)(cos \)t; — 5 9v (cos Aty —w Ry (cos \)t, =
1
=wh(cos \)ty — ng(cos )\)t;’.
Lembre que a particula cai uma distancia h no intervalo de tempo t,, o que
1
significa que h = D) gtq2 . Substituindo na expressdo acima, tem-se:
— 1 3 1 3 1 3
CB = 5gw(cos Aty — ng(cos Nty = ggw(cos Aty
que é o resultado obtido anteriormente. Como ja foi afirmado antes, tanto a

descricao do referencial inercial S quanto a do referencial fixo na Terra (néo
inercial) S’ prevéem um desvio para o leste e os resultados sdo coincidentes.
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Correcoes de Ordem Superior

Para se obter as solucoes que incluem as corregoes de segunda ordem, substi-
tui-se i (1) é(l) (1)

e &5’ no membro direito de (6.47), chegando-se ao sistema
de equa(;oes.

../(2) = —2wcos A(—gt) =2w(cos \) gt
/(2) —2w? (sen A cos /\)9t2
e i§(2)=—9+2w2(coszk)9t2'

A primeira integracdo com as condigOes sobre as componentes da velocidade
resulta em:

,(2) =w(cos \)gt?,

2
332/(2) = —§w2(sen)\ cos \) gt3
2
e x’é(2):—gt—|—§w2(cos2)\)gt3.

Uma nova integracao com as condigoes iniciais para as posigoes levam a:

1
x{(2):§w(cos Ngt3,
1
xé(z)— sz(sen)\cos)\)gt4
/(2) 1 1 2 4
e g =h— 2gt +€w 2 (cos?\)gt?.

Note que apareceu uma corre¢ao +w? (cos?A) gt* no termo da vertical, z; @ ).

Para A = 45° ela é %(7,3 X 10*5)2%9,8154 ~ 4,4 x 107 %¢*, que é muito
pequeno. Embora pequenissima, apareceu um efeito da forca de Coriolis neste
problema no sentido de diminuir a aceleracao da gravidade. A segunda correcao
mostra, também, que existe um desvio para o sul. Ele é obtido por xé(z) (tq) -

1(2)

Substituindo-se t, em z," "~ acima, obtém-se:

2w?h?
azé@) = —Q;T sen A cos \.

Para A = 45° ¢ h = 100m, isto é da ordem de —2 x 10~ % cm, que representa
um desvio para o sul realmente pequeno.
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Solucao Exata

O sistema de equagoes (6.45) para queda livre possui solugao exata que pode
ser obtida com o procedimento a seguir.

Em primeiro lugar, calcula-se a derivada em relacao ao tempo da primeira
equagao de (6.45) que resulta em:

T =2wsen\ig — 2w cos AT

Agora, buscando %5 e %4 da segunda e da terceira equacgao de (6.45) e substi-
tuindo-as na equagao acima, obtém-se:

T =—4w? sen’Xi{ +2wg cos A —4w? cos? \if .
Um pouco de rearranjo algébrico chega-se a:
T+ 4w?i] =2wg cos A, (6.48)

ou seja, as trés equacoes diferenciais acopladas foram completamente desacopla-
das e reduziram-se a uma Unica equacao diferencial linear de segunda ordem,
nao homogénea, em ;. A solucao desta equacao’® é:

i1(t) = A cos (2wt) + B sen (2wt) + % COS A, (6.49)

onde A e B sa@o constantes de integracdao. Integrando-se em relacdo a t, o
resultado é:

A B
zi(t) = 55 Sen Qwt) — 2o o Qwt)+ (% cos )\) t+D;, (6.50)

sendo D, uma outra constante de integracdo. Substituindo-se (6.49) na se-
gunda e na terceira equacao de (6.45), tém-se:

i =—2w sen)\[A cos(2wt)+ B sen(2wt)—|—% cos)\}
e :ié:—g—|—2wcos/\[Acos(2wt)+Bsen(2wt)+2iCOS/\]:
w

= —(sen®)) g + 2w cos A[A cos (2wt) + B sen (2wt)] .
Ao integrar estas equacoes em relacao a t, obtém-se, respectivamente,
i5(t) = — sen A[A sen (2wt) — B cos (2wt) 4+ g (cos A) t] + Dy
e @4(t) = — (sen®\) gt + cos A[A sen (2wt) — B cos (2wt)| + D3,

3Ver Apéndice B do volume 1.
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onde Dy e D3 sao constantes de integracao. Uma segunda integracao conduz a
A B 1
z5(t) = sen \ 2o o8 Qwt)+ 55 SN 2wt) — 5l g(cos)\)tﬂ—i-
+ Dyt + Dy
{(6) = — & (sen®X) g — cos A| - cos (2ut) + oo cos (2wt)] +
e x = — —(sen —cosA|— cos (2w —— cos (2w
3 2 g 2w 2w

+ D3t + Dy,

tendo Dj e D; como novas constantes de integragdo. Junto com (6.50) as
duas fungoes acima séo solugoes exatas de (6.45). Note, no entanto, que ha sete
constantes de integracao, mas apenas seis condicoes iniciais para determina-las.
Por que aconteceu isso? A resposta estd no fato que o sistema de equacgtes
(6.45) e a equacao (6.48) nao sao completamente equivalentes. O que pode ser
afirmado com certeza é que toda solucao de (6.45) é também solucao de (6.48).
Mas, a reciproca nao é verdadeira, isto é, nem toda solugao de (6.48) é solugao
de (6.45). Entao, dentre as solucoes de (6.48) acima, deve-se selecionar aquelas
que sao também solugoes de (6.45). Isto é feito impondo que z{(t), zi(t) e
x4(t) acima satisfacam a primeira equagao de (6.45), ou seja,
P =2wsen i) — 2w cos A\ iy .
Usando Z1(t), @4(t) e ©4(t) obtidos acima, tem-se:
—2wAsen(2wt)+2wB cos (2wt) = — 2w sen?\ A sen (2w t)+

+ 2w sen?\ B cos (2wt) — (2w g sen?\ cos \) t+

+ 2w sen A Dy + (2w cos A sen?\) g t+

—2w(cos?N) A sen (2wt) + 2w (cos? \) B cos (2wt)+

— 2w (cos \) D3
No membro direito ha dois termos que se cancelam. Reagrupando os que so-
braram, chega-se a:

—2wAsen(2wt) +2wB cos (2wt) = — 2w (sen?\ + cos? \) A sen (2wt) +
+2w(sen?\ +cos? \) B cos (2wt) + 2w sen A Dy — 2w cos A D3
ou seja,
tg/\D2 — D3 =0. (6.51)
Entao, as constantes Dy e D3 estao relacionadas por esta equagao. Impondo
as condicoes iniciais #5(0) =0 e #4(0) = 0, obtém-se, respectivamente,
Dy = —sen\B
e D3 =cosAB.
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Dividindo a primeira pela segunda e rearranjando, resulta em:
Do+ tgAD3=0;

que, juntamente com (6.51) forma um sistema linear e homogéneo. Como o
determinante dos coeficientes é:

tgA —1
1 tg A

': tg? A +1=sec?X\#0,

este sistema admite somente solucao trivial, ou seja, Dy = 0 e D3 = 0. As
relagoes de B com Dy e D3 implicam que B =0 também. A condigao inicial

z{(0) = 0 conduz & equagdo Dy = 50 Disto, resulta que D; = 0. Impondo

2
o restante das condigoes iniciais: #(0) =0, z4(0) =0 e z4(0) = h, obtém-se:

A:—% cos A, Dy = 432 sen A cos A e Dj=h-— iz cos?\.
Portanto, as solugdes exatas de (6.45) sao:
z{(t) = g cosA 2wt — sen (2wt)]
1 4w? ’
g cos A sen A g COS A sen \
zy(t) = L7 [1—cos Qwt)] — —s t2 (6.52)
2 2
gsen‘\ , gcos‘A
e xé(t):h—T —I—W[cos@wt)—l].

A primeira impressao desta solucao exata é que nao tem relagao alguma com as
solucoes obtidas pelas aproximagoes sucessivas. Mas, se se lembrar que se tem
2wa1,5x10"%s ™!, 0 argumento dos senos e cossenos sao pequenos. Entéo,

e 1 , . -
utilizando-se o fato que sené ~ ¢ — r £3 obtém-se a aproximacao:

g Cos A
zi(t) ~ 12

1 1
2wt —2wt+ E(2wt)3] = ggw(cos)\) t3,

- - . - . (1
que coincide com a solucao por meio da correcao de primeira ordem, xl( )(t) .

. 1 1 .
Se se utilizar cosé ~ 1 — 5 €2+ o1 ¢4, chega-se aos mesmos resultados obtidos

com correcao de segunda ordem para x4(t) e z4(t), ou seja, 3:2/(2) (t) e 3:?;(2) (t).

6.3.2 Lancamento de um projétil

O problema de langamento de um projétil estudado em curso de Mecanica
em nivel basico envolvia somente a forca de gravidade, mg. A descricao do
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movimento de um projétil com apenas esta forca é razoavelmente precisa, desde
que a extensao do movimento nao seja muito grande. A descricdo do movimento
de uma pedra atirada por um individuo pode ser citado como um exemplo deste
caso. E claro que, aqui, o efeito do ar, presente na atmosfera, que gera uma
forca resistiva nao esta sendo considerado. Em problemas envolvendo um tiro
de certas armas de fogo como um rifle ou um canhéo, por exemplo, o alcance e a
velocidade inicial do projétil é grande. Entao, o efeito da forca de Coriolis torna-
se visivel. Nesta subsec¢ao sera estudado o efeito desta forca no movimento de
um projétil langado nessas condigoes. Contudo, o efeito da forga resistiva gerado
pela presencga do ar nao serd considerado por fugir do escopo desta subseccao.

Em algum lugar da latitude A do hemisfério norte, considere um projétil de
massa m lancado contra um alvo localizado no norte a uma distancia d, pe-
quena comparada ao raio da Terra. Suponha que o angulo de lancamento é o em

relacao a horizontal. A Fig. 6.30 ilustra a projecao

do movimento no plano zjz4 . As forcas que agem

Vo nesse projétil sao: o peso, mg, e a forca de Corio-

lis. Fixando-se o sistema padrao de eixos no ponto

de lancamento, as componentes da equacao dife-

; rencial do movimento sao dadas por (6.45). Devi-

do a escolha do referencial, as condigOes iniciais

deste problema sao: z{(0) = 0, z4(0) = 0,

z4(0) = 0, #{(0) = 0, ©4(0) = vy cos a e ©5(0) = vp sencr, sendo vy, 0

médulo do vetor velocidade inicial vg. As equagdes (6.45) podem ser resolvidas

utilizando-se o método das aproximagoes sucessivas da subseccao anterior por
meio de (6.47). Neste problema, vy é grande. Entao, (6.47) fica:

/
T3

' d
Fig. 6.30:

iy =2w(sen A 34 — cos Aij),
i =0
e iy=—g.
A primeira integracao das duas udltimas equactes em relacdo t, levando-se em

conta as condicOes iniciais para as componentes da velocidade, resulta em:

jzé(o) (t) = vy cos «

.10
e :Eg()(t):’U(] sena—gt.
Considerando-se essas duas velocidades, a primeira equacao diferencial torna-se:

551,(1) = 2w [senA vy cos o — cos A (vg sena — gt)].
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Integrando-se uma vez, em relacao a t, chega-se a:
:t{(l)(t) = 2wupt sen(A —a) +wgt? cos .

Integrando-se mais uma vez %], @4 e @4 em relacdo a t e considerando-se as
condicoes iniciais para as coordenadas, obtém-se:

1
xl/(l)(t) =wugt? sen(\ — ) + gwgt?’ cos A,

le(o) (t) =wvot cos
1
e xé(o)(t): (vo Sena—ggt>t.

Estas sao as solugoes em primeira aproximacao. Observe que ja apareceu um
desvio para o leste. Note, também, que xé(o)(t) e a:é(o)(t) s@o as solugoes
dos lancamentos de projéteis sem levar em conta a forca de Coriolis. Se nao

houvesse o desvio, o alvo seria atingido num instante ¢, quando 3:?;(0) (ta) =0,

2 v sen «

o que resulta em t, = . Substituindo-se na primeira solucao, z{(t), o

g
desvio para leste é dado por:

dwug 1
A= a:{(l)(ta) = w21)0 sen’a <cotga sen A\ — 3 cos A) .
)

Num problema real, o lancamento de projétil é, geralmente, efetuado por meio de
um canhao, por exemplo. Por isso, a velocidade inicial é, em geral, fixa. Assim,
é de interésse expressar o resultado em termos do angulo de lancamento a e
do alcance d. Lembrando que a:é(o) (tq) ¢ o alcance, isto pode ser conseguido

o ~ 1(0 . .
substituindo-se t, na expressao de xz( )(t) acima, determinando-se vg em

termos de a e d, isto é,
gd
Vo = —_— .
2 sen a cos «

243 1
A=w Ttga cotgasen/\—gcosA. (6.53)

Com isso, o desvio A fica:

Este resultado mostra que o projétil errard o alvo de A se ndo se compensar o
desvio provocado pela forca de Coriolis. Para d = 40km, A\ =45° e o =45°, a
distancia do desvio é de cerca de 120m. Este desvio é pequeno quando comparado
com a distancia do alvo, mas pode ser suficiente para nao acerta-lo. Imagine, por
exemplo, o caso de tentar destruir um tanque inimigo com um tiro de canhao.
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6.3.3 Péndulo de Foucault

O francés J. B. L. Foucault foi o primeiro fisico que, em 1851, demonstrou
como uma rotagao lenta do plano de oscilagdo de um péndulo poderia evidenciar
a rotacao da Terra ao redor do seu proprio eixo. Considere, entao, um péndulo
constituido por uma particula de massa m , suspensa por meio de um fio inex-
tensivel de comprimento £, numa regiao do hemisfério norte de latitude A, como
ilustrado na Fig. 6.31 (a). Nesta mesma figura, os trés vetores unitarios basicos,
convencionados para o estudo do movimento nas proximidades da superficie da
Terra, estao também representados. Este péndulo, utilizado para esta finalidade,
ficou conhecido como péndulo de Foucault. Os detalhes relevantes das forgas

Fig. 6.31: Péndulo de Foucault.

envolvidas, exceto a de Coriolis, e do referencial adotado para se estudar o
péndulo de Foucault estao ilustrados na Fig. 6.31 (b). Na parte inferior da mes-
ma figura, é mostrada a projecdo do movimento no plano horizontal. A equagao
diferencial deste movimento é, entéo,

ma'=T+mg—2mw xv’, (6.54)

onde T é a tensao no fio; v’, a velocidade da particula em relacao ao referencial
fixo na Terra; a’, a sua aceleracao no mesmo referencial e g, a aceleracao local
da gravidade. A componente vertical da forca de Coriolis é menos de 0,01% da
forca da gravidade. Assim, essa componente é desprezivel e a forca determinante
na magnitude da tensado na corda é a forga da gravidade. Se o comprimento da
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corda for grande comparada com o deslocamento horizontal, o deslocamento
na direcao vertical é desprezivel e, portanto, pode-se tomar a componente da
velocidade na direcao vertical como ¥, = e3&4 ~ 0, que é uma aproximagao
razodvel. Entdo, x4 é aproximadamente constante e o movimento possui apenas
deslocamento na diregao horizontal. A componente horizontal da equacao dife-
rencial do movimento pode ser obtida da equagao (6.45) projetando-a no plano

T2
p
ez
I\ Tﬁ e T
—mg sen« -
mg p=eiz{+exxs
(a) (b)
Fig. 6.32:
horizontal, isto é,
. p .
mp=—mgsena— —2mw X P,
P

sendo p, a projecao do vetor de posigdo no plano horizontal. A Fig. 6.32 (a)
e Fig. 6.32 (b) ilustram todas as grandezas presentes nesta equagao diferencial,

exceto a forga de Coriolis. Se ¢ > p, tem-se: sena ~ o =~ % Com estas

aproximagoes, a projecao da equacao diferencial do movimento fica:
p=—Tp—2wxp

Como p = e z{+ey x5, a decomposigio desta equagao vetorial em componentes
segundo as direcoes e; e ey da Fig. 6.32 (b) resulta em:

. g .
i =—=2{+2wsen \ iy
14
. g .
e $£:—7x2/—2wsen/\:n{.

Multiplicando-se a segunda equacao por i e adicionando-se a primeira, membro
a membro, obtém-se:

/ . . ./ .o/
(x{ +izgy) —12w sen A (] +1id4),

B +idy=—w]
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sendo wy, = 4/ % . Introduzindo-se a notacdo u = x{ + iz, , como antes, esta

equacao pode ser reescrita como:
i+i2wsen i+ wu=0,

cuja equacdo caracteristica é 32 +i2w sen )3 + wp2 = 0. A sua solugao é

B+ = —iwsen\ £iw;, onde wy; = \/w2 sen?\ 4+ w? . Entao, a solugao geral

da equagao diferencial é:
u(t) = Ae ™15 cos(wy t + 6y),

onde A e 6y sao constantes de integracao. Aqui, #y ¢é real enquanto A é uma
quantidade complexa. Escrevendo-se A = |A|e'7, onde v é o argumento de A
e é real, a parte real e a imagindria desta funcao conduzem a:

x1{(t) = |A| cos(w sen\t — ) cos(wy t + 6p)

6.55
e x5(t) = — |A| sen(w sen\t — ) cos(wi t + ). (6.55)

Para t = 0, tém-se: z{(0) = |A] cos v cos 0y e 25(0) = |A| sen~y cos fp. As-
sim, o movimento comega na direcdo v em relagdo a z{. A medida que o
tempo passa, a amplitude |A| cos(w sen\t —+) das abscissas x{ decresce até o

. - T+ L . .
stante ¢ = 77/\ ; depois disso, cresce novamente. Enquanto isso, a ampli-
w sen
s
_ -5 +
tude — |A| sen(w sen\t — «) das ordenadas x4 decresce até t' = 271
w sen

depois cresce. Além disso, \/z{% +x4? = p = |A| cos(wy t + ). Dessa forma,
estas duas solugoes representam uma oscilacdo de amplitude |A| num plano
vertical que gira com velocidade angular €2 = —e3w sen\ ao redor da vertical
que passa pelo ponto de suspensao do péndulo. Note que — €2 é a projecao de
w na direcao desta vertical. Assim, o plano de oscilagdo do péndulo gira no
sentido contrdrio ao desta projecio. Como w ~ 7,3 x 10 °s !, a rotacao do
plano de oscilagao do péndulo é muito lento. No polo norte, o plano de oscila-
¢ao completa uma volta em 24 horas no sentido horario, quando se observa o

movimento por cima. Em qualquer outra latitude, o periodo é maior e é com-
27

w senA
no equador (A = 0) é infinito, ou seja, o plano nao gira (w fica horizontal no
equador). No hemisfério sul, tem o mesmo efeito e as solugoes sao as mesmas.
A diferenga é que o plano executa uma rotacao no sentido contrario ao do he-
misfério norte (anti-horério, quando se observa o movimento por cima). Entao,
no polo sul o periodo de rotagdao é de 24 horas. Sao Paulo estd localizada na

pletado em ‘ ‘ Na latitude 45°, este periodo é = 34 horas, enquanto
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latitude A &~ —23°33’ = —23,55° (lembre da convencao de tomar A negativo
para o hemisfério sul). Por isso, o perfodo é ~ 60 horas, ou cerca de dois dias
e meio.

Qual é a trajetoria deste péndulo? Note, em primeiro lugar, que as equagoes
horérias (6.55) mostram que z1{(t) e x4(t) tornam-se simultaneamente nulas nos

. 1 .

instantes t,, = o Kn—i— 5) 77—90} ,onde n=0,1,2,..., proveniente de zeros da
1

funcao cos(wyt + 0y). Isto significa que a trajetoria sempre passa pela origem

do referencial adotado. A amplitude das abscissas, |A| cos(w sen At — ), tem

(mazx) mm—+y

0s maximos em valor absoluto nos intantes ¢ e zeros intercala-

) zim w sen \

m+ 5 )T+ .

dos em t = M, com m = 0,1,2,... . Por outro lado, a ampli-
Ty, w sen \
tude das ordenadas, — |A| sen(w sen At — 7),
tem os méaximos em valor absoluto e os zeros )
nos instantes tggr,nfnx) = ti(,))m e ti(,))m = tggr,nfnx) B
2 1 29 1

respectivamente. Entao, quando a amplitude
das abscissas estd no méaximo, a das ordenadas
estd no zero e vice versa, o que mostra que am-
bas as amplitudes estao defazadas de % . Uma

conclusao imediata destas discussoes é que a tra-
jetéria no plano horizontal nao € retilinea. Para
o caso que 0y = v = 0, a Fig. 6.33 mostra o
esboco desta trajetoria para algumas oscilagoes. e

Observe que os pontos de amplitude méaxima
destas oscilagoes estao sobre uma circunferéncia
de raio |A]. E claro que os desvios mostrados na figura estdo exagerados para
a rotacao da Terra, mas se imaginar um péndulo oscilando, colocado numa
plataforma em rotacdo com uma velocidade angular maior que a da Terra, seria
uma trajetéria observada. Como exercicio, recomenda-se ao leitor completar a
andlise da curva da trajetéria, determinando os pontos criticos, calculando as
velocidades etc.

Fig. 6.33:

Observagao: Tem-se no equador, A = 0. Entao, as equagoes horérias (6.55)
tornam-se:
x1(t) = |A| cos 7 cos(wy t + 6)
e x45(t) = |A| sen+y cos(wit + 6p) .
Isto mostra que nao ha rotacao do plano de oscilagao quando estiver no equador,

confirmando o que ja foi dito antes, ou seja, o periodo de rotacao deste plano no
equador é infinito. Além disso, a projecao horizontal da trajetoria é retilinea.
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6.3.4 Ciclones

Um efeito de larga escala da forca de Coriolis estd presente, por exemplo,
na formacgdo de um ciclone, muito comum nas regioes da Terra onde o clima
é temperado. A exemplo do péndulo de Foucault, ndo ha efeito deste tipo
no equador. Contudo, uma discussao rigorosa e detalhada do problema da
formacao de ciclone é muito complexo por envolver movimento dos fluidos, as
forcas resistivas devido a viscosidade etc. e, por isso, foge completamente do
escopo desta subseccao. Por esse motivo, apenas o aspecto qualitativo que
envolve a forga de Coriolis serd discutido de maneira bastante simplificada.

Suponha que apareca uma regiao de baixa pressao, por um motivo qualquer,
no hemisfério sul. Surge, entdo, um gradiente de pressao, cujo sentido é dirigido
da regiao de alta pressdo para a de baixa pressao. O ar que estd ao seu redor é
atraido para a regiao de baixa pressao por causa da forca devido a este gradiente
de pressao. Iniciando o movimento, a velocidade de deslocamento do ar deixa
de ser nula e aparece a forca de Coriolis que aumenta a sua intensidade com o
aumento de velocidade. A medida que o ar se movimenta, a sua trajetéria é

Fig. 6.34: Formagio de ciclone no hemisfério sul.

curvada para a esquerda, conforme a ilustracdo'® da Fig. 6.34 (a). Assim, uma
parte do ar que se movimenta na direcao do meridiano no sentido polo para o
equador, sofre um desvio para oeste porque a forga de Coriolis é horizontal e

14 As is6baras reais ndo sdo tao regulares como as esbocadas na Fig. 6.34.
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direcionada para oeste. Outra parte que se movimenta no sentido contrario, isto
é, do equador para o polo sofre um desvio para leste. Aquela que se movimenta
na direcao do equador no sentido leste para oeste desvia para sul e a que se
movimenta no sentido oeste para leste desvia para norte. E ébvio que ha todo
conjunto de movimentos do ar nas dire¢oes intermedidarias dirigidas para a zona
de baixa pressao. As trajetérias de todas elas sdo desviadas para a esquerda
em relagao aquelas trajetorias que seguiria se nao existisse a forca de Corio-
lis. Note que, dessa maneira, o conjunto todo do ar ao redor da zona de baixa
pressao comeca a executar um movimento de rotacao no sentido horario. E por
isso que um ciclone no hemisfério sul gira no sentido hordrio. Para justificar
esta imagem do movimento, uma analise um pouco mais minuciosa deve ser
efetuada. Em primeiro lugar, a forca do gradiente de pressao tem magnitude
comparavel ao da forca de Coriolis quando a massa de ar se move com veloci-
dades usuais. Na direcao vertical esta forca devido ao gradiente de pressao é
aproximadamente equilibrada pela forca gravitacional. Dessa forma, somente
no plano horizontal é que existe um movimento de longo alcance persistente,
formando o que se chama vento. Devido a extensao envolvida, o intervalo de
tempo que a forca de Coriolis atua também é longo. Se nao existisse a forca
de Coriolis, a dire¢do do movimento desses ventos seriam perpendiculares as
is6baras e cruzar-se-iam perpendicularmente, como ilustra a Fig. 6.34 (b). Mas,
como existe a forca de Coriolis, a direcao do movimento dos ventos é desviada
para a esquerda no hemisfério sul. Este desvio continua até a forca de Coriolis
ser equilibrada pela forca do gradiente de pressao. Se o ar fosse feito de um
fluido ideal (nao hé viscosidade), esse equilibrio faria com que o movimento
fosse paralela as is6baras, como mostra a Fig. 6.34 (¢). Entretanto, como o ar
é um fluido real, possui viscosidade e, devido as forcas resistivas resultantes
dessa viscosidade, o aludido equilibrio nunca ocorre apenas com o gradiente de
pressao. Nestas circunstancias, a direcdo do movimento nao fica paralela as
isébaras. Elas formam um certo angulo, diferente de 90°, como ilustrado na
Fig. 6.34 (d). De qualquer maneira, o conjunto todo do ar ao redor da zona de
baixa pressao adquire um movimento de rotacao no sentido horario no caso do
hemisfério sul e, depois de iniciado o processo, o sentido da rotagdo é mantido.
Nesta discussao qualitativa, embora a descricao do fenomeno esteja demasiada-
mente simplificada, o aspecto fisico importante fica bastante claro. Assim, é
possivel compreender que o ciclone no hemisfério sul tem a rotacdo no sentido
hordrio. Por outro lado, a formacao do ciclone no hemisfério norte acontece de
maneira semelhante, com a diferenca que a rotacao é no sentido contrario, isto
é, no sentido anti-hordrio. Esta discussao no hemisfério norte e a construcgao
da sua imagem sera deixada como exercicio para o leitor. Para tornar esta dis-
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cussao qualitativa completa, é interessante estimar o raio inicial de um ciclone
que se forma. Para isso, basta igualar a forga de Coriolis com a forga centrifuga
do movimento inicial do ar supondo-o aproximadamente circular. Considere,
entao, uma porg¢ao de ar movimentando-se numa regiao de latitude A com uma
velocidade v’. A massa desta porcao de ar é m. A forca de Coriolis atuando
no vento movendo-se na dire¢do do meridiano é paralela a superficie da Terra e
¢é dada, em mddulo, por: |FCO7“ =2muwuv’ cos A\. A forca de Coriolis atuando
no vento que se move na direcao paralela ao equador ndo é paralela a superficie
da Terra, mas a sua componente paralela pode ser obtida da mesma equacao.
Dessa forma, a estimativa do raio de curvatura da trajetoria inicial do ciclone
pode ser obtida aproximadamente por:
muv 12

R
Rearranjando esta igualdade, chega-se a expressao do raio inicial do ciclone dada
por:

Foor| = |Ferl|, ou seja,, 2mwv’ cos A =
[Feor| = [Fef] ]

'U/

r= 2w cos A
Para uma velocidade do vento de cerca de 30km/h (~ 8,3m/s) numa latitude
45° | tem-se:
B 8,3

7,3 x 10752
ou seja, R ~ 80km. Este raio inicial é grande, mas, os ventos tendem a se deslo-
carem rumo ao centro do circulo que se formou (zona de baixa pressao). Entao, o
raio do movimento de rotagao diminui e aumenta a velocidade angular de rotacao
devido & conservagao da quantidade de movimento angular (momento angular).
Como conseqiiéncia, aumenta a sua velocidade escalar, embora, na realidade,
haja a possibilidade do momento angular nao conservar completamente por
causa das forcas resistivas da viscosidade e de outros efeitos da dinamica dos
fluidos. Isso explica a razao do efeito catastréfico deixado pelos ventos que se
deslocam centenas de quilometros sobre a superficie da Terra, formando um
grande vértice.

~8x10%m,

Exercicios

6.30) Foi sugerido que um péssaro pode determinar a sua latitude por sentir a forga
de Coriolis durante o seu v6o. Para que esse passaro possa voar em trajetéria
retilinea num voéo horizontal, determine a forca que esse passaro deve exercer
contra a forga de Coriolis. Expresse o seu resultado em relagao ao peso do péssaro,
de maneira que ele fique em funcao da aceleragao da gravidade g, da latitude
A, da velocidade v do pdssaro e da diregao do voo. Determine o valor numérico
para v = 40km/h e A = 45° norte.
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6.31)

6.32)

6.33)

6.34)

6.35)

6.36)

6.37)

6.38)

6.39)

Na latitude A do hemisfério sul, uma locomotiva dirige-se para o sul sobre trilhos
retos. Supondo que o centro de massa da locomotiva esteja a uma altura h e
que a distancia entre os trilhos é 2a, determine a razao das forgas entre os dois
trilhos. Calcule esta razao para uma velocidade de 150km/h e latitude 45° sul,
para o caso que h = 2a. Diga e justifique qual dos dois trilhos deve sofrer maior
desgaste.

Um satélite artificial de massa m move-se numa érbita polar (érbita que passa
pelos polos) ao redor da Terra com uma velocidade v de médulo constante. Sendo
r o vetor de posigao do satélite com relagao a origem tomada no centro da Terra,
esboce um gréafico da magnitude da forca de Coriolis agindo sobre esse satélite
ao longo da orbita completa que passa pelos dois polos da Terra em fungao do
angulo 6 formado pelo vetor velocidade angular de rotacao da Terra, w, e r.
Despreze a forga centrifuga e considere |r| constante.

Esboce a trajetoria do satélite do problema anterior, vista de um observador no
hemisfério norte e também vista de um observador no hemisfério sul.

Explique porque o satélite do problema anterior sempre passa pelos polos apesar
de sofrer o efeito da forga de Coriolis.

No problema de queda livre discutido na subsecgao 6.3.1, explique qualitativa-
mente o desvio para o sul, baseado no referencial inercial que esta fixo, fora da
Terra. [Sugestao: veja a Fig. 6.29 (a) e pense o que aconteceu com a particula.|

Repita o estudo completo de queda livre de uma particula, efetuado na subsecc¢ao
6.3.1, para o hemisfério sul.

Uma particula de massa m é abandonada, a partir de repouso, de uma altura h
da superficie da Terra, numa regiao de latitude A do hemisfério norte. Suponha
que a resisténcia do ar é desprezivel e que h é suficientemente pequena para
poder desconsiderar a variagao de g com h.

a) Calcule a forca de Coriolis em funcdo do tempo, usando, em primeira apro-
ximacao, a velocidade de um corpo em queda livre com aceleragao g que se
obteve supondo que a forga de Coriolis tem um efeito desprezivel no movi-
mento. Esboce um grafico desta forga em funcao de ¢.

b) Faga a primeira corregao e determine a for¢a de Coriolis corrigida em fungao
do tempo. No mesmo grafico do item anterior, esboce a forca de Coriolis
corrigida em fungao do tempo.

Seja h a altura maxima alcancada, em relagao ao solo, por uma pedra lancada
verticalmente para cima numa regiao do hemisfério norte cuja latitude é A. De-
terminar o desvio sofrido por esta pedra, em relagao ao ponto de langamento, no
instante que ela atinge o solo ao retornar. Diga o sentido do desvio sofrido por
esta pedra. Obtenha o valor numérico deste desvio para h = 50m e A\ = 45°
norte.

Resolva o problema anterior quando se faz o lancamento em Sao Paulo.
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6.40)

6.41)

6.42)

6.43)

6.44)

6.45)

6.46)

6.47)

6.48)

Um projétil é lancado horizontalmente ao longo da superficie da Terra. A forga de
Coriolis provoca um desvio angular em relacao a dire¢ao de langamento. Mostre
que, em primeira aproximacao, esse desvio varia linearmente com o tempo a uma
taxa w sen \, onde w ¢ a freqiiéncia angular de rotacao da Terrae A é a latitude.
No hemisfério sul, o sentido desse desvio serd para a esquerda ou para a direita?

Repita, detalhadamente, o estudo de um langamento de projéteis efetudo na secao
6.3.2, mas para o hemisfério sul.

Introduzindo um referencial em rotagao com uma velocidade angular €2, ao redor
de um eixo vertical que passa pelo ponto de suspensao do péndulo de Foucault
da secgao 6.3.3, mostre que a equagao (6.54), nesse referencial, torna-se:

ma”’ =T+mg+ (2 +2w-Q)r"—m(Q-r"+2w-r")Q-2m(w+Q)xv",
onde r”, v” e a” sao, respectivamente, vetor de posicao, velocidade e acel-
eracao do péndulo em relagao ao novo referencial introduzido.

No resultado do problema anterior, mostre que todos os termos do membro direito
da igualdade, exceto o ultimo, sao vetores que estao inteiramente contidos num
plano vertical que estd girando ao redor do eixo vertical que passa pelo ponto de
suspensao do péndulo.

Para que o dltimo termo referido no exercicio anterior esteja, também, inteira-
mente contido no mesmo plano vertical, mostre que a condicao que deve ser
preenchida é: ) = —w sen A\, sendo A a latitude. Interprete este resultado.

Considerando as forgas num pequeno volume de ar movendo-se com velocidade
v numa regiao de latitude A\, mostre que o gradiente de pressao necessario para
equilibrar a componente horizontal da forga de Coriolis e manter, assim, o vento
numa diregao fixa é:

dp

=2 A
T2 pwv sen i,

onde p é a densidade do ar e w, a velocidade angular de rotacao da Terra.
Calcule este gradiente para uma velocidade do vento de 50km/h, em latitude 30°
norte. Dado: densidade da atmosfera = 0,0013 g cm 3.

Nas condigoes que foi estimado o raio de curvatura da trajetdria inicial do ciclone
da subseccao 6.3.4, determine o médulo da forga de Coriolis que atua sobre uma
porcao de ar de 1kg.

Supondo que o momento angular seja conservado, estime a velocidade do vento,
da subseccao 6.3.4, quando o ciclone estiver com o raio de cerca de 20 km.

Efetue uma discussao qualitativa completa da formacao de um ciclone no hem-
isfério norte.
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6.4 Precessao de Larmor

Considere uma regiao do espaco onde existe um campo magnético constante
B. Nessa regiao, suponha que uma particula de massa m com carga ¢ move-
se numa trajetéria localizada na vizinhanca de uma carga puntiforme @, de
sinal contrario do de ¢, fixo na origem de um referencial inercial. A equacao
diferencial do movimento desta particula é dada por:

- “i?’ ;+%fxB, (6.56)

my =

em sistema de unidades cgs. Seja, agora, um referencial em rotacao com ve-
locidade angular w, de médulo constante, com a sua origem coincidindo com
a do referecial inercial. Observe que, nesta escolha, o eixo de rotacdo do novo
referencial passa pelo centro de for¢a. Reescrevendo a equagao (6.56) para este
referencial em rotagao, mediante as transformacoes (6.21) e (6.22), obtém-se:

ir":—2w><1'"’—w><(wxr’)—ilz—/—ini"’—LBx(wxr’).
mr'2 r’ mec mc

Escolhendo-se, agora, a velocidade angular de rotacao do referencial como sendo

q

w=—
2me

B, (6.57)

0 primeiro e o quarto termo do membro direito cancelam-se e resulta em:

o 1aQ| r’ q \? /
T +(2m6> Bx (Bxr'). (6.58)

O tltimo termo desta equacao diferencial é perpendicular a B ea r’ e tem mé-
dulo proporcional a B2, pois, |Bx (B xr’)| = B2r’ sena, onde « é o angulo
formado entre B e r’ e B = |B|. Suponha, agora, que o campo magnético
seja suficientemente fraco, de maneira que a condicao

<£>2<< lq Q|

2me mr'3 (6.59)

esteja satisfeita. Neste caso, o ultimo termo de (6.58) pode ser desprezado e
obtém-se: ,
Y ’q Q’ r
m f— —_

= (6.60)

Ora, esta é uma equagao diferencial do movimento de uma particula de massa
m num campo de forca central atrativa que obedece a lei do inverso do quadrado
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da distancia. Este movimento foi estudado detalhadamente no capitulo 4 do vo-
lume 2. De acordo com os resultados daquele capitulo, a trajetéoria do movimento
confinado desta particula em estudo é uma elipse neste referencial em rotacao.
Se o campo magnético fosse nulo, a equacao diferencial do movimento (6.56),
escrita para o referencial inercial original, seria igual a (6.60). Isto leva a concluir
que para um campo magnético fraco satisfazendo a condigao (6.59), a trajetéria
(descrita em relacao ao referencial inercial original) do movimento confinado é
uma elipse em precessao lenta cuja velocidade angular é w.

Este efeito é conhecido como precessao de Larmor e a freqiiéncia angular de

precessao é
_ ldlB

 2me

e chama-se fregiiéncia de Larmor. Este resultado pode ser generalizado para um
conjunto de mais de uma particula, contanto que todas elas tenham a mesma

~ q . ~
razado — . Esta generalizacao é chamada Teorema de Larmor.
m

No presente desenvolvimento, a condigao (6.59) teve que ser imposta. Qual
é o seu significado? Note que o termo do membro esquerdo é o quadrado da
freqtiéncia de Larmor. Entao, o termo do membro direito deve ser também o
quadrado de uma freqiiéncia. Que freqiiéncia é essa? Para descobrir, considere
a relagao (4.29) do capitulo 4 do volume 2, reproduzida abaixo:

2
T—3 —4n2 ,
a K
onde 7 é o periodo do movimento eliptico; a, o semi-eixo maior da trajetoria
eliptica e K, uma constante positiva. No presente caso, K = |¢Q| (no caso
gravitacional discutido no capitulo 4 era K = G M m ). Vale esta relagao mesmo
que a trajetéria seja uma circunferéncia. Dessa forma, substituindo-se K e

escrevendo-se r’ no lugar de a, chega-se a:

W()z = <2—7T>2 = |q62/|3 5

T mr
apds um rearranjo. Se se considerar o valor médio, esta expressao representa,
entdo, a freqiiéncia angular média do movimento em érbita eliptica. Assim, a
condigao (6.59) significa que a freqiiéncia de precessao de Larmor deve ser muito
menor do que a freqiiéncia do movimento orbital da particula.

Parece que a unica aplicacao realmente importante deste resultado é no
estudo do comportamento de dtomos na presenca de campo magnético. As
particulas envolvidas aqui sao os elétrons de massa m, e carga ¢ = —e, sob
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a acao das forcas repulsivas de interacao mutua e da forga atrativa do nicleo.
Quando se coloca um dtomo numa regiao onde hia um campo magnético fraco
[no sentido de satisfazer a condicao (6.59) |, a precessao de Larmor nas “érbitas”
dos elétrons provoca um deslocamento das linhas espectrais. Este deslocamento

é conhecido como efeito Zeemani®.

150 leitor interessado pode consultar, por exemplo, “Principles of Modern Physics’,
R. E. Leighton, McGraw-Hill Book Company, New York, 1959.



