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te utilizada para descrever a poténcia de dispositivos como
motores elétricos ou motores automotivos. Um cavalo-vapor
é definido como 550 ft-1b/s, que equivale a aproximadamen-
te 746 W.

O trabalho pode ser expresso em unidades de poténcia X tem-
po. Isto é a origem do termo quilowatt-hora, que é utilizado pela
companhia de fornecimento de energia elétrica para medir a quan-
tidade de trabalho (na forma de energia elétrica) que foi forneci-
do para a residéncia das pessoas. Um quilowatt-hora € o traba-
lho realizado em 1 hora por um agente trabalhando a uma taxa
constante de 1 kW.

Também pode-se expressar a poténcia fornecida a um corpo
no que se refere a velocidade do corpo e a forga que age sobre
ele. Em um curto intervalo de tempo dt, o corpo move-se a uma

distancia ds e o trabalho realizado sobre o corpo édW = F-ds.
Pode-se reescrever a Eq. 11.8 como
_ ds

dw
P=—= :
dt

dr dt
a qual se torna, apés substituir-se a velocidade v por d;/dt,

P=F-V. (11-10)

= -
Se F e v sdo paralelas entre si, isto pode ser escrito como

P = Fv. (11-11)

Observe que a poténcia pode ser negativa se F e v forem
antiparalelos. O fornecimento de poténcia negativa a um corpo
significa realizar trabalho negativo sobre ele: a forga exercida
sobre o corpo pglo agente externo esté_’ no sentido oposto ao

deslocamento ds e, portanto, oposto a v.

ProsBLEMA REsoLvipo 11.3.

Um elevador vazio tem um peso de 5.160 N (1.160 Ib). Ele fi
projetado para transportar uma carga maxima de 20 passageiros
do chio até ao piso do 25.° andar de um prédio em um tempo de
18 segundos. Supondo que o peso médio de um passageiro sejg
de 710 N = 71 kg e que a distancia entre os andares seja de 3 5
m, qual é a poténcia média que precisa ser fornecida pelo motor
do elevador? (Presuma que todo o trabalho de elevagio venhg
do motor e que o elevador ndo tenha um contrapeso.)

Solugdo Supde-se que o elevador suba a uma velocidade cons-
tante e que as distancias percorridas durante a aceleragioe
desacelerag@o possam ser desprezadas. Com uma velocidade
constante, a forga resultante é nula, de modo que a forca para
cima exercida pelo motor € igual em intensidade ao peso total
do elevador com os passageiros: F = 5.160 N + 20(710)N =
19.400 N. O trabalho que precisa ser realizado é

W = Fs = (19.400 N)(25 X 3,5m) = 1,7 X 10°7.
Assim, a poténcia média é

w 1,7 X 10°J

med= T T 18s

Isto equivale a 126 hp, que é aproximadamente a poténcia for-
necida por um motor de automével. Certamente, as perdas por
atrito e outras inefici€ncias aumentardo a poténcia que o motor
precisa fornecer para fazer subir o elevador.

Na prética, um elevador costuma ter um contrapeso que vai para
baixo a medida que o elevador sobe. A gravidade realiza trabalho
positivo sobre o contrapeso em queda e trabalho negativo sobre o
elevador subindo. O trabalho que precisa ser fornecido pelo mo-
tor, que € igual a intensidade do trabalho resultante realizado pela
gravidade, é, portanto, consideravelmente reduzido.

= 94 kW.

11.4 TRABALHO REALIZADO POR UMA FORCA VARIAVEL

Até entdo considerou-se somente o trabalho realizado por uma
forga constante. Muitas das forgas que foram previamente con-
sideradas néo variam em intensidade ou em dire¢do quando um
corpo se move; a gravidade perto da superficie da Terra € um
bom exemplo. Porém, diversas forgas variam em intensidade com
o deslocamento do corpo, e, desta forma, é necessério conside-
rar-se como avaliar o trabalho realizado por tais forgas. Supde-
se uma situacgdo unidimensional: a for¢a tem apenas uma com-
ponente x e a particula move-se somente na dire¢@o x (no senti-
do positivo ou negativo). Inicialmente, discute-se o procedimento
geral para analisar o trabalho realizado por uma forga varidvel e,
entdo, aplica-se este método a andlise de uma importante forca
que ainda ndo foi considerada — a saber, a for¢a exercida por
uma mola quando ¢ estendida ou comprimida.

Considere um corpo que se move ao longo do eixo x, de x;
para x;, quando uma forca F (x) € aplicada a ele. Ao escrever a
for¢a como F (x), indica-se que esta varia em intensidade (e pos-
sivelmente em sentido) quando o deslocamento do corpo va-
ria. A estratégia utilizada nesta anélise € dividir o intervalo de

x; a x; em um grande nimero de pequenos intervalos. Dentro
de cada pequeno intervalo, considera-se a forga como sendo
aproximadamente constante (embora a forga possa ser diferente
para intervalos diferentes), de modo que o trabalho em qual-
quer intervalo possa ser calculado utilizando-se os métodos para
forcas constantes desenvolvidos anteriormente neste capitulo.
Eventualmente, os intervalos fazem-se infinitamente numero-
sos e suficientemente pequenos, 0 que acaba levando aos mé-
todos do célculo.

A curva suave na Fig. 11.12 mostra uma forga arbitréria F,(x)
que age sobre um corpo movendo-se de x; para x;. Divide-s¢ 0
deslocamento total em um nimero N de pequenos intervalos d¢
tamanho idéntico &x (Fig. 11.12a). Considere o primeiro inter-
valo, no qual existe um pequeno deslocamento 8x de x; até x,
éx. Faz-se este intervalo suficiente pequeno, de forma que acom-
ponente x da for¢a tenha um valor F, aproximadamente constantt.
Assim, pode-se usar a Eq. 11.6 para determinar o trabalho 3%,
realizado pela forga neste intervalo: 8W, = F, 8x. Analogamen®
te, no segundo intervalo, no qual o corpo move-se de x; + & até



F(x)

© 0 x A

Fig. 11.12 (a) A é4rea sob a curva da forga unidimensional variavel F,(x) é
aproximada pela divisdo da regiéo entre os limites x, e X; em um numero
de ntervalos de largura 8x. A soma das 4reas das faixas retangulares € apro-
ximadamente igual & &rea sob a curva. (b) Uma aproximagao melhor é ob-
tida com o uso de um nimero maior de faixas mais estreitas. (¢) No limite
fx— 0, obtém-se a rea real.

t + 20, a forga € aproximadamente constante com uma com-
ponente x igual a F,, e o trabalho realizado pela forca nesse in-
ervalo é 8W, = F, &x. Com a continuagdo deste processo para
odos os N intervalos, pode-se determinar o trabalho total como
sendo a soma de todos os termos:

W=6W1 +6W2+‘6W3+ e
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= ”‘|&V+F:&X + F;&x-l* v
ou
N
W= F,éx

ne=|

(11-12)

Para obter uma aproximagido melhor, pode-se dividir o des-
locamento total de x; para x; em um maior nimero de intervalos,
como mostrado na Fig. 11.12b, de modo que &x seja menor e 0
valor de F, em cada intervalo caracterize melhor a for¢a dentro
do intervalo. Fica claro que é possivel obter uma aproximagao
cada vez melhor tomando-se 8x cada vez menor, de modo a ter-
se um nimero de intervalos cada vez maior. Pode-se obter uma
solugdo exata para o trabalho realizado por F,, fazendo-se dx
chegar a zero e o niimero de intervalos N a infinito. Assim, o
resultado exato ¢

N
W= lim 2, F, &x. (11-13)

a0, |

A relagdo

N X
lim Y F,8x = | F,(x)dx

&0, | X,

define a integral de F, em relagdo a x, de x; a x,. Numericamente,
esta quantidade ¢ exatamente igual a drea entre a curva da forga
e 0 eixo x, entre os limites x; e x; (Fig. 11.12¢). Portanto, uma
integral pode ser interpretada graficamente como uma drea. Pode-
se escrever o trabalho total realizado pela forga F, no desloca-
mento de um corpo de x; a x; como

W= ﬁ F.(x) dx. (11-14)
X

O sinal de W é automaticamente determinado na Eq. 11.14
pelo sinal de F ¢ pelos limites do intervalo, x; e x;. Por exemplo,
se F, for sempre positivo e se a particula mover-se no sentido
positivo de x (x; > x;), entdo, W serd positivo.

TRABALHO REALIZADO PELA FORCA DE UMA MoOLA

Como exemplo de uma forga unidimensional varidvel, pode-
¢ considerar a for¢a exercida por uma mola quando ela é
sticada ou comprimida. A Fig. 11.13 mostra um corpo
Coplado a uma mola. A mola permanece relaxada quando ne-
muma forga age sobre ela, e, nesta situagdo, o corpo estd loca-
lzado em x = (). Este estado é chamado de estado relaxado da

nola. Se uma forga externa f‘,x, é aplicada ao corpo, a mola se
istende (Fig. 11.13a) ou se comprime (Fig. 11.13b). A mola
Xerce uma forga ﬁ; que se opde a forga aplicada. A forga da

olag, ds vezes, chamada de forga de restauragdo, porque ela
“Mpre age no sentido de restaurar o corpo a sua posi¢do em

x = 0. Supde-se que o corpo move-se devagar, de modo que
seja possivel considerar que ele estd em equilibrio em todos os
- -

instantes. Neste caso, F., = —F,.

Qual € a natureza da for¢a que a mola exerce sobre o corpo
quando se distende ou se comprime? Através de experimentos,
observa-se que esta forga ndo € constante — quanto mais se va-
ria o comprimento da mola, maior é a forga exercida pela mola
(de forma equivalente, pode-se dizer que maior € a forga exter-
na que precisa ser exercida para variar seu comprimento). Para
a maioria das molas, observa-se, por aproximagao, que a inten-
sidade desta for¢a varia linearmente com a distincia que a mola
é distendida ou comprimida em relagdo ao seu comprimento
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Fig. 11.13 Um corpo acoplado a uma mola estd em x = 0 quando a mola est4 relaxada. Uma forga externa move o corpo do deslocamento inicial x, a0
deslocamento final x,. O eixo x é positivo para a direita. (a) Distensdo. (b) Compressao.

relaxado. No caso unidimensional, pode-se escrever a compo-
nente x da forca exercida pela mola sobre o corpo acoplado a
ela como

Fo= —kx, (11-15)

que se conhece como a lei de Hooke. A constante k na Eq. 11.15
¢é chamada de constante eldstica da mola, e sua unidade do SI
corresponde a newton por metro (N/m). E uma medida da forca
necessdria para distender uma mola de determinado valor; mo-
las mais rigidas tém maiores valores de k. A Eq. 11.15 é vilida
desde que ndo se distenda a mola além de uma faixa limitada.

O sinal negativo na Eq. 11.15 indica que o sentido da for¢a
exercida pela mola é sempre oposto ao deslocamento do corpo
de sua posi¢do quando a mola estd em seu estado relaxado (que
¢ definido como x = 0). Quando a mola € distendida, segundo o
sistema de coordenadas da Fig. 11.13a, entdo x > O e assim F, é
negativo, indicando que a for¢a da mola age para a esquerda.
Quando a mola é comprimida, como na Fig. 11.13b, entdox <0
eF,>0.

A Eq. 11.14 pode ser aplicada para calcular o trabalho reali-
zado pela for¢a da mola na Fig. 11.13a, quando a mola for
distendida de seu estado inicial (onde x = x;) até seu estado final
(onde x = x,). O trabalho realizado sobre o corpo pela forga da
mola durante este deslocamento é:

W, = f'Fmdx= J'(—kx)dx= —lkx? = x?). (11-16)
X Xi

A Eq. 11.16 mostra que o trabalho realizado pela mola é negag—
vo quando x; > x,, como no caso da Fig. 11.13a; o sentido de F_
¢ oposto ao deslocamento, de modo que o valor negativo de W é
coerente com a discussio desenvolvida apés a Eq. 11.2.

Se a forga externa age de modo a comprimir a mola, como

4 49 4191 4 I . 'Y rd

lx,J > Ixil e mais uma vez a Eq. 11.16 mostra que o trabalho
realizado sobre o corpo pela mola é negativo. Assim, a Eq.
11.16 permanece valida, ndo importando como o corpo se
move sob a a¢@o da forca da mola. Observe que, de acordo
com a Eq. 11.16, se o corpo move-se de um deslocamento
positivo +x para um deslocamento negativo —x de intensi-
dade igual, o trabalho realizado pela forca da mola € nulo.
Como se pode explicar isto no que diz respeito a for¢a exer-
cida pela mola?

Se comega-se a distender ou comprimir a partir da posi¢do
relaxada (x; = 0) e move-se o corpo de uma disténcia x, entio

W, = —1kx2 (11-17)

Uma vez que, na Eq. 11.17, x € elevado ao quadrado, o trabalho
realizado pela mola sobre o corpo é o mesmo em intensidade e
sinal tanto quando se distende ou se comprime de uma mesma
distancia x.

Fp=—kx F,
Distensao I
B 11130
SRV Xj X X
Xt Xj [0}
Fig.
KT
Compresséao

Fig. 11.14 O trabalho realizado pela forga da mola sobre 0 corpo quando
ele se move de x, para x, é igual & 4rea sob o grafico de F,, = —kxentré xe

x, As éreas sombreadag renresim 1 VNN TATRCIN A ™



Com f“m = ~ﬂ,, o trabalho realizado sobre o corpo pela
forga externa € positivo quando o trabalho realizado pela forga
damola é negativo. Assim, W,,, > 0 para ambos 0s casos mos-
trados na Fig. 11.13.

A Fig. 11.14 mostra como seria a Fig. 11.12 para a forga da
mola. As regides sombreadas representam o trabalho negativo
realizado sobre o corpo pela forga da mola para os dois casos da
Fig. 11.13. Através de cdlculo geométrico, é possivel mostrar que
as dreas sombreadas correspondem ao trabalho resultante da Eq.
11.16 e que os sinais também estdo corretos.

ProBLEMA RESoLvIDO 11.4.

Uma mola estd suspensa verticalmente no seu estado relaxa-
do. Um bloco de massa m = 6,40 kg estd preso a mola, mas o
bloco é suportado de modo que a mola ndo se distende ini-
cialmente. Em seguida, a mao que suporta o bloco € baixada
devagar (Fig. 11.15a), de modo que o bloco desce com velo-
cidade constante até atingir o ponto onde ele permanece em
equilibrio apds a mao ser retirada. Neste ponto, observa-se que
amola distendeu-se uma distincia d = 0,124 m de seu com-
primento anterior relaxado. Determine o trabalho realizado
sobre 0 bloco neste processo (a) pela gravidade, (b) pela mola
e (c) pela méo.

Solugdo (a) Pode-se determinar a constante eldstica da mola, que
nio foi fornecida no problema, para a condigé@o de equilibrio.
Tomando o eixo y como sendo positivo para cima, a for¢a resul-
tante na diregdo y no equilibrio (Fig. 11.5b) é % F, = kd — mg.
No equilibrio, 2 F, = 0, de modo que kd = mg, ou

k= mgld = (6,40 kg)(9,80 m/s?)/(0,124 m) = 506 N/m.

Para determinar-se o trabalho realizado pela gravidade, W,, nota-
seque a gravidade é uma forga constante e que a forca e o deslo-
camento sdo paralelos, de modo que se pode utilizar a Eq. 11.1:
W, = Fm = mgd = (6,40 kg)(9,80 m/s?)(0,124 m) = +7,78 J.

Este valor € positivo, porque a forga e o deslocamento estdo no
mesmo sentido.
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Fig. 11.15 Problema Resolvido 11.4. (a) Uma méao baixa um bloco preso a
uma mola. (b) O diagrama de corpo livre do bloco em sua posigao de equi-
librio. (c) O diagrama de corpo livre do bloco quando ele ¢ baixado.

(b) Para determinar o trabalho W,, realizado pela mola, pode-se
utilizar a Eq. 11.7 com x = —d:

W, = —+kd = —}(506 N/m)(0,124 m)? = —3,89 J.

Este valor é negativo, porque a for¢a e o deslocamento tém sen-
tidos opostos.

(c) Para se determinar o trabalho realizado pela mao, € necessa-
rio que se conhega a forga para cima exercida pela méao F,;,, n
medida em que o bloco é baixado com velocidade constante,
a, = 0. Utilizando-se o diagrama de corpo livre da Fig. 11.15c¢,
a forga resultante durante este processo é % F, = F,, + F,;, — mg,
de modo que F,,;,, = mg — F,. Observe que, até o bloco chegar
a sua posigdo de equilibrio, mg > F,,, de modo que F,;, > 0, 0
que € o esperado (F,;, possui uma componente y positiva, uma
vez que age para cima). Pode-se determinar o trabalho realizado
pela méo utilizando-se a forma integral da Eq. 11.14: W,,, =

meno(y)dy, com leo =mg — (—ky):
-d

Observe que W, + W, + W,;, = 0. Vocé pode explicar isto?

11.5 TRABALHO REALIZADO POR UMA FORCA VARIAVEL:
CASO BIDIMENSIONAL (OPCIONAL)

Aforca F que age sobre um corpo pode variar tanto em dire¢do
como em intensidade, e a particula pode mover-se ao longo de
uma trajetéria curvilinea. Para calcular-se o trabalho neste caso
geral, divide-se a trajetria em um nimero elevado de pequenos
deslocamentos & s, cada um tangente a trajetdria e apontando no
sentido do movimento. A Fig. 11.16 mostra dois deslocamentos
selecionados para uma situagéo partlcular a figura também
mostra a forga Feo angulo ¢ entre Feds para cada posigéo.
Pode-se determinar a quantidade do trabalho 8W realizado so-

5
bre a particula durante o deslocamento & s através da expressio

8W = F-85 = Fcos ¢ 8s. (11-18)
Aqui, Féa for¢a que age na localizagio de 8's. Pode-se de-
terminar um valor aproximado para o trabalho realizado pela
forga varidvel F sobre a particula durante o seu movimento
de i para f'na Fig. 11.16, somando-se os elementos de traba-
lho realizado ao longo de cada segmento que compde a traje-
téria de i para f. Se os segmentos & s tornarem-se infinitamen-
te pequenos, eles podem ser substituidos por diferenciais ds
e a soma sobre os segmentos da linha pode ser substituida por



