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CHAPTER

TEORIA SOBRE ANALISE MODAL
DE PLACAS

O mundo € tridimensional, dindmico e ndao linear!

1.1 OBJETIVO

Proceder a analise modal de uma uma placa quadrada utilizando os métodos:

tedrico através de equagoes classicas da Mecanica dos Sélidos;

numérico através da andlise por elementos finitos, usando o software comercial Abaqus;
experimental excitando a placa em um largo espectro de frequéncias.

1.2 MOTIVACAO

A anélise modal é o estudo de propriedades dindmicas de estruturas lineares. Essas
propriedades dinamicas incluem:

m frequéncias de ressonancia,

m  modos estruturais de vibragao.

As propriedades dindmicas dependem da massa, amortecimento e rigidez da estru-
tura, e determinam o comportamento da estrutura quando exposta a cargas dinamicas
operacionais. A andlise modal, portanto, é uma etapa crucial em simulagao dinamica
estrutural.

Um importante aspecto de projeto é evitar que um carregamento excite uma frequéncia
de ressonancia da estrutura, o que pode ocasionar um colapso. Na Figura 1.1, é possivel
observar o efeito do carregamento [vento] ao excitar a estrutura em uma de suas frequéncias
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Figure 1.1: Ponte Tacoma Narrows. Oscilagao de um modo de vibrar associado a uma
frequéncia natural, e consequente colapso estrutural.
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Figure 1.2: Figura 2. Sistema massa-mola (1 grau de liberdade) com forga aplicada em
funcao do tempo.

de ressonancia e, em um outro momento, o efeito desse carregamento ao colapsar a
estrutura.

Imaginando um sistema simples massa-mola de 1 grau de liberdade com forga aplicada
em fungao do tempo (Fig. 1.2), a equagao de movimento pode ser escrita como

mx + kx = F(t) (1.1)
Ou, no caso de vibragao livre,
mx+kx =0 (1.2)
Assumindo um deslocamento da forma x = sinwt, é possivel reescrever a equagao
anterior como

—maw’x+kx=0 kx = xmaw? (1.3)

Dessa forma, a obtencdo das frequéncias de ressonancia é direta, w? = k/m e o modo
de vibrar é Unico, ja que o sistema possui um tnico grau de libertdade.

Analogamente, a andlise modal de estruturas mais complexas pode ser entendida
como um problema de autovalor e autovetor, sendo m e k substituidos pelas matrizes de
massa e rigidez, [M] e [K], respectivamente, resultando em:

{[K]-w’[M]}[x] =0 (14)
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A solucao nao trivial desta equacao fornece os autovalores w - as frequéncias de
ressonancia, e os vetores associados a w - os modos de vibrar.

Seria bastante repetitivo analisar o caso da teoria de viga, considerando que vocés
estudaram, em Sistemas Dindmicos II toda essa teoria! E ainda fizeram experimentos...
Decididamente, estd na hora de complicarmos um pouco mais com a Teoria de Placas!

1.3 CASO DAS PLACAS PLANAS RETANGULARES

A grosso modo falando, uma placa retangular pode ser entendida como uma viga que
se estende em duas direcoes. Sob a acao de esforgo externo lateral, e estando as arestas
devidamente escoradas, apresenta deformacao por flexao numa configuracao deslocada
para fora do proprio plano. Assim, & semelhanca de uma viga, a placa tem deslocamentos
laterais determinados pela flecha (v), agora porém definida como uma fungdo de duas
variaveis (x,y) que determinam a posigao de um ponto no plano da placa (Figura 1.3).
Analogamente, desenvolvem-se tensoes de flexao e de cisalhamento agora, porém, em duas
direcoes do plano. Neste ambito, as hipdoteses basicas do modelo matematico da Teoria
de Placas sao inteiramente analogas as da Teoria de Viga, inserindo-se, nisso, também a
restricao de que os deslocamentos sejam pequenos. Isto se verifica, digamos, desde que a
flecha maxima (v,,,,) seja menor do que metade da espessura da placa (h): v,,,/h <0.5.

Py, t)

z

deslocamento v na direcdo z

Figure 1.3: Placa.

~ . ;1
A equagado de movimento para placas finas é *,

phv(x,v,t) + DV4v(x, v, t)=p(x,p,t) (1.5)
sendo p a densidade do material, e

EW3

D=y Nl (1.6)

valor este conhecido como a Rigidez a Flexdo e que, como se vé, depende da espessura da
placa h e das propriedades do material E, médulo de Elasticidade [N/m?] e v, coeficiente
de Poisson. Além disso, o operador diferencial V# de uma funcéo é definido como,

4 4 4
of + of +2 o°f
oxt  dyt  9%xd%y

Vif = (1.7)

IRao. S. S. Vibration of Continuous Systems (John Wiley & Sons, Inc., 2006).
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Assim, para o equilibrio em vibragoes livres, necessario ao calculo de modos e freqiién-
cias naturais, finalmente temos:

phii(x,y,t)+DV4v(x,y,t) =0 (1.8)

Admitindo uma solugao em forma de varidveis separadas: v(x,v,t) = ¢(x,v)T(¢) , a
equacao 1.8, analogamente ao desenvolvimento do caso das vigas, acaba por fornecer:

h
Vil y) - 0?5 lxy) = 0 (1.9)

~——

ﬁ4

onde w ¢é a freqiiéncia circular de oscilacao harmoénica no tempo.

Infelizmente, resolver a equacao diferencial 1.8, como parte de um problema de
contorno relativo a vibracoes livres de placas planas, ¢ bem mais complexo do que o foi
para as vigas, sendo que, via de regra, nao é possivel encontrar solucao analitica exata.
Como excegao, para a qual uma solugao analitica é conhecida, temos o caso da placa
retangular com todos os quatro lados simplesmente apoiados, cujos resultados sao:

D
pha* (1.10)

a)ij = TZZ [12 +j2 (a/b)z]
¢ij = sin (imtx/a)sin (jry/b)

onde wj; e ¢;; sao, respectivamente, as frequéncias naturais [rad/s] e os modos naturais, a
é o comprimento da placa na direcao x, b na dire¢ao y, i niimero de meias ondas, ou lé6bulos,
na diregao x, j na direcao y. A mais baixa freqiiéncia natural corresponde ao modo menos
deformado e ocorre para um tnico lébulo em cada uma das direcoes (i = 1;j = 1). A partir
dai, as freqiiéncias vao se sucedendo em ordem crescente, para mais de um lébulo em pelo
menos uma das diregbes. Para a/b = 1,5, por exemplo, as freqiiéncias ficam crescentemente
ordenadas na seguinte seqiiéncia do par (i,j): (1,1),(2,1),(1,2),(3,1),(2,2),(3,2), etc...

Para outras condigoes de contorno nao existe solugao tao fdcil como essa e, a titulo de
informagao, a Figura 1.4 apresenta os casos mais interessantes para os propésitos deste
experimento, para as trés primeiras frequéncias.

1.4 CHLADNI PLATES

Placas Chladni sao placas finas que vibram na direcao perpendicular ao seu plano. O
nome é estranho, mas é uma homenagem a Ernst Chladni (1é-se klidd'néz), cientista e
musico alemao do século 18, pioneiro no campo da actstica, a ciéncia do som.

Na época, Chladni usou um arco de violoncelo para excitar a borda de um metal
fino ou placa de madeira coberta de areia (Fig. 1.5a) e mostrou que era possivel exibir
visualmente o movimento do som. A areia concentrou-se em &dreas onde a placa nao
estava vibrando. Através deste trabalho, Chladni concluiu que o som se propaga em
forma de ondas. Ele foi o primeiro cientista a demonstrar claramente essa conexao. Hoje,
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podemos usar um oscilador (shaker) com amplificador (Fig. 1.5b). Dessa forma, temos
uma grande vantagem, podemos variar facilmente e de forma controlada a frequéncia de
excitagao, proporcionando assim uma visao completa da experimentagao.

Images obtained from the Internet

By Unknown - Downloaded 2012-11-26 from m Henry Stone (1879) Elementary
Lessons on Sound, Macmillan and Co., London, p. 26, fig. 12 on Google Books, Public
Domain, hitps://commons wikimedia.org/w/index php?curid=22901318

(a) (b)

Figure 1.5: Experimento de Chladni.

O objetivo do experimento, geralmente, é estudar as condi¢oes de ressonancia das
partes de madeira de instrumentos de cordas, como, por exemplo, violinos e guitarras e
também de bateria, cimbalos e sinos.

As Figs. 1.6-1.7 2 mostram a variedade de padroes de ondas estaciondrias que podem
surgir a partir da ressonancia de uma placa quadrada fixa em seu ponto médio e polvilhada
com areia (por Chladni, em 1787) ou com gelo seco (Waller, em 1961).

2 A Fig. 1.6 é extraida de Waller M. D. (1961) Chladni Figures, A Study in Symmetry. London, G.
Bell & Sons.
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Figure 1.7: Figuras de Chladni originais de seu trabalho.
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ANALISE NUMERICA

Finite Element Analysis makes a good engineer great, and a bad engineer dangerous!

Robert D. Cook, Professor of Mechanical Engineering
University of Wisconsin, Madison

Nesta etapa vocé ira modelar a placa usando o software comercial Abaqus. A seguir
esta o tutorial feito, propositalmente, para uma placa qualquer. Vocé deve adaptar
dimensoes, material, condi¢des de contorno para o caso do seu experimento.

O PDf esté disponivel no STOA.

11
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ENSAIO EXPERIMENTAL

Hands-on!

3.1 MATERIAL A SER UTILIZADO

Familiarize-se com toda a cadeia de medig¢ao e com todos os equipamentos a mesa -
verifique a montagem do conjunto conforme a Fig. 3.1.

O osciloscopio deve gerar uma onda senoidal, que ird passar pelo amplificador, shaker
e fazer a placa vibrar. A Fig. 3.2 mostra o osciloscépio e alguns dos comandos que vocé
deve conhecer para usd-lo. Mantenha a amplitude em 1 V,, - amplitudes mais altas

Osciloscopio

Shaker

Amplificador

Figure 3.1: Bancada experimental para a andlise modal da placa quadrada.

13
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Onda
Ampbtude senoidal

Dtfset

Figure 3.2: Osciloscépio.

podem saturar o amplificador. A medida que a frequéncia cresce vocé deve aumentar
progressivamente essa amplitude, para conseguir ver os modos. Porém, nao ultrapasse 3

Vop-

O osciloscopio estd ligado ao canal A do amplificador.

3.2

ETAPAS DO ENSAIO EXPERIMENTAL COM PLACAS

Devemos aqui realizar um conjunto de experimentos com uma placa quadrada. Inicial-
mente, veja o video: https://youtu.be/wvJAgrUBF4w.
Depois sigam os passos definidos abaixo,

1.

Comegando com a vibracao a uma frequéncia baixa (aproximadamente 10 Hz),
aumentem lentamente a frequéncia até obterem uma primeira ressonancia. Veri-
fiquem o aumento da amplitude de vibragao e o som. Para analisar o modo de
vibrar relacionado aquela frequéncia passem a mao, de leve, na placa, e tentem
encontrar as linhas de nés (amplitude nula ou regides onde vocés nao sentem a
placa vibrar). Vocés irdo procurar mais uma frequéncia, apenas no ouvido e no
toque, para sentirem o experimento.

Joguem purpurina sobre a placa (pouca...). Quando as Placas de Chladni alcan¢am
uma condicao de ressonancia, sao criadas ondas estaciondrias, de forma analoga ao
que ocorre em uma corda vibratéria, ou a viga que vocés estudaram em Sistemas
Dinamicos II - exceto que agora estamos em duas dimensoes. Na ressonancia, os
anti-nods estarao oscilando perpendicularmente a placa, energizando a purpurina.
A purpurina, obviamente, se movera para um nivel de energia mais baixo - para
um noé. Serd ai que a purpurina permanecerd, criando as linhas que veremos.
Estas sdo as zonas de menor energia (nao vibratorias);

Facam um ajuste fino no osciloscépio para obter a frequéncia exata de ressonancia.
Joguem purpurina com o saleiro, de modo a desenhar o provavel modo de vibrar.
Verifiquem e tentem esbogar o primeiro modo de vibrar. Fotografem o experimento;
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4. Importante: ajustem a amplitude de vibragdo conforme necessario para conseguir
a migracao de purpurina - vocés devem conseguir ouvir o som. Alta amplitude
causa um movimento excessivo da purpurina (e modos dificeis de verificar);

5. Aumentem a frequéncia, na busca de ressonéncias mais altas. Repitam o procedi-
mento para, pelo menos, cinco (quantos vocés conseguem?) valores experimentais.

6. Facam o tutorial para achar os modos numéricos de vibrar da placa, e ache os
valores tedricos.

7. Provavelmente vocés nao encontraram experimentalmente todas as frequéncias
encontradas na simulagao numérica. E os modos tedricos também nao devem
estar coincidindo com os experimentais. Agora vocés devem tirar conclusoes sobre
tudo isso! O que estd certo? Porque tantas discrepancias?
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Unless you can communicate effectively, the knowledge and skills you acquire are of little
use to others. You have to be able to collect information, organize it, and present it in a
logical and concise form.
https://uwaterloo.ca/science/importance—-reports

Ao final de cada experimento, o grupo colocar no STOA, na drea reservada a esse
experimento, um arquivo zipado contendo as questoes tedricas e os anexos pedidos neste
capitulo. O nome do arquivo ZIP deve ser PlacasChladni-XX-YY, onde XX é o nimero
do seu grupo e YY vale 01 para turma de segunda e 02 para turma de quinta.

4.1 QUESTOES

As seguintes questoes devem ser discutidas e apresentadas no relatério. Sejam objetivos!

1. Quais sao as condigoes de contorno da placa no experimento? Porqué?

2. Quais as caracteristicas geométricas (dimensoes e espessura) e do material (carac-
teristicas eldsticas como Médulo de Young e coeficiente de Poisson) da placa?

3. Quais as frequéncias de ressonancia tedricas, numéricas e experimentais encon-
tradas? Inclua os cédlculos das frequéncias tedricas.

4. Comparem os modos de vibrar numéricos, tedricos e experimentais. Coloquem
fotos comparativas.

5. Muitos dos padroes que vocés observaram sao dificeis de explicar... Discutam os
resultados.

6. Sugiram modificacoes do modelo que aproximariam mais a resposta numérica e
experimental.

17
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4.2 DOCUMENTOS ANEXADOS

Os seguintes documentos devem ser anexados ao seu relatério:
1. Inclua o arquivo CAE da andlise modal no Abaqus.
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