1. INTRODUCAO (FUCHS, 1979)

1.1. Equacdes Diferenciais das Linhas de Transmisséo

A distribuicdo das correntes e diferencas de potencial e a transferéncia de energia
ao longo de uma linha de transmiss@o podem ser analisadas por diversos processos, sendo
de se esperar que todos conduzam ao mesmo resultado. Essa analise, evidentemente, tem
por finalidade permitir ao operador chegar a expressdes matematicas finais que serdo
empregadas diretamente na solucdo de problemas praticos. Se os diversos métodos
conduzem aos mesmos resultados finais, todos deveriam ser aceitaveis. No entanto, em
problemas de Engenharia em geral, ndo é suficiente procurar uma férmula que possa ser
aplicada indiscriminadamente na solu¢cdo de um problema particular, sem o
conhecimento completo das limitaces e simplificacdes admitidas em sua derivacao. Tal
circunstancia poderia levar ao uso indevido da mesma. As chamadas solucgdes
matematicas dos fendmenos fisicos exigem, normalmente, simplificacGes e idealizacoes:
a derivacdo matematica de uma férmula a partir de principios fundamentais deve, além da
férmula propriamente dita, fornecer todas as informacdes referentes as restricdes,
aproximacoes e limitacdes que sdo impostas. E fundamental que se examine com o maior
rigor, sob o ponto de vista da generalidade, a aceitabilidade dos principios fundamentais
adotados como ponto de partida para a sua deducéo.

E importante ressaltar que, de acordo com a Fisica, a expressdo linha de
transmissdo se aplica a todos os elementos de circuitos que se destinam ao transporte de
energia, independentemente da quantidade de energia transportada (alguns bilhdes de
kWh-ano ou apenas alguns kWh-ano). A mesma teoria geral é aplicavel, feitas as

necessarias ressalvas, independentemente do comprimento fisico dessas linhas.
1.1.1. Solugéo das Equagdes Diferenciais das Linhas de Transmisséo
Considere um elemento diferencial de comprimento Ax de uma linha de

transmissdo sendo uma linha real, incluindo em seu circuito equivalente os elementos

representativos das perdas nos condutores (resisténcia longitudinal) e das perdas nos



dielétricos (condutancia transversal). Este elemento diferencial de comprimento Ax pode
ser representado conforme o circuito mostrado na Figura 1 (FUCHS, 1979), como citado
em WEDY (2006). Nesta figura, r é a resisténcia longitudinal e g é a condutancia

transversal da linha por unidade de comprimento.

FAX LAX i(x + Ax, t)
AVAVAY T ‘
v(x, t)| CAx gAX V(X + AXx, t)

Figura 1. Circuito equivalente de um elemento Ax de uma linha real.

Entre o comeco e o final do elemento de linha hd uma diferenca de potencial que

¢ definida como sendo:

ou
—.AX 1
OX (1)

As equaces da tensdo e da corrente sao:

Vx+a%1) =v(x ) - Lax LD

—r.AX.i(X + AX,t) (2)

1(X + AX,t) =1(x,t) — g.AXV(X,t) —C.AX

ov(x,t)
o ©

Na equacdo (3) a corrente e a primeira derivada parcial da corrente podem ser
expandidas numa série de Taylor (GUIDORIZZI, 1986). Desta forma obtém-se:

Bi(x,1)

i(X+AX 1) ~i(x,t) + AX A 4)

6i(X+AX,t) ~ai(xit) +82i(x’t) Ax+...

5
ot ot oxot ®)



Substituindo as equacdes (4) e (5) (desprezando-se os termos de ordem mais alta)

na equacdo (2), chega-se a equacéo (6):

oi(x,1)

2- -
V(X + AX,t) —V(X,t) =— LAX——-% —r.AX.i(X,t) — LAX? iy r.AxZ.M (6)
ot oxot

OX

Os termos de segunda ordem Ax’ da equacio (6) desaparecem no limite e usando

a definicdo de derivada pode-se concluir que:

im V(X + AX,t) —v(x,t) =av(x,t) )
Xo X X, =X, OX

Assim, a equacao diferencial da tensdo no elemento é:

ov . oi
—&.Ax =(r.Ax). +(L.A.x).& (8)

Foi usado o sinal negativo em (8) devido aos valores positivos de i e %, que

fazem o valor de v decrescer.
Se dividirmos a equacédo (8) por Ax, tem-se uma indica¢do de como v varia ao

longo da linha:

—@:r.i+L.ﬂ 9)
OX

E a equacdo diferencial das correntes tem a seguinte forma:

ol

ov
~ o M =(g40 v +(C.). = (10)

Dividindo a equacéo (10) por Ax, encontrou-se a seguinte equacao:
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—& =g.V+C.E (ll)

Na equacéo (10), o primeiro termo do segundo membro representa a corrente de
deslocamento atraves do dielétrico, provocada pela aplicacdo da tensdo v. O segundo
termo fornece o valor da corrente de deslocamento através da capacitancia C.Ax, devida a
variacao da tensdo.

As equagdes (9) e (11) séo expressdes da Lei de Ohm nas quais v e i sdo
varidveis dependentes da distdncia x de um ponto da linha a um ponto de referéncia
preestabelecido e de t, o instante de tempo considerado (FUCHS, 1979).

Para encontrar as fungbes v(x,t) e i(x,t) capazes de resolver os problemas,
diferencia-se a equacdo (9) em relacdo a x e a equacdo (11) em relacdo a t, assim foi
encontrado as (12) e (13).

2 H 2=
LoV _ o, o (12)

Ox? OX Oxot

% ov oW
“ax Ya (13

Em seguida diferencia-se a equacdo (9) em relacdo a t e a equacdo (11) em
relacdo a x, e encontrou-se:
2 H 23
LoV a oh (14)
otox ot ot
6_2i oV C o%v

— =0.— +C. 15
ox? 9 OX oxot (15)
No entanto, tem-se que:
2 2
ol _ ol (16)
OXot  otox
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e
2 2

o°v _ o°v (17)
oxot  otox

Substituindo as equacdes (13) e (14) em (12) e (15), respectivamente obtém-se:
a—zv——ra—i+gL@+LCa—2V (18)
ox? ox ot at?
0% ov oi 0%
—=—¢g.—+rC.—+LC.— 19
PR P ot ot? (19)

Para concluir a solucdo, as equacdes (9) e (11) foram substituidas nas equacdes

(18) e (19) respectivamente, e encontrou-se:

0°v ov o%v
~— =r.gv+(rC+Lg).—+LC.— 20
v gv+( 9) P e (20)
a—Zi—rgi+(rC+Lg)a—i+LCa—2i (21)
Pl . 9)5 +LC. =

As equacdes (20) e (21) sdo as equacOes diferenciais gerais das linhas de
transmissdo. EquacOes desse tipo sdo conhecidas na Fisica como equacdes das ondas,
cujas solucdes representam ondas que podem viajar ao longo de uma linha com
velocidade v, ou seja, ondas viajantes incidentes ou progressivas. Também conhecidas
como equacdes da telegrafia, pois foram primeiramente deduzidas para o estudo dos
fendmenos relacionados com a transmissdo de pulsos telegraficos como descrito por
FUCHS (1979) e posteriormente citado por WEDY (2006).

As solucgbes das equacdes (20) e (21) sdo muito complexas e raramente usadas na

analise de problemas de sistema de poténcia. Uma solucdo mais simples é para o caso
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sem perdas, ou seja, faz-se r = 0 e g = 0 nas equacbes (20) e (21). Assim tém-se as

seguintes equacdes:

o%u o%u
o%i o
xS @3

1.1.2. Solucdo Analitica para as Equacdes Diferenciais de uma Linha de
Transmissado sem Perdas (HEDMAN, 1983)

A solucdo analitica das equaces diferenciais da linha de transmissdo nao pode ser
facilmente obtida se as perdas na linha sdo levadas em consideracdo. No entanto, as
equacOes de linhas sem perdas sdo bem conhecidas e permitem o estudo do
comportamento das ondas de tensdes e correntes que se propagam ao longo da mesma.

Conforme mostrado no capitulo 2, sabe-se que a tensdo ao longo de uma linha
sem perdas pode ser descrita, no dominio do tempo, de acordo com uma equacao

diferencial do tipo:

o’v . .oV

Z LC 2= 24
Ox? ot? 24)
0% 0%

—=LC.— 25
ox? ot? (29)

Aplicando a Transformada de Laplace (BOYCE & DIPRIMA, 2001) nas
equacdes (24) e (25) obtém-se:

% =s2.LCV (s,X) (26)
M =s®.L.C.I(s,X) (27)

OX
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Nas equacles (26) e (27) os termos V(s,x) e I(s,x) sdo, respectivamente as
transformadas de Laplace de v(x,t) e i(X,t).

Sabe-se que as equacdes diferenciais mostradas nas equagdes (26) e (27) possuem
solucgéo do tipo (HEDMAN, 1983):

V (s, X) =A(s).e >V +B(s).e™ V¥ (28)
|(S, X) :&.e—s. L.C .x _?les. L.C .x (29)

Na equacdo (29) o temo z, € a impedancia caracteristica da linha, que € definido

como sendo:
L
Zy = E (30)

Nas equacOes (28) e (29), uma descricdo espacial completa para a por¢éo, que €
funcédo de x, esta contida na exponencial, enquanto que a solu¢do no tempo, ou da parte
que é funcdo do tempo, estd contida tanto nas constantes arbitrarias A(s), B(s), D(s) e
E(s) como na exponencial.

A expressdo e™°, quando transformada para o dominio do tempo, resulta em um
degrau unitario u(t-x) atrasado. Demonstra-se também que u(t-x) € uma representacao
matematica da onda viajante.

Para obter a solu¢do no dominio do tempo, aplica-se a transformada inversa de

Laplace nas equagdes (28) e (29). Desta maneira obtém-se:

v(t, X) = At —/LC X)u(t —/LC.X) + B(t +LC .x)u(t + V/LC ) (31)
i(t,X) =D(t —v/LC .X)u(t —vL.C .X) + E(t ++/LC .X)u(t +/LC X) (32)

A equacéo (31) mostra que a tensdo comporta-se como duas ondas viajantes, uma
direta na direcdo +x e a outra na diregcdo -x. A mesma interpretacdo vale para a equagédo

(32), que descreve a corrente ao longo da linha.
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As ondas de correntes e tensdes, mostradas nas equacdes (31) e (32) propagam-se

ao longo da linha com uma velocidade v definida como:

(33)

1.2. Analise Qualitativa da Propagacédo de Ondas em Linhas de Transmissao
de Energia Elétrica (HEDMAN, 1983)

O aspecto fundamentalmente Unico das linhas de transmissdo, relativo aos
circuitos mais comuns de constantes concentradas, resulta do aspecto finito da velocidade
da luz e, portanto, da propagacdo da energia elétrica e magnética ao longo da linha como
uma onda viajante. Se uma variacdo de corrente ou de tensdo ocorre em um terminal de
uma linha longa de transmisséo, o outro terminal ndo toma conhecimento desta variacao
enguanto a onda elétrica percorre o comprimento da linha com a velocidade da luz. Logo,
o terminal no lado receptor desta linha de transmisséo, ndo pode influenciar na
propagacdo da tensdo da fonte, até que a onda tenha viajado da fonte até a ponta
receptora e, através da interacdo entre este terminal e a linha de transmissdo, seja enviada
uma resposta de volta a fonte. Os sinais elétricos tendem a se propagar para frente e para
tras, como ondas viajantes, normalmente dissipando energia no material.

Um exame detalhado da fisica eletromagnética do problema resulta numa analise,
mostrando que ondas eletromagnéticas viajantes guiadas ocorrerdo em qualquer linha de
transmissdo aérea aberta. Uma anélise mais profunda das equacbes eletromagnéticas
mostra que qualquer sistema com baixa perda pode ser analisado, primeiramente,
especificando-se a indutancia e a capacitancia separadamente, assim usando este sistema
de constantes concentradas para formar uma malha. A equacdo diferencial que descreve
esta malha prediz o efeito da onda viajante.

Uma vez que as equagdes diferenciais da linha de transmisséo sdo utilizadas para
desenvolver uma solugédo geral para as ondas viajantes na linha, condi¢fes de contorno
devem ser usadas para calcular a solucdo especifica da onda viajante. O problema de

condicdo de contorno seré referenciado como problema de terminal e as solugBes nos
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terminais resultardo em coeficientes de reflexdo e de refracdo, os quais sd@o funcdes de

como esta caracterizado o terminal da linha (em aberto, em curto ou em carga).
1.2.1. Anélise Genérica da Propagacdo de Ondas em Linhas de Transmissao

Sabe-se que as correntes e tensdes em uma linha de transmissdo comportam-se

como ondas viajantes que obedecem as seguintes equacoes:

V(t,X) = Alt—VLC - X)-u(t —/LC - X) + Bt + VLC - X)-u(t +/LC - X) (34)
i(t,x) =D(t—vLC -X)-u(t—vLC -X)+ E(t+vLC -X)-u(t +LC - X) (35)

As equacdes (34) e (35) representam duas ondas viajantes, sendo que a funcao
A(t—\/ﬁm)-u(t—\/ﬁ-x) representa uma onda propagando-se na direcdo
progressiva e a fungdo B(t++/LC-X)-u(t++/LC-x) representa uma onda de
propagacdo regressiva. Assim, pares de ondas de tensdo de corrente propagam-se nas
diregdes positivas e negativas (HEDMAN, 1983).

Dessa forma, é possivel decompor as ondas viajantes em componentes diretas e

inversas da tensdo e da corrente no terminal da linha. Esta relacdo pode ser escrita e

reduzida da seguinte forma:

Vp =V, 4V, (36)

=1, +1, (37)

As equaces (36) e (37) sdo correspondentes as equacdes (34) e (35) onde f é de
ordem direta de propagacéo e r a ordem inversa de propagacao, sendo v; e i; a tensdo e
corrente no terminal receptor da linha de transmisséo respectivamente.
Considerando z, como sendo a impedancia caracteristica (ou impedancia
natural) da linha de transmisséo, tem-se (HEDMAN, 1983):

V, =240 (38)
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V, =—Z,-I, (39)

Uma solugdo simultanea das equacdes (36) a (39), levando em consideracdo o
tipo de carga que estd conectada no terminal da linha, resultard& em um conjunto de
condicdes de contorno que irdo mostrar, de maneira qualitativa, como se comportam as

ondas que propagam na linha de transmissao.

1.2.2. Relagdo entre as Ondas Incidentes e Refletidas de Corrente e Tensdo
no Terminal da Linha

A Figura 2 mostra uma linha de transmissao de comprimento d, com uma carga
resistiva R em seu terminal receptor, sendo energizado com uma tensao v.

Para um instante imediatamente anterior ao fechamento da chave Sem, t<0s, os
terminais da fonte estdo sob uma diferenca de potencial v. No instante em que a chave S
for ligada (t = 0s) o terminal B, aparecera a mesma diferenca de potencial v. Uma vez que
diferencas de potencial somente sdo possiveis entre cargas elétricas, a tensdo no terminal
B da linha foi provocada por um deslocamento de cargas elétricas originarias da fonte,
através da chave S.

i Chave S iT
/

Figura 2. Energizagéo de uma linha com carga R em seu terminal.

As cinco equagdes seguintes definem, completamente, a informagéo conhecida no
terminal C da linha de transmissdo (HEDMAN, 1983):

Vi =V, +V, (40)
=i, o+, (41)

. R=v; (42)
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V, =2, (43)

(44)

Nas equac0es (40) a (44) tém-se:

v,  Tensdo incidente da linha;
i  Corrente incidente no terminal da linha;

v;  Tensdo no terminal da linha;

it Corrente no terminal da linha;

Tensdo refletida no terminal da linha;

i Corrente refletida no terminal da linha;

R  Carga resistiva conectada no terminal da linha;

z, Impedancia caracteristica da linha;

Os valores de v, R, z,, sdo conhecidos enquanto que as grandezas v, , i, V

T r?

i¢, i,, ndo sdo conhecidas.

Nas equacbes (40) a (44) existem cinco incognitas, portanto, a solucdo para o

sistema de equacdes é possivel, e podem ser manipuladas da seguinte maneira:

Vi Y

i +i,=——-—"=i 45
f r Zo Zo T ( )
vi+V, =i;.R (46)
ou
VitV = E.vf - E.vr (47)
ZO ZO

Resolvendo a equagéo (47) para v, , tem-se:
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v, .(1— E] =V, (5 - j (48)
ZO ZO

ou
_Ren (49)
R+ z,
A partir da equacao (49), pode-se determinar:
A (50)

\Y

R+ 2z,

O termo T, é definido como coeficiente de reflexao de tensdo.

A equacdo (49) mostra que existe uma relacdo entre as tensdes incidentes e
refletidas no terminal da linha. Esta relacdo é definida pelo coeficiente de reflexdo de
tenséo.

Analogamente, pode-se obter uma relagdo entre as correntes incidentes e

refletidas no terminal da linha. Deste modo, obtém-se (HEDMAN, 1983):

=, (51)
R+ 2z,
e
A (52)
R+ 2z,

O termo T'; é definido como coeficiente de reflexdo de corrente.

A equacdo (51) mostra que existe uma relacdo entre as ondas de corrente
incidentes e refletidas que é definida pelo coeficiente de reflexdo de corrente.

As equagbes (50) e (52) mostram que os coeficientes de reflexdo de tenséo e

corrente sdo definidos pela impedancia caracteristica da linha e também pela carga

conectada no terminal da mesma.
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1.2.2.1. Linha com o Terminal Aberto

Se na linha mostrada na Figura 2 for considerado R — «, pode-se considerar que

o terminal da mesma esta em aberto, conforme mostra a Figura 3.

i Chave S I+

Figura 3. Linha de transmissdo com seus terminais em aberto.

Na Figura 3 a fonte de tensdo v é uma fonte de tensdo constante, do tipo degrau
unitario.
Apbs o fechamento da chave S, pode-se considerar uma onda de tensdo

propagando-se ao longo da linha e chegando ao receptor da mesma, conforme mostra a

Figura 4.
Vi
Onda incidente
f(t) —
Vi
W N W W W N R R e Y e e e e e
—_—
X Solo

Figura 4. Onda incidente no terminal de uma linha de transmiss&o.

Substituindo, nas equagdes (50) e (52) a condicdo R —, pode-se obter 0s

coeficientes de reflexd@o de tenséo e de corrente para a linha em aberto. Deste modo:

r -1 (53)
r=-1 (54)
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Portanto, para uma linha com o terminal em aberto, a onda da tensdo incidente é

igual a onda da tensdo refletida, com a mesma magnitude e sinal, ou seja:

Vv, =V (55)
Substituindo a equacdo (55) na equacdo (49) obtém-se:

V; =2V, (56)

A expressdo (56) mostra que, para uma linha em aberto, a tensdo no terminal da
linha atinge duas vezes o valor da tensdo incidente no terminal da mesma. Analogamente,

obtém-se:

i, =—Ii (57)
Substituindo a equacdo (57) na expressao (51) obtém-se:

i =0 (58)

A expressdo (58) mostra que a corrente no terminal de uma linha em aberto é
nula.

Assim, conclui-se que se uma onda v, chega a uma extremidade aberta de uma

linha de transmissdo, a tensdo do terminal é igual a duas vezes a tensdo que esta
chegando. A tensdo refletida é igual a tensdo chegando e a corrente refletida € igual a
menos a corrente chegando.

A Figura 5 mostra, esquematicamente, as correntes e tensdes em uma linha cujo
terminal estd em aberto. Nota-se que esse efeito de tensdo dupla propaga-se de volta ao
longo da linha de transmisséo e, para o caso de um degrau unitario, eventualmente,
carregaria completamente a linha com uma tenséo cujo valor seria duas vezes o valor da
tensdo da fonte. Analogamente, a corrente chegando com a onda direta, ¢ “eliminada”
pela corrente negativa refletida, deixando a linha com corrente zero, entre o terminal

aberto e a onda refletida.
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? _____________________________
Onda < Vv
] r v, :2vf
Vi —> Onda
r'y
1 .
i Onda incidente .
f— ir =0
Onda refletida < I
B O ittty 17177= ¢ £ 1 - Rt

Figura 5. Ondas de tensao e corrente refletidas.

Desde que a onda de tensdo original se propague pela linha para a extremidade

aberta, a energia desta onda € armazenada nos campos magnético e elétrico em torno da

linha de transmissdo. Metade da energia é armazenada no campo elétrico (1/2 Cv?) e a

outra metade é armazenada no campo magnético (1/2 L.i®). A energia armazenada na

regido, apds a onda refletida passar, é de natureza diferente daquela da onda viajante
direta original. Devido a corrente ser zero, ndo existe energia magnética armazenada na

linha. Toda a energia serd armazenada no campo elétrico (HEDMAN, 1983).
1.2.2.2. Linha com os Terminais em Curto-circuito

A Figura 6 mostra uma linha de transmissdo com os terminais C e¢ C’

configurados em curto-circuito, ou seja, o valor de R tendendo a zero.

Chave S i

v Vs
—’.V ................................... SO,

Figura 6. Linha de transmisséo com seus terminais em aberto.
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A partir das equacdes (50) e (52) para R tendendo a zero, o coeficiente de reflexao
da tensdo € negativo e o coeficiente de reflexdo da corrente é positivo. A tensao refletida
é igual a tensdo incidente em magnitude, mas € inversa, conforme a equagéo (59), e com
isso a tensdo no terminal da linha de transmiss&o é nula, pois a tensdo incidente é anulada
pela tensdo refletida, demonstrada em (60).

Vi =-V, (59)

v; =0 (60)

O coeficiente de reflexdo da corrente € positivo, a onda de corrente refletida tem a
mesma magnitude e amplitude que a onda incidente, conforme a equacdo (61), assim a
corrente no terminal da linha de transmissdo € a soma da corrente incidente com a

corrente refletida, como se tem na equacéo (62).

if = ir (61)
i = 2i, (62)
r
1
v Onda incidente
| N v, =0
< V,
Onda refletida
1t
r
72 ;
Onda refletida ~ <—— I i =2
1 — T f
Iy Onda incidente

Figura 7. Ondas de tensdo e corrente refletidas.

Na Figura 7, tem-se que se uma onda v, chega a uma extremidade em curto-

circuito de uma linha de transmissdo, a tensdo do terminal é nula. A corrente refletida é

igual a corrente incidente, assim elas se somam e dobram de amplitude.
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Como toda energia que estava armazenada no campo elétrico ndo pode ser
armazenada pelo mesmo, ela é cedida ao campo magnético, que também recebe toda a
energia que a fonte continua a fornecer, aumentando assim seu valor até um valor
méaximo de saturagdo (FUCHS, 1979).

1.2.2.3. Linha com Carga de Mesmo Valor que a Impedancia Caracteristica

A Figura 8 mostra uma linha de transmissdo de comprimento d sendo energizada
com uma tensdo v, com uma carga R de mesmo valor que z, em ohms, que é a

impedancia caracteristica da linha.

Chave S iT

Figura 8. Energizacdo de uma linha com carga R em seu terminal.

A Figura 9 mostra a onda de tensdo de energizacdo se propagando ao longo da

linha com uma carga em seu terminal.

Vi
—t 1
g
T TVT
P L L L U L T T T L i L o o i
solo

X
Figura 9. Energizagdo de uma linha com carga em seu terminal.
Como a carga tem o mesmo valor que a impedancia caracteristica da linha de

transmisséo, das equacdes (50) e (51) tem-se que os coeficientes de reflexdo de tenséo e

corrente sdo nulos, ou seja, ndo ha tensdo e corrente refletidas.
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A tensdo no terminal da linha tem a mesma amplitude que a onda incidente, que é

a tensdo de energizacao, conforme a equacéo (63):

V=V, (63)

A corrente também ndo tem onda refletida, assim a corrente no terminal da linha

de transmisséo é igual a corrente incidente, conforme a equacéo (64):

i =i, (64)

A Figura 10 ilustra o comportamento das ondas de corrente e tensdo sem reflexdo.

1
Onda incidente =
Vi ] IVT Vi
'y
1 - -
[ > (S
f Onda incidente

Figura 10. Ondas de tensdo e corrente, sem reflexdo.

1.3. Representacao da Linha por meio de Cascata de Circuitos © e Variaveis
de Estado

Os modelos de linhas de transmissdo de energia elétrica podem ser desenvolvidos
no dominio do tempo ou no dominio da freqléncia.

No entanto, o sistema elétrico no qual as linhas de transmissdo estdo inseridas
possui diversos elementos, cujas caracteristicas ndo permitem que 0S mesmos sejam
representados como sendo elementos lineares, dificultando a representacdo do sistema
elétrico no dominio da frequéncia (MART]I, 1988).
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Uma outra vantagem dos modelos que representam a linha diretamente no
dominio do tempo é que os mesmos sdo facilmente implementados em programas
computacionais que realizam simulagdes de transitorios eletromagnéticos em sistemas de
poténcia.

Um dos primeiros modelos a representar a linha de transmissdo diretamente no
dominio do tempo foi desenvolvido por H. W. Dommel e baseou-se no método das
caracteristicas ou método de Bergeron. Ele consiste em combinar o método das
caracteristicas com o método numérico de integracdo trapezoidal, resultando em um
algoritmo que é capaz de simular transitdrios eletromagnéticos em redes cujos parametros
sdo discretos ou distribuidos. Este algoritmo sofreu sucessivas evolugdes e atualmente é
conhecido como Eletromagnetic Transients Program (EMTP) (DOMMEL, 1969).

Em situagcdes em que se deseja simular a propagacdo de ondas eletromagnéticas
resultantes de operacdes de manobras e chaveamento realizadas nas linhas de
transmisséo, pode-se representar a mesma como sendo uma cascata de circuitos ©. Nesse
modelo cada segmento é constituido de uma associacdo série e paralela de resistores e
indutores que resultam em uma resisténcia e uma induténcia, variaveis em fungdo da
frequéncia, que representam o efeito solo e o efeito pelicular (TAVARES, 1999). Este
modelo, que € desenvolvido diretamente no dominio do tempo, € entdo implementado em
softwares do tipo EMTP.

Devido ao fato de que programas do tipo EMTP ndo sdo de fécil utilizacdo
(NELMS et al., 1989), diversos autores (NELMS, MAMIS, MACIAS) sugerem
descrever as correntes e tensfes na cascata de circuitos « por meio de variaveis de estado.
As equacdes de estado sdo entdo transformadas em equacdes de diferencas e podem ser
resolvidas utilizando qualquer linguagem computacional.

A representacdo da linha por meio de varidveis de estado pode ser utilizada no
ensino de conceitos basicos de propagacdo de ondas em linhas de transmissdo (NELMS
et al., 1989), na anéalise da distribuicdo de correntes e tensdes ao longo da linha e na
simulacdo de transitérios eletromagnéticos em linhas de transmissdo que tenham
elementos néo lineares (MAMIS, 2003).
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1.3.1. Linha Representada por meio de Cascata de Circuitos

Uma linha de transmissdo de comprimento d pode ser representada por meio de
uma cascata de n circuitos .

Cada segmento consiste em uma resisténcia e uma indutadncia em série e um
desvio de condutancia e capacitancia em paralelo, como mostra a Figura 11. Usando esta
representacdo de linha, um modelo de estado é formulado para o sistema de energia que
usa as tensdes no capacitor e correntes no indutor como as variaveis de estado. O sistema
que descreve as equacOes de estado é transformado em um conjunto de equacdes
diferenciais linear pelo uso de integracdo trapezoidal. As variaveis de estado séo
encontradas através da resolucéo do conjunto de equacoes.

R’ L’
. N\ 00 o

(@]
(9]
Nl(?

Figura 11. Linha de comprimento d representada por meio de n circuitos .

Na Figura 11 os pardmetros R, L, G e C s&o calculados como sendo:

r-rd (65)
n

L4 (66)
n

c-cd (67)
n

C =C'% (68)

Nas equacdes (65) a (68), R’ e L’ sdo, respectivamente, a resisténcia e a

indutancia longitudinal da linha por unidade de comprimento, enquanto que os termos G’
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¢ C’ sdo a condutancia e a capacitancia transversal da linha por unidade de comprimento.
Uma metade dos valores calculados da condutancia G e capacitancia C é colocada a cada

inicio e fim dos seguimentos © como mostra a Figura 12.

Ly
L Wv fm L ]
—>
-0 o S wal®)
Ul G Voalt) 2 2 |

Figura 12. Cascata de n circuitos 7.

Entre cada série de resisténcia e indutancia ndo se tem a metade dos valores da
capacitancia e condutancia, isso ocorre devido a cada saida do seguimento de circuito
conectar-se a entrada do circuito m seguinte, sendo que capacitincias e condutancias em

paralelo se somam.

1.3.2. Representacao de um Sistema por meio de Variaveis de Estado
(DORF & BISHOP, 2001)

Em um sistema dindmico, o estado do sistema num instante t é descrito em termos
de um conjunto de valores das variaveis de estado [x;(t), X(t),..., Xa(t)]. As variaveis de
estado sdo as variaveis que determinam o comportamento futuro de um sistema quando
séo conhecidos o estado presente do sistema e 0s sinais de excitacao.

A Figura 13 mostra um diagrama de blocos de um sistema dinamico.

Uy (t) —— _ - V()
Ut ——  Slstema ——— Yalt)
: Dindmico :

Un(t) _ —_— yn(t)

Figura 13. Diagrama de blocos de um sistema dinamico.
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Seja o sistema mostrado na Figura 13, onde y,(t), y,(t),..., yn(t) s@0 0s sinais de
saida e uy(t), uy(t),..., uy(t) sdo os sinais de entrada. Um conjunto de variaveis de estado
(X1, X2,..., Xn) para o sistema mostrado na Figura 13 é um conjunto no qual o conhecimento
dos valores iniciais das variaveis de estado [X:(to), Xa(to),..., Xn(t;)] NO instante t, e dos
sinais de entrada u,(t), ux(t),..., un(t) para t > t,, é suficiente para determinar os valores
futuros das saidas e das variaveis de estado.

A forma geral de um sistema dindmico é eshocada na Figura 14.
Condicoes
Iniciais x(t)

Entrada Saida

Estado x(t) de um
Sistema Dinamico

u(t) ——> ——> V(1)

Figura 14. Sistema dinadmico.

O sistema dindmico mostrado na Figura 14, expresso na forma de varidveis de

estado, € descrito como sendo:
[X(] =[AL[X(®)] +[B] u(t) (69)

O sistema mostrado na equacdo (69) pode ser resolvido através de métodos de
integracdo numérica. Dentre estes métodos podemos citar o método de Euler e a formula
de Heun (ou regra do trapézio para integracdo numérica).

O sistema da Figura 14 pode ser representado por uma linha de transmissdo que

quando representada pelo modelo de uma cascata de circuitos  apresenta suas variaveis

de estado em uma notacdo compacta de equacdes diferencial de estado x =[A].x+[B].u.
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1.3.3. Representacdo da Linha por meio de Cascata de Circuitos = e

Variaveis de Estado

Para descrever a linha de transmissdo por meio de varidveis de estado,
inicialmente, deve-se representar a mesma por meio de uma cascata de circuitos «
conforme mostrado na Figura 12.

O estado de um sistema é descrito por meio de um sistema de equacgdes
diferenciais de primeira ordem, escrito em termos das variaveis de estado (X;, Xa,..., Xn).
Estas equacOes diferenciais de primeira ordem podem ser escritas na forma geral, como
em (70), (71) e (72).

X1 =ay,.X, +8,,.X, +---+a,.X, +b,.u +---+b U, (70)
X2 =8, X +8,9.X, ++--+8,, X, +Db,,. U +---+b, U, (71)
Xn =X, +8,,.X, +--+8,,.X, +0,.U; +---+Db, .U, (72)

Onde x =dx/dt. Assim, este sistema de equacdes diferenciais simultaneas pode

ser escrito na forma matricial, como segue a seguir:

X a, a a, || x
d 1 11 12 1n 1 bll blm ul
X Ay, A, v By, || X .. : .
R | EY o : (73)
dt| : : : R : b b
u
nl nm m
Xx anl an2 ann Xn
A matriz x é composta pelas variaveis de estado e denominada vetor de estado:
Xl
XZ



30

O vetor dos sinais de entrada é definido como u. Entdo, o sistema pode ser
representado atraves da notacdo compacta das equacOes diferenciais de estado, como na
equacéo (75).

X = Ax+BuU (75)

As variaveis de estado da Figura 13 serdo as correntes longitudinais e as tensdes
transversais da linha.

Onde o vetor x sera a matriz contendo as equacdes diferenciais das correntes e
tensdes, conforme a equacéo (76).

dt
di, (t)

c_| d
X = dvlt(t) (76)

dt
dv, (t)
dt

O vetor A é dado por pardmetros da linha como a resisténcia R, a indutancia L, a
capacitancia C e a condutancia G, conforme a equagéo (77).

R0 2o
L L,
0 Rt
A= L L L, (77)
1 L6 0
¢ c cC .
0 2y S
i C C |

O vetor x é dado pelas variaveis de estado da linha, como na equacéo (78).
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iy () |

| (1)
X = v.(0) (78)

Vi .(t)_

O vetor B é dado pela equacao (79).

(79)

O vetor u tem a mesma dimenséo que o vetor B, e todos os seus valores sdo iguais
a tenséo de energizagédo u(t).

1.3.3.1. Linha Representada por um Unico Circuito 7

Considerando uma linha de transmisséo representada por um dnico circuito =,
conforme mostra a Figura 15.

R L
. NN\, OO N

T ——

i0)

C G C G
u(t) 5 T % B ) v(t)

Figura 15. Representagéo para um circuito 7.

Na Figura 15, u(t) é a tens@o que alimenta a linha, i(t) é a corrente longitudinal da
linha e v(t) é a tensdo transversal da linha.

Para o circuito mostrado na Figura 15, podem-se escrever as seguintes equacoes:
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u(t)—Ri(t)—L%—v(t) =0 (80)
% =—Ri(t) —v(t) +u(t) (81)

Dividindo os dois lados da equacdo (81) pela induténcia L, obtém-se a seguinte

equacéo:

dit) _ R. . 1 1
el Ll(t) I_v(t)+Lu(t) (82)

A corrente i(t) € soma das correntes que passam através da condutancia e da
capacitancia, sendo ig (t) a corrente que passa através da condutancia e i. (t) a corrente

que passa através do capacitor, logo:
i(t) =ig () +ic () (83)

Sendo a corrente na condutancia uma funcdo da tensdo, a tensdo é u(t) e a

condutancia é % , a corrente na condutancia é:
ig :v(t)9 (84)
2
Substituindo a equagéo (84) em (83):

i =vO +ic® (85)

Reescrevendo a equacao (85) obtém-se:
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0 =10 -V (86)

Através dos estudos basicos de circuitos elétricos sabe-se que a tensdo no
capacitor é dada pelo inverso da capacitancia multiplicado pela integral da corrente no

tempo, assim:
v(t) == [ic @yt (87)
C

Substituindo a equacao (86) em (87) e a devida capacitancia, obtemos:

v(t) =% j (i(t) —v(t) %}dt = % j (i(t) —v(t) %jdt (88)
2

Derivando os dois lados da equacdo (88), ressaltando que a derivada da integral

de uma funcdo é a propria funcdo, obtém-se:

2¢(in G
oo d (C | [ (t) - Zv(t)jdtJ -
dt dt

A partir de (89) obtém-se:

dv(t) _2(... G ) 2. .. G
?_C(u(t) 2v(t)j i) =) (90)

Escrevendo as equagdes (82) e (90) na forma da equagéo (75), tem-se:

X]=[i,@®) v,(@®)]" (91)
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R 1
A= - & (92)
cC cC
wr{% ﬂ (93)
u=u(t) (94)

1.3.3.2. Linha Representada por Dois Circuitos

A obtencdo das equacdes para dois circuitos © é semelhante com as deducgdes das
equacdes para um Unico circuito wr, considerando alguns passos adicionais. A Figura 16

mostra a representacgdo para uma linha de transmisséo para dois circuitos .

Rl Ll R2 L2
° AN Hm AYAVAY o °
(1) i»(t)
C G C G
t e il ~ il
O . T 3°|wo T 37 | w0
Figura 16. Representagdo para dois circuitos 7.
Atraves do circuito da Figura 16, obtém-se as seguintes equaces.
: di, (t
u® i OR, -1 v, 0 =0 (95)
: di, (t
v, (1) =i, ()R, _Lz%_vz (t)=0 (96)

Reescrevendo as equacoes (95) e (96):
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dif® R, 1 1
ot L i, (t) L v, (8) + L u(t) (97)
di,() _ R, 1

(O -0+ 0

2 2

08
dt L, (%8)

A corrente no capacitor do segundo paralelo entre conduténcia e capacitor é dada
por:

i (© =1, () v, (.G i, (1) (99)

E a corrente no capacitor do terceiro paralelo entre condutancia e capacitor é dada
por:

e ® =10 -v, 0.5 (100)

Para determinar a tensdo diferencial nos paralelos capacitancia e condutancia

deve-se determinar primeiro a tensdo no capacitor em cada paralelo, sendo v, (t) a tenséo

no segundo paralelo e v, (t) atenséo no terceiro paralelo, logo.

WO == [ e ©d (101)

Substituindo a equagéo (99) e a devida capacitancia na equacao (101), tem-se:

WO == 6O -LO-v. 00 (102)

Para o terceiro paralelo:

v, (1) =% [ic et (103)
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Substituindo a equacao (100) e a devida capacitancia na equacao (103), obtém-se

(104):
2 ¢, G
V(0 =2 [ () - v, () dt (104)
Derivando as equaces (102) e (104), obtém-se as seguintes equacdes.
dv,(t) 1. 1. G
=—1 () ——=1,(t) ——=v,(t 105
&t Cl() Cz() Cl() (105)
dv,(t) 2. G
—L =, ({t)—=V,(t 106
G C 2 (t) c 2 () (106)
Escrevendo as equagdes (107), (108), (105) e (106) na forma da equacdo (75)
tem-se:
=[O LO WO Lol (107)
_& 0 _1 0
Ll Ll
o R 1 _1
Al = L, L L, 108
[A] N (108)
C C C
o 2 o _G
L C C
t
[B]:lil_i 00 O} (109)
u=u(t) (110)

Sendo as equagdes (94) e (110) iguais.
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1.3.3.3. Linha Representada por Trés Circuitos ©

Os célculos das equagdes para trés circuitos © serdo os mesmos desenvolvidos
anteriormente, a Figura 17 mostra a representacdo para uma linha de transmissdo para

trés circuitos r.

RZ L2 R3 L3
Wv f'zﬂj\ Wv fm . J
i>(0) (0 )
G c Vi (t) G C Vs (t) ; ; V3 (t)

Figura 17. Representacdo para trés circuitos .

Através da malha do circuito da Figura 17.

di (t)

WO Ry, ()~ L, 22 —v, (1) =0 (111)
—Rals 2 di2 ® =V, (t) =0 (112)
V,(t) —R,i di, (1 —v,(t) =0 (113)

Reescrevendo as equacdes (111), (112) e (113) obtém-se:

G R

L= il()_iv (t)+Eu(t) (114)
di,() R,. 1.1

- L2I 2 () + L v L v, (1) (115)
a0 _ R s(0) + v(t)——v (t) (116)

at L
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As correntes nos trés ultimos paralelos sao:

ic1 )= i1 ®) _iz ®) _GV1 ®) (117)
icz(t) :iz(t)_is(t)_sz ®) (118)
MOENCE=A0 (119)

A tensdo no segundo paralelo seré:
v, (1) =% j i, (t)dt (120)
1 - C C1l

Substituindo a equacdo (117) e a devida capacitancia na equacao (120) obtém-se
(1212):

WO == 6O -0 -Gy ) (121)

A tensdo no terceiro paralelo é dada por:
V,(0) == [ic, (Ot (122)
C
Substituindo a equacdo (118) e a capacitancia na equacgédo (122) tem-se
v, (t) =éj(i2 (t) =i, (t) —Gv, (t))dt (123)
e no quarto paralelo a tenséo é

V() = [ics )t (124)
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Substituindo a equacgéo (120) e a devida capacitancia na equacdo (124) chega-se a
(125):

V(0 = [ - v )t =< [ (0 -2 v ©O)c (125)
2

Para determinar as tensdes diferencias nos paralelos é necessario derivar as
equac0es (121), (123) e (125), logo:

0 2,0 -2 00 - 2w (126)
w0 _1; o 10 C

20 i, - 21,0 - 2.0 (127)
dv,) 2. .. G

" _C|3(t) Cv3(t) (128)

Colocando a equacGes (114) a (116) e (126) a (128) na forma da equacdo (75)

obtém-se:
XI=[i,(t) i,@®) i) vi@t) Vo) vi@®)] (129)
Ry o -1 o 0
L, L,
o R o 1 _1
L2 L2 L2
0 o0 - oo L _1
[Al= Ls L, L (130)
i 1 EECHE 0
C C C
o L 1 4 &
C C
0 0 2 o _C
L C C |
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[B]:Li 0000 o} (131)

1.3.3.4. Linha Representada para n Circuitos ©

Na Figura 18, tem-se uma representacéo para n circuitos m:

u(t) Ri L R, L, R, L, Vi(t)
IVV\V rm @ °°o°@® IVV\, rzﬂj\ ®
L0 Va(t) in(t)
1 L G <
T qv,(t) = k - >
Vn-(t)

Figura 18. Representacdo para n circuitos 7.

Sendo o vetor [x] dado pela equacdo (132), o a matriz [B] expressa pela equagao
(133) e a matriz [A] dada pela equacéo (134).

=0 LO Lo - L0 wO e e - v (132)

[B]:Li 00 0000 - o} (133)

1

Os resultados obtidos para a linha de transmissdo com os terminais em aberto
podem ser estendidos para as linhas de transmissdo com 0s terminais em curto-circuito e
com uma carga resistiva, o que diferencia da linha de transmissdo com os terminais em

aberto é que a ultima linha da matriz [A] tem seus valores modificados.
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R 0 o -L1 o o0 0
L L
0 - o o L L o 0
L, S L
0 0 —& 0 0 i _i 0
b . - b
0 0 0 .. o9 o L -1
(A= L L, L,
R 0 0 ;—E 0 0 0
cC cC e
o L -1 0o 0 -2 o0 0
cC C C
o o = Ly o S 0
. ¢ c . C .
0 0 0 2 90 0 o _G
i C C | (134)

1.4. Solucdo das EquacBes no Espaco de Estado por meio de Métodos
Numericos

A importancia de resolver equacGes diferenciais estd vinculada a modelagem
matematica de diversos problemas em diversas areas do conhecimento, entre elas, a
Fisica. Geralmente, modelar um problema fisico gera uma equacéo diferencial associada
a esse problema (BRUNNET, 2003).

Equacdes diferenciais aparecem com grande frequéncia nos modelos que
descrevem quantitativamente fendBmenos em diversas areas, como por exemplo, mecanica
de fluidos, fluxo de calor, reacdes quimicas e nucleares, circuitos elétricos etc.

Infelizmente, nem todas as equacges diferenciais tém uma solucdo dita analitica,
isto €, uma solucdo exata, que possa ser obtida "manualmente”. Existem também
equacdes algébricas que ndo tém solucdo analitica.

Para determinar a solucdo dessa classe de equacdes que ndo podem ser resolvidas
analiticamente, sejam elas algébricas ou diferenciais, foram desenvolvidos métodos de

calculo aproximado. Em geral, esses métodos consistem em repetir uma certa regra, um
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certo numero de vezes, e quanto mais iteracdes forem feitas dessa regra, mais proximo
chega-se a solugédo da equacdo. O computador é, portanto, a ferramenta para esse tipo de
trabalho tendo em vista a rapidez com que pode executar tarefas repetitivas.

Os métodos de calculo aproximado sdo comumente chamados de métodos
numéricos e, no caso de uma equacéo diferencial, € um método de integracdo numérica
(BRUNNET, 2003).

1.4.1. Métodos de Integracdo Numérica

A integracdo numérica é normalmente empregada na determinacdo de uma
integral definida, cuja fungdo ou néo é disponivel ou ndo possui uma solucéo analitica.

Como métodos de integracdo de equacdes diferenciais pode-se citar o método de
Euler, a férmula de Heun e o método de Runge-Kutta (RUGGIERO & LOPES, 1996).

Nesta secdo sera feito um breve estudo dos métodos de Euler e de Heun. A
escolha destes dois métodos foi devido ao método de Euler ser a primeira tentativa de
resolucdo numérica de uma equacdo diferencial e a escolha do método de Heun se deu
devido a este método ser um aperfeicoamento do método de Euler. A escolha de método
de Heun (ou método de integracdo trapezoidal) se justifica a este ser usado também no
programa EMTP (DOMMEL, 1986).

1.4.1.1. Método de Euler

A primeira tentativa de resolucdo numérica de uma equacéo diferencial foi feita
por Euler, aproximadamente em 1768. Euler usou o que se chama hoje de método da
tangente ou método de Euler (RUGGIERO & LOPES, 1996).

Considere a equacao diferencial

y'=f(ty) (135)

com a condicdo inicial y(t;) =Y,.
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Funcéo constante

y(t) -

Figura 19. Aproximacéo da funcao g/(t) por uma funcdo constante.

O método de Euler consiste em aproximar a area sob a curva y(t) pela area de

uma funcdo constante no intervalo [t,,t,,,]. Como os valores de t, e y,=y(t,) S&0

conhecidos, sabe-se calcular y(ty) = f (tg, yg) . Para isso, na Figura 19 considere a area

A; abaixo da curva y(t) igual a area A, abaixo da fungéo constante:

ti1 o Bl o
J ydt= [yt (136)

ty ty

Integrando os dois membros da equacdo (136) obtém-se:

Y(tiia) =Y () + Y ()t — ) (137)
Onde a equacéo (138) € o passo de célculo e é constante:

h=ty1 1 (138)

Tem-se entdo que a equacdo (137) sera:
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Y(te.1) =Y(t) +y(t)h (139)

Para g/(t) conhecido em todos os pontos do dominio em que a mesma € integrada,
é possivel obter numericamente a fungdo y(t) a partir da equacédo (139). A equacao (139)

é a formula de Euler para obter numericamente a solucdo de uma equacéo diferencial.

Para o sistema da equacdo (140), tem-se:

X(tn) =X(t) + X(tp) h (140)

Sendo a equacgédo (140) uma equacgéo de estado, a mesma pode ser escrita como

sendo:

X(ty ) =[Al-x(t) +[BJu(ty) (141)
Substituiu-se a equacdo (140) na equacédo (141), obtém-se a equacdo (142):

X(t, ) =[1 + hALx(ty ) +h.[Blu(ty) (142)

Onde [I] é uma matriz identidade. A equacdo (142) € a solucdo da equacdo de

estado através do método de Euler.
1.4.1.2. Método de Heun ou Trapezoidal

Também conhecido como regra do trapézio, este método é um aperfeicoamento

do método de Euler. A Regra dos Trapézios consiste em se aproximar o valor da funcéo

continua y(t) no intervalo (ty,tx,1) por uma funcdo de primeira ordem; isto e,

geometricamente, é equivalente a aproximar uma curva qualquer por uma reta, conforme

mostra a Figura 20. Desta forma, a area sob a funcdo y(t), que é equivalente a integral
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dessa funcgéo, é aproximada pela area do trapéezio cuja largura é igual a (t,,q —tc) e a

altura média igual a [ y(t,) + y(t..)]/2 (BRUNNET, 2003).
Y4 y(t)

O AN

V% ) I

Funcéo de 1° grau

Az

tk k1 t

Figura 20. Aproximagéo da funcdo §/(t) por uma funcdo de 1° grau no intervalo

h=tyq —tk.

A partir da Figura 20 obteve-se a equacéo (143):

tk+l .
j y(t).dt=A, (143)

ty
Reescrevendo a equacao (143), obtém-se a seguinte equacao:

tk+1 . 1

J YOt =y (0) + Yt (144)
ty

Integrando o lado esquerdo da equagéo (144), obtém-se:

V(1) =y(tk)+%[9(tk)+§(tk+1)]h (145)
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Para )./(t) conhecido em todos os pontos do dominio em que a mesma é integrada,
é possivel obter numericamente a funcdo y(t) a partir de (145). A equacdo (145) é a

férmula de Heun para obter numericamente a solucdo de uma equacao diferencial.

Para uma equacao diferencial x(t), A solucdo desta equacdo através do método

de Heun é escrita como sendo:

X(tys1) =x(tk>+§[i(tk)+i<tk+1>].h (146)

Sendo a equacdo x(t) uma equacdo de estado de um sistema, a mesma pode ser

escrita como sendo:

X(t 1) =[AlX(ta1) +[BLU(t2) (147)

Substituiu-se a equacdo (147) na equacdo (146) e mais algumas passagens

matematicas chega-se a equacao (148):

-1
X(tgs1) :{I —%hA} KI + % hAj.x(tk) + % h.[B].(u(t,) + u(tk+1))} (148)

onde [I] é uma matriz identidade. A equacdo (148) é a solugdo da equagdo de estado

através do método de Heun.

1.5. Representacgédo da Linha em Variaveis de Estado Considerando o Efeito
da Frequéncia sobre os Parametros Longitudinais (KUROKAWA et al., 2006)
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Os modelos de linhas de transmissé@o de energia elétrica podem ser desenvolvidos
no dominio do tempo ou no dominio da freqiiéncia, sendo que a mesma & mais facilmente
representada no dominio da frequéncia.

No entanto o sistema elétrico, no qual as linhas de transmissdo estdo inseridas,
possui diversos elementos ndo lineares que sdo de dificil representacdo no dominio da
frequéncia. Deste modo da-se preferéncia por modelos de linha que sdo desenvolvidos
diretamente no dominio do tempo, segundo MART]I (1988).

Um outro fato que faz com que os modelos de linhas desenvolvidos diretamente
no dominio do tempo serem mais utilizados, é que a maioria dos programas que realizam
simulacdes de transitdrios eletromagnéticos em sistemas elétricos requerem que 0S
componentes do sistema estejam representados no dominio do tempo.

No caso do modelo desenvolvido por H. W. Dommel (citado no item 1.3), cada
segmento € constituido de uma associacdo série e paralela de resistores e indutores que
resultam em uma resisténcia e uma indutancia, variaveis em funcéo da freqiiéncia, que
representam o efeito solo e o efeito pelicular, de acordo com TAVARES et al. (1999).
Este modelo, que é desenvolvido diretamente no dominio do tempo, € entdo
implementado em softwares do tipo EMTP.

Apesar da técnica de varidveis de estado ser amplamente utilizada na
representacdo de linhas de transmissdo, € aplicada apenas em representaces de linhas
cujos parametros longitudinais possam ser considerados constantes e independentes da
frequéncia, ou seja, desconsidera-se o efeito solo e pelicular.

No entanto, reconhece-se atualmente que a utilizacdo de parametros constantes
para representar a linha em toda a faixa de freqiiéncia, presente nos sinais durante a
ocorréncia de distdrbios na mesma, pode resultar em respostas em que as componentes
harmonicas de alta fregiiéncia possuam amplitudes maiores do que sdo na realidade, de
acordo com MARTI (1982), citado por KUROKAWA et al. (2006).

1.5.1. Circuito = Considerando os Efeitos Solo e Pelicular

Os parametros longitudinais de linhas de transmissao com retorno através do solo

sdo fortemente dependentes da frequiéncia. A descri¢do do efeito solo foi desenvolvida
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por Carson e por Pollaczek, em DOMMEL (1986). Ambos os modelos apresentam
resultados iguais quando aplicados em linhas aéreas. No entanto, em se tratando de cabos
subterraneos, as equacgdes de Pollaczek apresentam melhores resultados (KUROKAWA
et al., 2006).

A impedancia interna resulta do efeito do campo eletromagnético no interior do
condutor. Esta impedancia propria é constituida de uma resisténcia e de uma indutancia
cujos comportamentos em funcdo da freqiiéncia pode ser calculada através de formulas
derivadas das equacdes de Bessel. Devido ao efeito pelicular, o valor desta resisténcia
aumenta a medida que a freqiiéncia aumenta enquanto que a indutancia diminui com o
aumento da frequiéncia (MART]I, 1983), como citado por KUROKAWA et al. (2006).

Quando se leva em conta os efeitos solo e pelicular, os parametros longitudinais,
por unidade de comprimento, de um segmento de uma linha de transmissao resulta em

uma impedancia Z(w) escrita como sendo:

Z(w) = R(w) + j.o.L(w) (149)

Na equacdo (149) R(w) e L(w) séo, respectivamente, a resisténcia e a indutancia
longitudinal do segmento de linha.

Geralmente ndo existe uma funcdo que descreva a impedancia Z(w) pois oS
pardmetros R(w) e L(w) sdo obtidos por meio de séries numéricas. No entanto, a
impedancia Z(w) pode ser descrita, de maneira aproximada, por meio de uma fungdo
racional F(w) cujos polos sdo todos reais negativos e 0s residuos sdo numeros reais
positivos (KUROKAWA et al., 2006). Deste modo, a impedancia Z(») pode ser escrita
como sendo (SARTO et al., 2001):

Z(w)=F(w)=Z,+ ijﬂ% (150)

Sendo na equacéo (150):
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K, == (151)
Pi

Q--+ (152)
Pi

Sendo p, e r, os polos e os residuos, respectivamente, da fungdo racional F(w)

(KUROKAWA et al., 2006).
A impedancia descrita na equacdo (150) é relativa ao circuito da Figura 21.

. Fa B Fen
1, L. L

Figura 21. Circuito relativo a fungéo F ().

De acordo com SARTO et al. (2001), a impedancia equivalente do circuito da

Figura 21 é dada por:

Z(w) =R, + jo.L,+ i(]a)l_”%J (153)
sendo

R = —% (154)
L =K, (155)

Os resistores e indutores do circuito da Figura 21 representam 0s parametros

longitudinais da linha, ou seja, a impedancia longitudinal. Os valores dos resistores e
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indutores da Figura 21 podem ser obtidos a partir de diversos métodos descritos por
SARTO et al. (2001) e LIMA et al. (2005), citados por KUROKAWA et al. (2006).
Considerando que os parametros de uma linha de transmissdo podem ser
sintetizados por meio de um circuito do tipo mostrado na figura 21, pode-se utilizar uma
cascata de circuitos = para representar uma linha de transmissdo levando em conta o
efeito da frequiéncia sobre os parametros longitudinais da mesma, conforme o circuito «

explicito na Figura 22:
B4 R, B
LS Py iy S pay
L L. L
e %—l < & $ L
1 T T 2 2

[ |n

Figura 22. Cascata de circuitos  considerando o efeito da freqtiéncia.

Na figura 22 as associacfes RL paralelas sdo tantas quantas forem necessarias
para representar a variagdo dos parametros em cada década de freqiiéncia que sera

considerada.

1.5.2. Representacdo da Linha por Meio de Cascata de Circuitos me

Variaveis de Estado

1.5. 2. 1. Representagédo por Meio de um Circuito ©

Considerando o circuito da Figura 22 e chamando de A sua extremidade esquerda

e B sua extremidade direita. Aplicando uma tensdo u(t) no terminal A e v,(t) em B.
Considerando também os indutores L,, L, L,,..., L, onde circulam as correntes i,(t),
(), 1,(t) ..., i, (t) respectivamente.

A partir das correntes e tensdes existentes no circuito da figura 22 pode-se

determinar:



Ay b [_Shp |y L[S
ol g ) 2ls

j=1 j=1

diy R R
dt L, 10 L, 11
diy Ry R
dt Lz-lo L2-12
diy, Ry, Ry
dt Lm'lo Lm'lm
dv(t) 2. G
——=—l,——=V(t
dt C 10 C 1()

As equaces (157) a (160) podem ser descritas na forma matricial, ou seja:

[X|=[Al[X]+[B]u(t)

sendo:
S
R;
L L L
R _R
L, L,
Al=] R, _R
L2 _2
& 0 0
Lm
E 0 0
. C

[B]T{% 0000

: 1 1
Rj.lljj+ L—O.u(t) —E.vl(t)

Rn _ 1

Lo L

0 0

0 0

0

Rn

Lm

g _C
C |

(162)

o1

(156)

(157)

(158)

(159)

(160)

(161)

(163)
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[X]T = [ilo i11 i12 ilm Vl(t)] (164)
[X ] = M - [% % % % _dvl(t)} (165)
Codt [ dt dt dt dt  dt

Observando que [B]' e [X] correspondem a [B] e [X] transpostos,

respectivamente.
Verifica-se também que o vetor [X] possui (m+2) componentes e a matriz

quadrada [A] é de ordem (m+2).
1. 5. 2. 2. Representacdo por Meio de n Circuitos «t

Os resultados obtidos para a linha representada por um Unico circuito p podem ser
estendidos para a linha representada por uma cascata de n circuitos p. Neste caso, a
matriz [A] sera uma matriz de ordem n(m+2) e o vetor [X] terd dimensdo n(m+2) e serdo

escritos na forma (KUROKAWA et al., 2006):

(A [A] - [A]
(A]- [A:u] [A:n] 5 (] (166)

i A~ (A
XT =% [x,] - [X.] (167)

Em (166), [A] é uma matriz tridiagonal cujos elementos sdo matrizes quadradas
de ordem (m+2). Cada elemento genérico [AKK] de [A] é representado como descrito em
(168).

Considerando que a linha é representada por uma cascata de n circuitos =, 0 vetor

[B] possui dimensdo n(m+2).



53

- _
R, R R R 1
_ =0 1 2 m =
L, L, L, L, L,
R Ry 0
L, L,
[Al=] R 0 _R 0O 0
L L 0 0 (168)
Lm Lm
1 0 0 o _S&
e C |

No vetor representado em (167), um elemento genérico pode ser descrito como:

[XK]T =[i|<0 It iK2 iKm VKl] (169)
Os elementos do vetor explicito em (169) sdo descritos como:

i, €acorrente no indutor L, no K-ésimo circuito ©
i, €acorrente no indutor L, no K-ésimo circuito n
i, €acorrente em L,, no K-ésimo circuito «

i, €acorrenteem L, no K-ésimo circuito

Vv, € atensdo no capacitor no lado direito do K-ésimo circuito «

A equacéo de estado, que descreve uma linha representada por uma cascata de n
circuitos , pode entdo ser resolvida por meio de métodos numéricos (KUROKAWA et

al., 2006), como o de Euler e de Heun.
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2. OBJETIVO

O presente trabalho tem como primazia calcular transitorios de tensdes e correntes
no terminal de uma linha monofasica, composta por um Unico condutor. A linha foi
representada por meio de cascata de circuitos w (para linha com parametros fixos e
variaveis com a fregiiéncia) e variaveis de estado, levando em consideracdo o terminal
em diversas configuragdes: aberto, em curto e com uma carga equivalente a impedancia
caracteristica da linha. Tem-se ainda por escopo calcular o comportamento da linha, com
terminal ligado a uma carga com impedancia caracteristica, quando energizada por uma
descarga elétrica atmosférica sem a presenca do efeito corona, como simulado por
WEDY (2006).

3. MATERIAL E METODOS

A andlise realizada no presente relatorio é baseada em uma linha de transmisséo

de energia elétrica monofésica com 10 km de extensdo, cascata com 200 circuitos © e
resistividade em corrente continua de 0.05 Q km™. Foram também considerados 0s

seguintes parametros fisicos:

indutancia longitudinal de 1.73mH km™;
capacitancia longitudinal de 7.80nF km™;

conduténcia longitudinal de 0.556 S km™,

A linha é alimentada com uma tensdo de 20 kV no instante inicial, com um tempo
de simulacdo de 300 us e passo de calculo (entre 0 e 300 us) de 0.05 ps, resultando num
vetor com 6000 amostragens de tensdes e correntes no terminal final da linha.

Nas simulagdes utilizando cascata de circuitos = e variaveis de estado considerado
os efeitos solo e pelicular, utilizou-se tempo de simulacéo de 400 us e passo de calculo de
0.1 ps, resultando em um vetor com 4000 amostragens. Os valores dos elementos R e L

utilizados para sintetizar o efeito da freqliéncia sobre os parametros longitudinais da linha
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foram obtidos utilizando o método proposto por TAVARES (1998). Os valores das
resisténcias e indutancias obtidas através do método proposto por TAVARES (1998) sao
encontrados em KUROKAWA et al. (2006). A capacitancia e condutancia longitudinais
sdo as mesmas citadas anteriormente e a linha é representada, como a representagdo sem
influéncia da freqliéncia, por uma cascata com 200 circuitos .

Para analise de uma descarga elétrica atmosferica num dos terminais da linha,
considerou-se o terminal ligado a uma carga com impedancia caracteristica, tempo de
simulacdo de 70 ps e passo de calculo de 0.05 us, o que resultou num vetor de
amostragens de 1400 componentes. Foram analisadas as amostragens de tensdes e
correntes em cinco pontos na extensdo da linha: no inicio; no ponto a 2500 metros; a
5000 metros; 7500 metros e a 10000 metros.

Para resolucdo das equacBes de estado foi utilizado o método de integracédo
numérica trapezoidal (método de Heun).

Todos os algoritmos envolvidos nas simula¢des dos transitérios eletromagnéticos

deste trabalho foram desenvolvidos no software Matlab, nas verses 5.3, 6.1 e 7.1.

4. RESULTADOS E DISCUSSOES

4.1. Linha com Terminal Aberto

Considerando a linha de transmissdo esbocada na Figura 3, foram gerados o0s
seguintes graficos, considerando o terminal da linha aberto.

Verifica-se no gréfico da Figura 23, que de acordo com a equacao (56), a tenséo
no terminal da linha é duas vezes maior que a da fonte de alimentacdo da mesma.

Observa-se no grafico da Figura 24, agora considerando o efeito solo e pelicular,

que a tensdo também dobra de valor, como no grafico da Figura 23.
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Figura 23. Tensdo da linha de transmissdo com terminal aberto.

4

25r-

Tenséo (V)
N
T

1.5

05r

N — .

0 2 4
Tempo (s) x10*

Figura 24. Tensdo da linha de transmissdo com terminal aberto, levando em conta

o efeito da frequiéncia.

Observa-se no grafico da Figura 25 que a corrente da linha com terminal aberto

oscila em torno de zero, com pico proximo a 8 A.
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Figura 25. Corrente da linha de transmiss&do com terminal aberto.

Comparando os resultados obtidos, com e sem o efeito da freqiéncia, pode-se
verificar que no grafico da Figura 26 é observada uma oscilagdo menor dos valores da
corrente, se comparado com o gréfico da Figura 25, oscilando em torno do valor zero.

Vale ressaltar também, no grafico da Figura 26, um pico inicial de corrente de

aproximadamente 8 A, igual ao grafico da Figura 25.

Corrente (A)
N

-4 I
(o] 2 4
Tempo (s) x10™*

Figura 26. Corrente da linha de transmissdo com terminal aberto, considerando o efeito

da freqliéncia.
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4.2. Linha com Terminal em Curto-Circuito

Considerando a linha de transmissdo esbogada na Figura 6, com terminal ligado
em curto-circuito, foi possivel obter os seguintes resultados.
Verifica-se atraves da Figura 27, que a tensdo no terminal curto-circuitado

permanece nula durante toda a simulacéo, como previsto.

0.8 s

06 .

0.4t .

Tenséo (V)
o
I

-02f 4

0.4 R

06 B

1 | I I | ! I
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5

Tempo (s) % 10"

Figura 27. Tensdo no terminal da linha em curto-circuito.

Pode-se observar no grafico da Figura 28 os valores crescentes da corrente
relativa a linha com terminal configurado em curto-circuito.

A Figura 29 mostra o grafico da corrente levando em consideragdo o efeito da
freqliéncia.

Comparando os graficos das Figuras 28 e 29 pode-se observar semelhancas
plausiveis, como por exemplo, o tempo do primeiro degrau de corrente, observado em
ambos os graficos no tempo discreto de aproximadamente 0.04 us e a propor¢do mantida

entre as amostragens de corrente geradas nos dois métodos.
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Figura 28. Corrente no terminal da linha em curto-circuito.
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Figura 29. Corrente no terminal da linha em curto-circuito, levando em consideragéo o

efeito da frequéncia.
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4.3. Linha com Terminal Ligado a uma Carga Z.

Baseando-se na linha de transmissao ligada a uma carga equivalente a impedancia

caracteristica, mostrada na Figura 2, foi possivel obter os seguintes resultados.

x10

25K —

Tenséo (V)
(8]
T
1

0.5F b

Tempo (s) 4

x10

Figura 30. Tens&o da linha ligada a uma carga com impedancia Z..

Verifica-se através do grafico da Figura 30 que a tensdo no terminal da linha
estabiliza-se quase que instantaneamente em 20 kV, com um breve pico de tensdo de
aproximadamente 25 kV proximo ao tempo discreto de 0.04 ps.

A Figura 31 representa o grafico considerando o efeito da freqiiéncia sobre a

linha. A tensdo, como previsto, estabiliza-se muito proximo de 20 kV.
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A Figura 31 representa o grafico considerando o efeito da freqiiéncia sobre a

linha. A tensdo, como previsto, estabiliza-se muito proximo de 20 kV.
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Figura 32. Corrente da linha ligada a uma carga com impedancia Z. .
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Figura 33. Corrente da linha ligada a uma carga com impedancia Z., considerando o

efeito da frequiéncia.

Através das Figuras 32 e 33 pode-se comparar 0s resultados obtidos para corrente

na linha ligada a uma carga com impedancia Z. , sem e com os efeitos solo e pelicular

respectivamente.

4.4. Descarga Elétrica Atmosférica numa Linha Ligada a uma Carga Z.

Considerando uma linha com um terminal ligado a uma carga equivalente a

impedéancia caracteristica Z. e o outro terminal aberto e desenergizado, observa-se 0s

resultados obtidos na simulacdo de uma descarga atmosférica sobre o terminal aberto da

mesma.
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Figura 34. Tensdes na linha originadas por uma descarga elétrica atmosférica.

E possivel observar no grafico da Figura 34 as tensdes em cinco pontos distintos
na extensdo da linha, originadas por uma descarga elétrica atmosférica em uma das
extremidades. Verifica-se através da figura anterior, com cinco graficos com cores
distintas, o intervalo de tempo em que a onda de tenséo percorre toda extensao da linha.

O gréfico da Figura 35 mostra a corrente em diversos pontos da linha, mostrando

a progressdo da onda de corrente pela extensao da mesma em funcao do tempo.
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Figura 35. Correntes na linha originadas por uma descarga elétrica atmosférica.

5. CONCLUSAO

Foi demonstrado no presente trabalho grande parte da teoria envolvida na
simulagéo de linhas de transmisséo representadas por meio de cascata de circuitos m e
variaveis de estado, bem como a teoria completa sobre os métodos de integracéo
numeérica utilizados na resolugdo das equacdes de estado.

Foi possivel verificar, a partir dos resultados obtidos nas simulagdes da linha
configurada com terminal aberto, a acdo das ondas incidentes e refletidas sobre a tenséo e
corrente no terminal final da mesma. Observa-se a duplicacdo da tensdo da fonte,
resultante da soma dos modulos das ondas incidentes e refletidas de tensdo, que possuem
0 mesmo sinal e magnitude para uma linha com terminal aberto. A corrente oscila em

torno de zero durante toda a simulacdo devido a acdo de ondas incidentes e refletidas de
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corrente com mesma magnitude e sinais opostos, ou seja, as ondas se anulam resultando
em uma corrente igual a zero.

Nas simulagcdes envolvendo o efeito da freqliéncia, para linha com terminal
aberto, foram obtidos resultados com comportamento muito parecido aos obtidos sem
considerar o efeito da freqliéncia. Os resultados, considerando os efeitos solo e pelicular,
foram muito parecidos nos picos de tensdo e corrente durante os transitorios e na
magnitude dos valores esperados na estabilizacdo do sistema, porém com menores
oscilagBes durante a simulagéo.

Nos resultados das simulacdes relativas a linha com terminal configurado em
curto-circuito foi possivel observar a ocorréncia duma corrente crescente em degraus,
com e sem o efeito da fregiiéncia, e a tensdo no terminal zero. E possivel concluir a partir
dos resultados e a partir da teoria envolvendo as ondas viajantes em linhas de transmisséo
que, as ondas incidentes e refletidas de tensdo se anulam para uma linha curto-circuitada
e as ondas viajantes de corrente somam-se, duplicando o valor da corrente.

A partir dos resultados obtidos nas simulagfes da linha ligada a uma carga com

impedéancia Z., verifica-se que as ondas refletidas sdo nulas, ou seja, ndo ha reflexéo das

ondas incidentes de tensdo e corrente, resultando em uma tensdo sobre a carga igual a
tensdo gerada pela fonte, 20 kV, e corrente de aproximadamente 40 A. Os gréaficos
obtidos a partir do método considerando o efeito da frequéncia sdo bem proximos dos
obtidos sem o efeito da freqiiéncia. Observa-se apenas uma peguena variagdo da corrente
nos resultados obtidos para corrente, uma variagdo de 5 A aproximadamente para a
corrente apds 40 ms.

Nas simulagfes de uma descarga elétrica atmosférica sobre uma linha de
transmissdo desenergizada € possivel verificar a progressdo das ondas de tensdo e
corrente no decorrer da extensdo da linha, em funcdo do tempo. Conclui-se que as ondas
de tenséo e corrente se propagam aproximadamente na velocidade da luz pelo condutor

da linha de transmissao.
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