Fracdes continuas



Introducao

Objetivo: Construir R a partir de Q
Século XIX: limites de sequéncias.

Exemplo

m = 3,1415926535897932384626433832795028841971...

3<r <4
31 32
10 " 10
Pr Pk+1
10k <™ = 10k
Pk 1
™= 1okl < 107



Introducao

Exemplo

> a2 = 3,142857143

w2 L
TS 2000
> TR 332 = 3,14159292

355 1

™= 1131 < 3000000°



Definicao

Uma Fracao Continua simples é uma fracao da forma:

onde ag € Z, e a; € N,.
Denotamos esta expressdo por

[ao; a1, a2, -]



Propriedade

Dado x € R, existe (ak), tal que x = [ao; a1, - . .].

Vantagem: Podemos representar os nlimeros reais, usando
nimeros inteiros, que ndo depende da base.

Ideia: Inverter o numerador.
Sejam x € R, e ag = |x]. Entdo 0 < x — ag < 1.

Sexlzxfla),x1>1. Ex:ao—i—x—ll.

Andlogamente, se
a; = Lle, € Xo =

3 — 1
poprn entdo x» > 1, x1 = a1 + x5 ©

Continuando desta forma, temos duas opgoes:



» x € Q, se existe a, tal que x = [ag; a1, ..., an].
» x €1, sendo, i.e, x = [ag; a1, a2, . . .].
Exemplo
1
m=31+ : = [3;7,15, 1,293, 10,
7+
1
15+ -
1
293+
10 +
Observemos que
1 22
3+=-=—=1[3;7],
e que
1 355
3+ —— 3;7,15,1
+ 7+ -1 113 = I



Fracdo continua de um nidmero irracional

Toda expansdo em fracdes continuas infinita representa um
ndmero irracional.

Se
x = [ao; a1, a2, . . ],
o 1
Chamamos £ = a9 + , convergentes de x.
Ak 1
a +
_ 1
TLak—1t+ —
ak
Teorema

Para todo niimero irracional x a sequéncia infinita dos seus
convergentes verifica,
. Pk
lim — = x.
n—oo C/k

Logo existe uma sequéncia infinita de racionais que s3o
aproximagoes muito melhores para os irracionais.



Exemplos

Representacoes em fracGes continuas, muito mais simples.

1 1
V2=1+(V2-1)=1+ =1+
V241 1
2+
V241
2+
2+ —
Logo,

V2 =112



Exemplos

1+5 1
=14+
2 1++5
2

=[1;1].

e=[2:1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,...].

Ndmeros com representacdo em fracdes continuas infinitas
periddicas se denominam Irracionalidades Quadraticas, e sdo
solucdo de uma equac3o do tipo: ax? + bx + ¢ =0, onde a, b € Z.



ALGORITMO DE EUCLIDES

Dados p, g € Z, existem a,r € N com 0 < r < g, tais que

p=aq+r
Entdo, dado g € Q, temos
p =aoq + r; O<n<g
q =aiq + r; 0<n<n
n =axq + m; O<m<nm

fh—1 =antn; 0<rp<rp_1.



ALGORITMO DE EUCLIDES

Logo,
r
7:ao+71’ g:al+£,
q rn n
Portanto,
p 1
g N 1
a
1 . 1
ap-1+ —
an

Um nimero x € R é racional se, e somente se, possui uma
expansdo em fracoes continuas finita,



Interpretacao geométrica

Enchemos um retangulo de tamanho 1 x x com quadrados, sempre
colocando o maior quadrado possivel dentro do espaco ainda livre.

Os coeficientes ag, a1, ao, . .. indicam o nimero de quadrados de
cada tamanho.

Se os lados do retangulo sdo ¢ < d, entdo % =[1,2,2,1,...], pois
temos:

ap = 1 quadrado grande, a; = 2 quadrados menores, a, = 2
quadrados ainda menores, a3 = 1 quadrados ainda ainda menores,
e um ndimero grande n3o desenhado de quadrados ainda ainda
ainda menores.



	Frações contínuas

