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Prefacio

“A primeira regra do ensino é saber o que se

deve ensinar. A segunda, é saber um pouco

mais do que aquilo que se deve ensinar.”
George Polya

Este livrinho é uma re-edi¢do, modificada e bastante ampliada, de
outro que escrevi ha 20 anos e que foi publicado, em sucessivas
impressdes, pela SBM.

A reformulac¢io consiste no acréscimo de um novo capftulo,
vdrias notas histéricas, novos exercicios e uma revisido geral do
texto. Ela foi feita com vistas ao curso de treinamento para profes-
sores do segundo grau, cuja primeira fase ocorreu em janeiro de
1991, sob o patrocinio de VITAE.

Agradeco & paciente e perspicaz colaboracdo de Carlos Isnard,
Alciléa Augusto e Eduardo Wagner, vigilantes defensores da
clareza e da correcdo. A eles se deve uma consideravel melhora na
qualidade da apresentacio.

Elon Lages Lima



Introducao

Etimologicamente, geometria quer dizer medida da terra. Esta
denominagéo grega é justificada pelo historiador Herédoto (século
quinto A.C.), que atribui aos egipcios a origem dessa ciéncia.
Segundo ele, o imposto que pagavam os proprietdrios de terra no
Egito era diretamente proporcional & drea de cada lote. As cheias
do rio Nilo muitas vezes faziam desaparecer parte das terras dos
agricultores. Entédo os cobradores de imposto do faraé tinham que
recalcular cada drea a fim de que a cobranga fosse ajustada.
Também era preciso, para efeitos de comércio, que se soubesse
calcular o volume de cada depésito de grio.

Assim, o cdlculo de dreas e volumes é um assunto milenar,
cuja importancia se revelou muito cedo, mesmo em civilizagdes or-
ganizadas de modo simples em relagdo aos padrdes atuais.

Descobertas histéricas recentes revelaram que os conhecimen-
- tos matemsticos dos babilénios (denominagio genérica para os
diversos poves que, durante 3000 anos, ocuparam sucessivamente
a Mesopotamia, regido aproximadamente correspondente ao Iraque
de hoje) eram mais extensos e avangados que o dos egipcios. Isto é
particularmente verdadeiro em Algebra e nos calculos numéricos,
mas também ocorre em Geometria, onde além de conhecerem as
dreas e volumes de figuras geométricas simples, os babilonios
sabiam resolver problemas envolvendo a relagdo de Pitdgoras, que
lhes era familiar mil anos antes dos pitagéricos.

Portanto, quer no Egito quer na Babilonia, dreas e volumes
sdo as primeiras no¢bes geométricas a despertarem o interesse do
homem.,



Deve-se entretanto ressaltar enfaticamente que, para esses
povos precursores da Geometria, esta ndo era organizada nos mol-
des e padrdes légicos modernos. A idéia de que as afirmacges
precisam ser demonstradas ainda n#o havia ocorrido. Nos mais an-
tigos documentos babilénicos e egipcios (que datam de aproximada-
mente 1700 A.C.) hd apenas enunciados de problemas, e regras
apresentadas sob forma de receitas para resolver esses problemas,

Segundo se acredita, a partir de referéncias feitas por his-
toriadores da época, as primeiras demonstra¢des matemadticas
devem-se a Tales, que viveu no sexto século A.C. A partir dai,
durante 800 anos os gregos cultivaram e aperfeicoaram, com britho
invulgar, a Geometria organizada dedutivamente, com axiomas,
defini¢des, teoremas, corolarios etc. Esse modelo foi adotado pelas
geracdes subseqlientes e é assim que até hoje a Matemsdtica é
estruturada.

Um compéndio sistemdtico de Geometria deve portante
comegar com uma lista de conceitos primitivos, ndo definidos
(ligados a nogies geométricas, que tém a ver com espago ¢ forma) e
outra lista de proposi¢hes primitivas, ou axiomas, onde sdo enun-
ciados, sem demonstracéo, fatos relativos a esses conceitos. Em
seguida sdo introduzidas as definices e sdo demonstrados
teoremas, os quais fazem afirmagdes referentes aos objetos
geométricos, quer primitivos quer definidos.

Este livro, entretanto, ndo é feito assim. Ele néo tem inicio no
comeco (por uma questdo de principio...). Nosso objetivo é estudar a
nogdo de medida em Geometria sob seus aspectos uni, bi e
tridimensional, isto é, medida de segmentos de reta (comprimento),
de figuras planas (drea) e de figuras sélidas (volume). Veremos
como a medida dos objetos geométricos estd fortemente relacionada
com a idéia de niimero real e como, na realidade, a descoberta dos
nimeros irracionais se deu na Geometria e ndo na Aritmética ou
na Algebra. Mostraremos como os teoremas e 0s conceitos basicos
da Geometria sflo necessdrios para o estudo das dreas e dos
volumes, Acompanharemos a evolucéio € revelaremos as origens das

idéias fundamentais da Geometria. Faremos uma reviso da nocéo .

de semelhan¢a desde o principio e a aplicaremos repetidamente no
estudo das #reas e dos volumes. E concluiremos com uma
apresentac¢do, na linguagem e no estilo do século vinte, de resul-
tados obtidos por Arquimedes no segundo século AC. e
demonstrados por meio de métodos descobertos por Cavalieri no
século dezessete.

Mais explicitamente, o livro consta de quatro capitulos, cujo
contetidos passamos a descrever sucintamente.

O Capitulo 1 trata da medida de um segmento de reta. Nele se
mostra que o processo de comparar um segmento arbitrdrio com
outro fixado como unidade conduz aos diversos tipos de niimeros
reais positivos: inteiros, racionais e irracionais. A nogdo de segmen-
tos incomensuraveis é explicada e, no final, uma breve nota
histérica descreve como os matemadticos gregos enfrentaram a
questdo da incomensurabilidade.

O Capfitulo 2 aborda a nogéo de drea de uma figura plana. Séo
deduzidas as férmulas usuais para as dreas dos poligonos mais
simples e é apresentada a definigdo geral de drea de uma figura
plana. Na deduc¢do das formulas para as dreas do quadrado e do
retingulo é feita uma distin¢do cuidadosa entre os casos em que os
lados sdo comensurdveis ou incomensurdveis com a unidade de
comprimento adotada. O capitulo termina com uma nota histérica,
na qual se conta como as dreas sdo estudadas nos Elementos de
Euclides. Como subproduto desse relato, € apresentada a
demonstrac¢io dada por Euclides para o Teorema de Pitdgoras e é
esclarecida a razdo da sua escolha do argumento, & luz da
discussdo feita no Capitulo 1.

O Capitulo 3 contém uma exposi¢io da teoria da semelhanga,
gue ocupa um lugar central na Geometria Euclidiana. A definigdo
de semelhanca é dada “comme il faut”, é desenvolvida de modo a
conter a abordagem tradicional e ¢ aplicada para dar uma dedugéo
simples e conceitual da férmula para a area do circulo. Mostra-se
que ¢ nuimero x, definido como a drea de um circulo de raio 1, €
também a razdo entre os comprimentos da circunferéncia e do seu



didmetro. No final do capitulo ¢é feita uma crénica resumida sobre ¢
nimero x.

O livro termina, no Capitulo 4, com o estudo dos volumes dos

s6lidos geométricos. E dada a defini¢io geral de volume e sdo
deduzidas as férmulas para os volumes dos sélidos mais conhe-
cides. O principal instrumento de trabalho utilizado ¢ o Principio
de Cavalieri, com o qual se obtém, de modo simples e elegante, os
volumes dos sélidos que tém faces inclinadas, como prismas e
pirdmides, ou sélidos “redondos”, como cilindros, cones e esferas. O
uso sistemdtico do Principio de Cavalieri evita os argumentos
tradicionais, que requerem explicitas passagens ao limite, mesmo
para sélidos retilineos, como pirdmides de bases poligonais. As
dreas das superficies do cilindro, do cone e da esfera siio estudadas
da forma cldssica. Como de praxe, o capitulo termina com um
esbogo histérico da evolucdo das idéias nele apresentadas, com des-
taque para as contribui¢des de Arquimedes e Cavalieri.

Os conhecimentos que admitimos do leitor sdo, em verdade,
bem modestos. Supomos essencialmente que ele conheca os 3 casos
cldssicos de igualdade (melhor dizendo “congruéncia”) de
tridngulos, algo sobre retas paralelas, como por exemplo a igual-
dade de angulos com lados paralelos ou perpendiculares, o pos-
tulado de Euclides, segundo o qual por um ponto dado fora de uma
reta passa uma inica paralela a essa reta e o teorema de que a
soma dos dngulos internos de um tridngulo vale 2 retos. Todas
esgas coisas sd0 bem difundidas. Em todo caso, se o leitor precisar
refrescar sua memdria, minha recomendaciic é rever esses assun-
tos no livro de Jodo Lucas Barbosa, citado na lista de referéncias,
ao fim deste volume.

Depois de cada capitulo deste livro, h4 uma lista de exercicios
propostos. Apenas dois ou trés deles trazem ilustragdes. Os dese-
nhos das figuras geométricas sdo parte importantissima para a
compreensio, a fixacio e a imaginacéo criativa. Por isso considero
fundamental que o leitor, por si s6, desenhe a figura a partir do
enunciado do problema. Essa tarefa é parte do exercicio. Mesmo

que ndo consiga resolvé-lo de todo, o desenho ja é um resultado
positivo.

Em alguns exercicios, hd apenas um enunciado, sem nenhum
pedido explicito, como “prove”, “mostre” etc. Acrescente esse pedido
mentalmente.

Nio é demais repetir que uma atitude passiva na apren-
dizagem leva a um conhecimento incompleto, inseguro e efémero.
Para entender as diversas facetas do assunto, ganhar confianga e
gravar de modo permanente aquilo que se aprendeu ¢ necessiria a
experiéncia, repetida vdrias vezes, de transformar interrogagbes
em afirmacgdes (até mesmo - se possivel - exclamagdes!). E preciso
duvidar, questionar, indagar, conjeturar. Procurar caminhos, ima-
ginar construgdes, pesquisar interconexdes, forcar o raciocinio, e-
xercitar a mente. Esse processo é muito parecido com aquele que se
usa para desenvolver a musculatura, em casa, na praia ou nas
academias de gindstica. O principio é o mesmo. E a conclusdo é
igual: fazer exercicios. Temos pois que repetir aquilo que todo autor
de texto matemadtico diz na sua introdugdo: os exercicios fazem
parte integrante do livro.

O lado histérico das coisas aqui tratadas é um dos seus aspec-
tos mais relevantes, nio apenas porque ilustra e ameniza a apren-
dizagem, como também porque ajuda a entender a evolugdo das
idéias e o seu significado atual. As notas histéricas que apresen-
tamos sdo inevitavelmente breves. Esperamos que elas despertem o
interesse e agucem a curiosidade do leitor para leituras mais sub-
stanciais. Os livros de Aaboe, Boyer e Struik, citados na lista de
referéncias bibliogrificas, sdo o que ha de melhor em lingua por-
tuguesa sobre o assunto.



1. Comprimento

1. Medida de um segmento

Indicaremos com o simbolo A_ﬁ a medida do segmento de reta AB. A
medida, ou comprimento, AB é um mimero que deve exprimir
quantas vezes o segmento AB contém um segmento u, fixado
previamente, que se convencionou tomar como unidade de
comprimento, ou como segmento unitdrio.

A explicacdo que demos acima é bastante ilustrativa para ser-
vir de sugestdio, mas ndo serve como uma verdadeira definigéo
matemadtica porque ¢ demasiadamente vaga. Néo estd claro o sig-
nificado da expressfo “o mimero de vezes que o segmento AB
contém o segmento u”. Usando essa idéia vaga como guia, vamos
ver como se pode chegar a uma definigdo precisa do comprimento
de AB.

Comec¢amos fixando um segmento de reta u, que chamaremos
de segmento unitdrio. (Ou unidade de comprimento.) Por defini¢do,
o comprimento de u serd iguala 1.

Todos os segmentos de reta congruentes a u terdo (ainda por
defini¢fio)} 0 comprimento 1.

Dade um segmento de reta AB, se existir um ponto
intermedidrio C (situado em AB) tal que os segmentos AC e CB
sejam congruentes a u, entfio o comprimento de AB serd 2.
Escreveremos entéio AB =AC + CB = 2.

Mais geralmente, dado um nimero inteiro positivo n, se for
possivel obter n—1 pontos intermedidrios A1, A2, ..., An-1 no seg-



2 Comprimento

mento AB, de tal modo que os n segmentos AA1, A142, ..., An-1B
sejam todos congruentes ao segmento unitdrio u, entdo o com-
primento de AB serd n. Escreveremos neste caso:

. AE +AE+ ~+Ap-1B=n.
M Fig. 1

| 1 — 1 1 I . I

I " 1 ) [ H

A A1l Asg An B

Para descrever esta situagfo, diremos que AB =n porque AB
se decompde em n segmentos de reta justapostos, todos de com-
primento 1.

Estes sdo os segmentos de reta cujos comprimentos sdo
nimeros inteiros. Quando AB = n (n inteiro), é natural dizer que
AB contém n vezes o segmento unitdrio u.

E facil conseguir um segmento AB que nio contém o segmento
unitdrio # um nimero inteiro de vezes. Por exemplo, 0 segmento
AB pode_ser menor do que o segmento unitdrio 1. Neste caso, a
medida AB nio pode ser um ntimero inteiro. Como definir entéo o
comprimento de AB? ,

Facamos inicialmente uma hipétese. Suponhamos que, embora
AB nio contenha # um nmimero inteiro de vezes, exista entretanto
um segmento menor, w, tal que w esteja n vezes contidoem u e m
vezes contido em AB, sendo m e n niimeros inteiros.

O segmento w é o que se chama um submiiltiplo comum de AB
e u. Neste caso, dizemos que os segmentos AB e u sdo

hﬁ' Fig. 2 - O segmento unitaria v contém 3 vezes o segmento
w wenquanto AB contém 5vezes w. Logo AB = 5/3.
u
A B

W

Medida de um segmento 3

comensurdveis. Como w estd n vezes contido em u, é natural dizer
que a medida de w é 1/n e, portanto, que ¢ comprimento de AB é m
vezes 1/n, ou se)a, AB =m/n.

Em resumo: fixado o segmento unitdrio u, o comprimento de
um segmento AB é um numero racional m/n quando existe um
segmento w que esteja contido n vezes em u e m vezes em AB,
Neste caso, w chama-se um submiiltiplo comum de AB e u, e estes
dois segmentos se dizem comensurdveis.

Na pratica, como nossos olhos (ou mesmo os instrumentos
mais delicados de aferi¢gdo) tém um limite de percepcio (ou
precisio), sendo incapazes de distinguir dois pontos que, embora
distintos, achem-se situados a uma distdncia inferior a esse limite,
tudo se passa como se dois segmentos quaisquer fossem sempre
comensurdveis. Durante algum tempo se acreditava que, de fato,
néo existissem segmentos incomensuraveis.

Inicialmente, Pitdgoras e seus discipulos pensavam assim.
Eles mesmos, porém, descobriram o primeiro exemplo de um par de
segmentos incomensurdveis, isto é, segmentos que ndo possuem
um submuiltiplo comum. Esta descoberta causou enorme impacto
no desenvolvimento da Matemadtica grega.

O exemplo de Pitdgoras é bastante simples: se tomarmos o
lado de um quadrado como segmento unitdrio, a diagonal desse
quadrado nio pode ter comprimento racional.

Noutras palavras, ¢ lado e a diagonal de um quadrado sio
grandezas incomensuraveis,

Fig. 3 - Pitagoras e seus discipulos
descobriram que nenhum segmento de reta
que estefa contido um numero inteiro de
vazes no lado de um quadrado pode estar
também contido um ndmero inteiro de vezes
na diagonal desse quadrado.



4  Comprimento

A demonstragdo tradicional desse fato é a seguinte: se o lado e
a diagonal fossem comensurdveis, tomando o lado como unidade,
obteriamos para comprimento da diagonal um nimero racional
p/q.

Em virtude do Teorema de Pitdgoras (aplicado a um dos
triangulos retangulos da figura) temos:

P.2 2 2
=) =1+ 1%
(q)

ou seja

I
2 ¥
q
Dai resulta p? = 2q2.

Ora, a ultima igualdade acima & um absurdo. Com efeito, os
inteiros p2 e q? contém cada um dos seus fatores primos um
numero par de vezes, pois estdo elevados ao quadrado. Por con-
seguinte, 2q2 contém um nimero impar de fatores iguais a 2 e
assim ndo pode ser igual a p2.

Como definir entdo o comprimento de um segmento AB que é
incomensuravel com o segmento unitario u?

A medida de AB sera, neste caso, um niimero irracional.

E o que é um nimero irracional? A resposta niio é muito
simples. Enquanto um nimero racional tem uma expressao “exata”
como quociente p/g de dois nimeros inteiros, um numero ir-
racional fica determinado quando se conhecem seus valores
aproximados (os quais sfo nimeros racionais).

O matemadtico grego Eudéxio, o primeiro a lidar de modo
preciso com grandezas incomensurdveis, ja havia desenvolvido, h4
mais de 25 séculos, uma teoria que, em linguagem moderna, se
resume assim: para conhecer um nimero irracional x basta conhe-
Cer 08 numeros racionais menores do que x (suas aproximacdes por

falta) e os mimeros racionais maiores do que x (suas aproximacoes
por excesso).

com p e ¢ inteiros.

Medida de um segmento 5

Por exemplo, ¥2 (por definigéio: nimero positivo eujo quadrado
é 2) é um nudmero irracional, como vimos acima. Os varios proces-
sos de cdleulo da raiz quadrada nos permitem obter valores
racionais aproximados de V2 com erro tio pequeno quanto se
queira. Assim, podemos escrever 1,414 < V2 < 1,415. Isto significa
que ( 1,41«4)2 <2<(14 15)%, o que é correto, como qualquer pessoa
pode verificar.

As desigualdades 1,414 < V2 < 1,415 significam que 1,414 &
um valor aproximado por falta e 1,415 € um valor aproximado por
excesso para o numero irracional ¥2. Como 1,415 — 1,414 = 0,001
vemos que, ao substituirmos V2 por qualquer um desses valores
aproximados, cometemos um erro inferior a 1 milésimo. Assim,
1,414 é um valor aproximado de V2 com 3 algarismos decimais exa-
tos. (Em outras palavras, se escrevermos uma aproximag¢io por
falta de V2 com erro inferior a 0,001 os trés primeiros algarismos
decimais devem ser 414.)

Se desenvolvermos um mimero racional p/q em fragdo
decimal, dois casos podem ocorrer: ou obtemos uma fragfio decimal
exata (finita), como 3/8 = 0,375 ou entdo uma fracio decimal
periddica (infinita) como 4/11 = 0,363636... .

E reciprocamente, dada qualquer fracdo decimal periédica, e-
xiste sempre um numero racional (sua “geratriz”), do qual a
decimal dada é o desenvolvimento, (Ver, a respeito, “Meu Professor
de Matemstica” pags 196, 242 e 262.) Podemos entdo caracterizar
08 numeros irracionais como aqueles que, escritos como fraghes
decimais, possuem expressdes que nem sdo finitas nem periddicas.

Dada esta explicagio sobre nimeros irracionais, voltemos a
medida dos segmentos.

Temos um segmento AB. Sabemos que ele ndo é comensuravel
com a unidade de comprimento u. Sua medida AB é, portanto, um
ndmero irracional. Quais sdo os valores aproximados (por falta e
por excesso) desse nimero irracional AB?

Seja dado um numero inteiro positivo n. (Por exemplo, n =
1.000 ou n = um milh&oe.) Dividimos o segmento unitério u em n
partes iguais. Cada uma dessas partes é um segmento de com-
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primento 1/n. Seja w uma dessas. partes. Existe um inteiro positivo
m tal que AB contém m segmentos congruentes a w e ainda sobra
alguma coisa, mas m + 1 segmentos congruentes a w, justapostos,
formam um segmento maior do que AB. Quando isto ocorrer, tem-
se
m g M1
n

Ou seja, o nimero racional m/r é uma aproximagio por falta para
o comprimento de AB, com erro inferior a 1/n. Da mesma forma,
(m+1)/n é uma aproximagio por excesso do nimero irracional AB,
com erro inferior a 1/n.

1)
N
A

Fig. 4 - O segmento w ¢ um décimo da unidade . O segmento AB contém um potico mais do que
5 segmentos congruentes a w, porém ndo chega a conter 6. Logo o comprimento de AB satisfaz
05 <AB<08. Islo &, 0.5 e 0,6 sdo valores aproximados de AB, por falta e por excesso, ambos
com erro inferior 2 0,1.

Concluimos assim nossa discussio sobre a medida AB (ou
comprimento) de um segmento de reta AB. Essa medida pode ser
inteira, fraciondria ou irracional. Qs primeiros casos ocorrem quan-
do AB é comensurdvel com a unidade de comprimento escolhida. O
ultimo caso se dd quando AB e o segmento unitdrio séo
incomensurdveis, isto é, nio possuem um submiiltiplo comum.
Neste caso, dado qualquer inteiro n, podemos obter aproximagées
racionais m/n e (m + 1)/n, por falta e por excesso, para o com-
primento AB. O erro cometido é, portanto, inferior a 1/n. Como 1/n
pode se tornar um valor tdo pequeno quanto o desejemos, (bastando
para isso tomar n grande) vemos que é possivel obter valores
aproximados para AB com erro tdo insignificante quanto se queira.

Nota histérica, 7

2. Nota histérica.

Na concepg¢do atual, um nimero (real) € o resultado da comparagio
de uma grandeza com a unidade, que é uma grandeza da mesma
espécie, fixada como padrdo. H4 basicamente dois tipos de
grandeza: as discretas (como um rebanho) e as contfnuas {como o
tempo, o peso e a distancia). Comparar uma grandeza discreta com
a unidade significa efetuar uma coniagem; o resultado é sempre
um nidmero inteiro. Se, entretanto, a grandeza é continua,
compard-la com a unidade é medi-la; o resultado da comparacio
(medida) é um nimero real. Se a grandeza (continua) que se quer
medir é comensurdvel com a unidade escolhida, a medida é um
namero racional; se é incomensurdvel, sua medida é um namero
irracional.

Mas nem sempre as coisas foram assim.

A Matemadtica grega, primeiro modelo da Matemdtica como
ciéncia dedutiva, sintetizada magistralmente nos “Elementos” de
Euclides (terceiro século A.C.), ndo conhecia niimeros irracionais.
“Numero” significava nimero natural e mesmo uma fraciio p/q era
uma razio entre dois nimeros naturais. No Livro VII dos Elemen-
tos, Euclides define: “unidade € aquilo pelo qual cada objeto é um” e
“mimero € uma multitude de unidades”.

Evidentemente, desde Pitdgoras (quinto século A.C.) os gregos
tinham consciéncia de que existiam grandezas incomensurgveis,
isto &, de que inteiros e razdes entre inteiros ndo bastavam para
medir todas as grandezas; nem sequer para medir segmentos de
reta. Aristételes (quarto século A.C.), que ndo era matemdtico,
conta que os pitdgoricos constataram que “se a diagonal de um
quadrado fosse comensurdvel com o lado, 0 mesmo nimero poderia
ser simultaneamente par e impar”. [Na demonstra¢io dada acima
(se¢@o 1), o niimero a que se refere Aristételes é o nimero de vezes
em que o fator 2 aparece na decomposicéo de p® em fatores primos.)
Algumas edigbes antigas dos Elementos continham a prova da ir-
racionalidade de V2 com esse argumento resumido por Aristételes
mas sabe-se que se tratava de uma interpolacio. Fuclides nio
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precisava provar isto pois a Proposi¢do 9 do Livro X dos Elementos
estabelece que se um nimero (inteiro) nfo € quadrado de outro in-
teiro também nio é quadrado de uma fragio. Este fato permite con-
‘cluir imediatamente que V2, ¥3, V5 ete. sdo nimeros irracionais.

A descoberta de grandezas incomensurdveis foi um severo
golpe para os pitagdricos, que adotavam o lema: “Os mimeros (in-
teiros) governam o universo’. Eles ndo conseguiram resolver o im-
passe, uma saida para o qual foi fornecida um século depois por
Eudéxio. Em vez de solucionar o problema estendendo o conceito de
niimero, criando os niimeros reais, como se tem hoje, ele encontrou
uma solugdo diferente, seguida pelos matemsticos gregos
posteriores. Eudéxic manteve o principio de que a palavra
“nimero” significa nimero natural mas teve de desistir de medir
as grandezas, isto é, de exprimir por meio de um nimero o resul-
tado da comparagéio entre uma grandeza e a unidade adotada.

Para comparar duas grandezas da mesma espécie (dois com-
primentos, dois dngulos, duas 4dreas ou dois volumes), em vez de
nimero, Eudéxio adotou o conceito de “razdo entre duas gran-
dezas”. Claro, hoje em dia a razao entre duas grandezas é simples-
mente a medida de uma delas quando se toma a outra como
unidade, ou seja, é um numero real. Mas nfo era assim naquela
época.

Eudéxio desenvolveu a teoria das razdes entre grandezas de
forma logicamente impecdvel e Euclides a apresentou no Livro V
dos Elementos. As defini¢des bdsicas sdo as de igualdade e
desigualdade entre duas razdes.

Se A e B sio grandezas da mesma espécie, a notagiio A : B sig-
nifica a razdo entre A e B. Sejam X e Y também grandezas da
mesma espécie (mas nio necessariamente da mesma espécie que A
e B).

Diz-se que A:B=X:Y (e lé-se “A estd para B assim como X
estd para Y”) quando, dados nuimeros naturais arbitrarios mi, n,
tem-se n.A < m.B se, e somente se, n.X <m.Y.

Esta era a defini¢do de Eudéxio. Em linguagem de hoje, como
n.A < m.B significa '

Exercicios 9

A m

B n’
ela equivale a dizer que os niimeros reais A : B e X : Y sdo iguais se,
e somente se, todo nimero racional maior do que A : B é também
maior do que X:Y e todo nimero racional maior do que X:Y é
maior do que A : B.

Na linguagem de Euclides, a defini¢do era formulada assim:
“A:BeX:Y sdoiguais quando um equimiiltiplo qualquer de A e X
é ao mesmo tempo, e respectivamente, superior, igual ou inferior a
um equimultiplo de Be Y.

Voltando a Eudéxio, ele dizia (por defini¢do) que A:B<X:Y
gquando existern mimeros naturais m, n taisque n.A<mBem.X <
n.Y. Novamente, em termos de nimeros reais isto significa que o
nuimero real A : B é menor do que o mimero real X:Y quando ex-
iste um numero racional m/n tal que

A:B<%<X:Y.

Uma grave deficiéncia no formalismo criado por Eudéxio e
apresentado nos Elementos de Euclides era que nio se efetuavam
operagoes aritméticas com razdes.

O problema de estabelecer uma teoria rigorosa para a medida
das grandezas s6 veio a ser resolvido definitivamente com a
formulagdo correta do conceito de nimero real, com Dedekind,
Cantor e Weierstrass, no século 19. Curiosamente, a solugido en-
contrada estd muito préxima das idéias de Eudéxio.

3. Exercicios

1. A raiz quadrada de um niumero natural é um outro numero
natural ou entdo é um nimero irracional.

2. Prove que a soma e o produto de um niimero racional nio nulo
por um irracional sfo irracionais. D& exemplo de dois numeros
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irracionais positivos cuja soma e cujo produto sio numeros
naturais.

8. Se x, ¥, u e v sdo numeros racionais, prove que x + V2 = u + V2
se, e somente se, x=u ey=v.

4. Prove que a soma, a diferencga, o produto e o quociente de dois
nimeros da forma a + dV2, com a e b racionais, ainda é um nimero
desta forma.

5. Sejam dados dois segmentos de reta desiguais. Se, subtraindo
sucessivamente o menor do maior, o resto de cada subtragdo nunca

¢ um submultiplo do resto anterior (isto é o processo nunca
termina), entdo os segmentos sdo incomensurdveis.

6. Diz-se que o ponto C, sobre o segmento AB, divide AB em média
e extrema razdo quando AB /AC =AC / CB. Prove que a divisdo em
média e extrema razdo é hereditdria, no seguinte sentido: se o
ponto C divide o segmento AB em média e extrema razio ento,
tomando D tal the AD = CB, o ponto D divide o segmento AC em
média e estrema razao.

7. Aplicando o exercicio anterior, mostre que se C divide AB em
média e extrema razio entdo AC e AB sfo incomensursveis.

8. Calcule explicitamente o comprimento de um segmento que
divide o segmento unitdric em média e extrema razdo.

9. Use o exercicio 5 para provar que o lado e a diagonal do
quadrado sdo grandezas incomensuréveis.

9. Area

Trataremos agora de medir a por¢do do plano ocupada por uma
figura plana F. Para isso, compararemos F com a unidade de 4rea.
O resultado dessa comparacio sera um nimero, que devera
exprimir quantas vezes a figura F contém a unidade de 4rea.
Daremos aqui um significado preciso a esta idéia e estabeleceremos
as férmulas para as dreas das figuras geométricas mais conhecidas.

1. Area do quadrado e do retangulo.

O quadrado é o quadrildtero que tem os 4 lados iguais e os 4
angulos retos. Convencionaremos tomar como unidade de drea um
quadrado cujo lado mede uma unidade de comprimento. Ele serd
chamado o quadrado unitdrio.

Qualquer quadrado cujo lado mega 1 terd, por definicédo, drea
igual a 1.

Um quadrado @ cujo lado tem para medida o niimero inteiro n
pode ser decomposto, por meio de paralelas aos seus lados, em n?
quadrados justapostos, cada um deles com lado unitdrio e portanto

com drea 1. Segue-se que o quadrado @ deve ter drea nZ.

De modo anilogo, se o lado de um quadrado @ tem por medida
1/n, onde n é inteiro, entdo o quadrado unitdrio se decompde,
mediante paralelas aos seus lados, em n® quadrados justapostos,
todos congruentes a Q. Estes n? quadrados congruentes a @ com-
pondo um quadrado de drea 1, segue-se que a drea de @ deve satis-

fazer A condigio n? x(area de Q) =1 ¢, portanto, dreade @ =1/n 2
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Fig. 1. Quadrado de lado 6, decomposto em
62 = 36 quadrados unilarios.

Mais geralmente, se o lado de um quadrado € tem por medida
0 nimero racional m /n , entdo podemos decompor cada lado de @
em m segmentos, cada um dos quais tem comprimento 1/7.
Tragando paralelas aos lados de @ a partir dos pontos de divisio,
obtemos uma decomposigiio de @ em m?2 quadrados, cada um dos
quais tem lado 1/n. Portanto, a 4rea de cada um desses quadrados

menores é 1/n 2. Segue-se que a 4rea de @ deve ser

1 m?
mz(—z-) = —
n n

ou seja,

dreade @ = ( %)2.

Podemos entdo concluir que a drea de um quadrado @ cujo
lado tem para medida um nuimero racional @ = m/n é dada pela
expressio;

dreade @ = a2

Mas existem quadrados cujos lados sdo incomensurdveis com o
segmento unitdrio. Seja @ um desses: o lado de Q tem para medida
o numero irracional a. Mostraremos agora que, ainda neste caso,
deve-se ter drea de @ = a°.

><>€§§§
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Fig. 2. Nesta figura ha dois tipos de
quadrados: uns com lados in¢linados, outros
com lados horizontais ¢ verticais. Seja qual for
a unidade de comprimento escolhida, pelo
menos 0s quadrados de um tipo ém lado

L&

> \ irracional.

N N F /N

Raciocinaremos de modo indireto. Dado qualquer mimero
b < a® mostraremos que deve ser b < drea de @. Em seguida,

provaremos que a® < ¢ implica drea de @ < c. Isto mostrar4 que a

drea de @ ndo pode ser um niimero b menor nem um nimero ¢

: _ 2
maior do que a2. Portanto, concluiremos que a drea de @ = a”.

Demonstraremos somente a primeira parte deste argumento. A
segunda ¢ inteiramente andloga e por isso é deixada a cargo do
leitor.

Seja, pois, b um mimero tal que b < a?. Tomamos um nimero
racional r, inferior a @, porém, tdo préximo de a que se tenha

e 4 - Fig. 3. O quadrado de lado 1 esté contido no
quadrado Q, de lado a. Logo # < éreade Q.

Como Vb < r1,temos b < # <areade Q.
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b < r? < 42 (Basta tomar r, uma aproximagéo por falta de a, com

2

erro inferioraa — Vb.Entdo Vb < r < g eportanto b < r < g*)

No interior de €, tomamos um quadrado € de lado r. Como r é
racional, a drea deste quadrado é r. Como @ estd contido no inte-
rior de @, devemos ter 4rea de @ < 4rea de @, ou seja r? < 4rea de
Q. Mas sabemos que b < r®. Conclusio: b < 4rea de . Assim,

todo nuimero real b, inferior a a2, é também menor do que a drea de
€. Da mesma maneira se prova que todo mimero real ¢, maior do

que a2, é maior do que a drea de @. Logo, a drea de @ ndo pode ser
menor nem maior do que aZ. Por exclusdo, deve-se entio ter area
de @ = a?,

Concluimos, desta maneira, que a drea de um quadrado @,
cujo lado mede a, deve ser expressa pela formula

drea de @ = a2
Na férmula acima, @ é um mimero real qualquer: inteiro
fraciondrio ou irracional.

Observacio: Este modo de provar uma féormula mostrande que a
desigualdade é impossivel é devido a Eudéxio e é conhecido como o
método da exaustio.

Consideremos agora a drea do retdngulo. O retdngulo é o
quadrildtero que tem os quatro angulos retos.

Se 0s lados de um retingulo R tém para medidas os niimeros
inteiros m e n, entdo, mediante paralelas aos lades, podemos
decompor R em mn quadrades unitérios, de modo que se deve ter
dreade R = m.n.

Mais geralmente, se os lados do retangulo R tém como
medidas dois numeros racionais a e b, podemos escrever estes
nimeros como duas fragdes ¢ = p/g e b = r/q, com o0 mesmo
denominador ¢. Dividimos cada lado de R em segmentos de com-

Avea do quadrado e do refangule. 15

Fig. 4. Retangulo R, cujos Jados medem 5 e 8,
subdividido em 5 x 8 = 40 quadrados unitarios.

Tem-se dreade R = 8 x5 = 40.

primento 1/q. O lado que mede a ficard decomposto em p segmen-
tos justapostos, cada um deles medindo 1/g. O lado que mede &
ficard subdividido em r segmentos iguais, de comprimento 1/q.
Tracando paralelas aos lados a partir dos pontos de subdivisio, o
retangulo R ficard subdividido em pr quadrados, cada um deles de
lado 1/q. A drea de cada um desses quadradinhos ¢é

(1/¢)% = 1/q 2 Logo a rea de R devers ser igual a

L _Pr_Pp,
(pr)xq2 2" ¢

ou seja, dreade R = a - b.

Vemos assim que, quando os lados de um retingulo R tém
para medidas os nitmeros racionais a e b, a drea de R é expressa
pela férmula:

dreadeR =a-b.

Diz-se, entdo, que a drea do retangulo é o produto da base pela
altura.

Isto foi mostrado acima apenas quando a e b sdo mimeros
racionais, mas € uma férmula geral, vdlida mesmo que os nimeros
a e b sejam irracionais (ou um deles seja racional e o outro ir-
racional).

Para tratar o caso em que @ e b nio sdo ambos racionais,
poderiamos usar o método da exaustdio, de forma andloga ao
raciocinio empregado acima para deduzir a férmula para a drea do
quadrado. Em vez disso, entretanto, podemos usar um artificio
simples e elegante, fazendo recair a drea do retangulo na drea do
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quadrado. Procedendo assim, ficamos inclusive dispensados de con-
siderar separadamente o caso em que a base e a altura do
retdngulo tém medidas racionais.

Fig. 5. O quadrade Q coniém dois retanguios iguais a A
mais urm quadrado de lado a e outro de lado b,

Q

Dado o retangulo R, de base & e altura a, construimos o quad-
rado €, de lado a + b, 0 qual contém 2 cépias de R e mais dois quad-
rados, um de lado a e outro de lado &. Como sabemos,

dreade @ = (@ +b)% = a®+ 2ab + b2,

Por outro lado, como os quadrados menores tém dreas iguais a
a’e b? respectivamente, temos

dreade @ =a® +b% + 2 x (4rea de R).

Segue-se que dreade R = ab.
H4 ainda uma outra maneira de se chegar a férmula da 4rea
do retangulo. Ela nfo requer que se calcule primeiro a drea do

quadrado e se baseia na teoria das proporgdes, mais precisamente
no seguinte

Teorema. As dreas de dois retdngulos que tém alturas iguais
estdo entre si assim como suas bases.

Area do quadrado ¢ do retinguio. 17

Indiquemos com A (x,¥) a 4rea de um retangulo cuja base
mede x e cuja altura mede y. O teorema acima afirma que

A,y _ &
A,y «x

ou seja, escrevendo ¥’ = ¢ - x, vale:

Acx,y) = c. A, ).

Evidentemente, . qualquer um dos lados do retdngulo pode ser
considerado como base. Logo tem-se também:

A (x,d.y) =d-A (x)y)-

Segue-se entéo que
A,y =AxLy) =xAly =xAL,yDH) =xyA@L 1.

Ora, A (1,1) é a drea do retingulo de base e altura iguais a 1,
isto é, do quadrado unitdrio. Por defini¢do, A (1, 1) = 1. Portanto,
com base no teorema acima, concluimos que A (x,y) = x.y, isto é, a
drea do retingulo é o produto da base pela altura.

A demonstra¢io do Teorema acima tem duas partes, uma
geométrica e outra aritmética. A parte geométrica diz que, palta
todo nimero natural n, A (n . x,¥) = n.A (x, ), o que é 6bvio pois
o retingulo de base n.x e altura y é a reunido de n retangulos JIJS:
tapostos, todos de base x e altura y. Diz também que se x < x
entdo A (x,y) < A (x',y), 0 que é evidente porque, quande x < %, 0
retangulo de base x e altura y estd contido no interior do retangulo
de base x" e altura y.

A parte aritmética da demonstragido é uma reformulacdo, em
termos numeéricos, do argumento que chamamos anteriormente de
“método da exaustdo”. Trata-se do seguinte. Indiquemos com R* o

conjunto dos niimeros reais positivos. Seja £: R*>R" uma fung¢ao
crescente, tal que £ (n.x) = n.f{x) para todo niimero natural n e todo

niimero real x > 0. Entdo vale também f(cx) = cflx) para
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quaisquer ¢ > 0 e x > O reais. Para a demonstracio desta
afirmagéo, veja o livro “Meu Professor de Matematica”, pagina 164.

2. Area do paralelogramo e do triangulo

Da drea do reténgulo, passa-se facilmente para a drea do
paralelogramo. Um paralelogramo é um quadrildtero no qual os
lados opostos sdo paralelos.

Quando se toma um lado do paralelogramo como base, chama-
se altura do paralelogramo a um segmento de perpendicular que
liga a base ao lado oposto (ou ao seu prolongamento).

/ Fig. 6. No paralelogramo ABDC, baixamos uma
perpendicular do ponto C & base AB. O segmento CE é
X /S uma altura do paralelogramo. Se tomassemos outra
-— perpendicular €' £, figando CD a AB, teriamos outra
c/ = D altura. Evidentemente, como ABe CD séo paralelos,
| -~ CE=TCF, ou seja, todas as alturas relativas 4 base AB
| ~~— tém o mesmo comprimento, Poderiamos ter
| Y  considerado ¢ lado BD como base. Entao XY,
|
I

perpendicular a AC e BD, seria uma altura, relativa a
base BD. E claro que XY ndo precisa ter o mesmo
comprimento que as alturas relativas a base AB.

|
I
I
I
E E B

Seja ABDC um paralelogramo, cuja drea S queremos calcular,
sabendo que sua base AB tem comprimento & e sua altura DE tem
comprimento a. '

F
Fig. 7. O retanguko AEDF, cuja < D

area vale ba+ ca, é formado pelo
paralelogramo, cuja drea S se
deseja calcular, mais dois
iridngulos que, colocados juntos a
direita, formam um retdnguio de S ¢ @
base ce altura a.
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O paralelogramo ABDC estd contido num retdngule de base
b+c e altura a. Como vimos, a drea desse retangulo ¢
(b +¢)a =ba +ca. Por outro lado, o retdngulo é formado pelo
paralelogramo dado mais dois tridngulos que, juntos, formam um
retdngulo de drea ca. Portanto ba + ca =S +ca, donde S = ba.

Assim, a drea de um paralelogramo ¢ igual ao produto do com-
primento de qualquer uma de suas bases pelo comprimento da al-
tura correspondente.

Em particular, vemos que o produto do comprimento de
qualquer base de um paralelogramo pelo comprimento da altura
correspondente é constante (ndo depende da base escolhida).

Vemos também que, dadas as retas paralelas r; s e 0 segmento
AB sobre r, todos os paralelogramos ABDC, com C e D sobre a reta
s, tém a mesma 4rea. (Faca uma figura ilustrando esse fato.)

Da drea do paralelogramo, passa-se imediatamente para a
drea do tridingulo, pois todo tridngulo é a metade de um
paralelogramo.

Mais precisamente, dado um tridngulo ABC, cuja drea
desejamos calcular, tracamos, pelos vértices C e B, respectiva-
mente, paralelas aos lados AB e AC. Estas retas se encontram no
ponto D e fornecem um paralelogramo ABDC. Tomemos a altura
CE deste paralelogramo. Se AB = b ¢ CE = a, sabemos que a drea
de ABDC = ba. Ora, os tridngulos ABC e BCD s3o congruentes
(tém um lado comum compreendido entre dois 4ngulos iguais), loge

Fig. 8. Os tridngulos ABC e BCD sfo

congruentes (pois tém um lado comum,
compreendido enlre dois dngulos iguais),
logo tém a mesma area.
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tém a mesma drea. Portanto, drea de ABDC = 2 X (drea de ABC) e
por conseguinte:

drea de ABC = -;— ba.

Isto se exprime dizendo que a 4rea de um tridngulo é a metade
do produto de uma base pela altura correspondente.

Num tridngulo, temos 3 escolhas para a base b e, portanto, 3
escolhas para a altura a. Seja qual for a escolha, o produto b.a serd
o mesmo, pois, em cada caso ele fornece o dobro da drea do
triangulo.

Sejam r e s retas paralelas e b um nimero real positivo.
Segue-se da férmula acima que todos os tridngulos ABC com
vértice A sobre r, base BC sobre s e BC = b, tém a mesma drea.
(Faca uma figura ilustrando esta afirmagfo.)

Para um poligono qualquer, o processo de calcular sua drea
consiste em subdividi-lo em tridngulos, paralelogramos ou
quaisquer outras figuras cujas dreas sabemos calcular. A drea do
poligono procurada serd a soma das dreas das figuras em que o
decompusemeos.

Por exemplo, seja ABDC um trapézio. Isto significa que AB e
CD sio paralelos.

Escrevamos AB = b1, CD = b2 e chamemos de @ a distancia

entre as paralelas AB e CD, isto é, o comprimento de qualquer per-
pendicular ligando um ponto da reta AB a um ponto da reta CD.

c D Fig. 9.
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A diagonal AD decompde o trapézio nos tridngulos ABD ¢
ACD, com bases b1 e b2 respectivamente, e mesma altura a. A drea
do trapézio ABDC é a soma das dreas desses dois tridnguloes, logo

area de ABDC = aén +a§2 = bl;b2 Xa

Assim, a drea do trapézio é igual 2 semi-soma das bases vezes
a altura.

Observaciio. O método acima utilizade para calcular dreas de
paralelogramos, tridngulos e trapézios (cortar e deslocar) pode ser
ana}isado de forma interessante e divertida. Veja “Poligonos
equidecomponiveis”, na Revista do Professor de Matemadtica
ntmero 11 (1987), pagina 19. ’

3. Definicéio geral de drea

Nosf pardgrafos anteriores, mostramos que se pode associar a cada
poligono P um nimero real nio-negativo, chamado a drea de P,
com as seguintes propriedades:

1) Poligonos congruentes tém dreas iguais.
2) Se P é um quadrado com lado unitdrio, entiio dreade P = 1.

3) Se P pode ser decomposto como reunido de n poligonos
Py, ..., Py tais que dois quaisquer deles tém em comum no

maximo alguns lados, entdo a d4rea de P é a soma das dreas
dos P;.

~Segue-se de 3) que se o poligono P estd contido no poligono @
entfio a drea de P é menor do que a 4rea de @.

Se observarmos bem, notaremos que as férmulas para as dreas

do quadrado, do retangulo, do paralelogramo, do tridngulo e do

trapézio, que obtivemos acima, foram todas deduzidas a partir des-
tas 3 propriedades.
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Entretanto, ndo demos ainda uma defini¢io geral para a drea
de uma figura plana. Em particular, ndo sabemos como obter a
4rea do circulo, da elipse, etc.

‘Vejamos agora como se define a drea de uma figura plana F
arbitrdria.

A drea da figura plana F deve ser um nimero real néo-
negativo, que indicaremos com a(F). Ele ficard bem determinado se
conhecermos seus valores aproximados, por falta ou por excesso.

Os valores de a(F) aproximados por falta sdo, por defini¢do, as
dreas dos poligonos P contidos em F. Os valores de a(F)
aproximados por excesso sdo as dreas dos poligonos P’ que contém
F. Por conseguinte, quaisquer que sejam os poligonos P (contido em
F) e P’ (contendo F), o mimero a(F) satisfaz as desigualdades

aP) < aF) <a(P).

Por simplicidade, em vez de considerarmos poligonos
quaisquer, limitaremos nossa atengdo aos poligonos retangulares,
para os quais é mais facil calcular a édrea.

Um poligono retangular é a reunidio de varios retangulos jus-
tapostos (isto é, dois desses retdngulos tém em comum no maximo

Fig. 10. Uma figura plana F {negra),
contida num poligono P’ e contendo
um poligono P. Adreade Pé uma
aproximag4o por falta e a drea de P
uma aproximagao por excesso, para
aéreade F.
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um lado). A drea de um poligono retangular é a soma das dreas dos
retingulos que o compdem,

Ainda para maior simplicidade, limitaremos nossa atencéo a
poligonos retangulares contidos na figura F cuja drea desejamos
calcular. Em outras palavras, consideraremos apenas valores
aproximados por falta para o nimero real a(F).

Assim, definiremos a drea da figura F como o nimero real
cujas aproximagdes por falta sdo as dreas dos poligonos retan-
gulares contidos em F.

Isto significa que, para todo poligono retangular P, contido em
F, tem-se
a(P) < a(F).

Além disso, dado qualquer numero b <a(F), existe um poligono
retangular P, contido em F, tal que

b <a(P) <a(F).

Fig. 11. Poligona retangular P contido
numa figura plana F. Adrea de Pé um
valor aproximacio por falta da area de F.

Poderiamos, também, ter definido a drea de F como o nimero
real cujas aproximac¢des por excesso sdo as 4reas dos poligonos
retangulares que contém F.

Mas adotaremos neste texto a definigdo anterior, com
aproximacgéo por falta.
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4. Nota histérica

Como vimos no Capitulo 1, ndo se medem segmentos de reta
noé Elementos de Euclides, pois hd segmentos incomensurdveis
com qualquer unidade que se adote mas nédo havia entdo nimeros
irracionais para representar seus comprimentos. A comparacio
entre dois segmentos se fazia mediante o conceito de razdo entre
eles, mas razdes entre grandezas nio eram consideradas como
nimeros. Analogamente, nio havia medida de 4reas na
Matematica grega organizada como ciéncia dedutiva.

Na realidade, Euclides nem sequer se deu ao trabalho de
definir drea.

Nos Elementos, duas figuras sdo chamadas “iguais” quando
tém a mesma magnitude, isto €, 0 mesmo comprimento se sdo seg-
mentos, a mesma Area se sdo figuras planas, o mesmo volume se
sdo s6lidos, ou a mesma abertura se sdo angulos.

A nocdo de figuras congruentes (aquelas que coincidem por
superposiciio) s6 veio a ter interesse independente em Geometria
muito depois.

Para Euclides, a coincidéncia de duas figuras planas por
superposi¢do era um passo intermedidrio para concluir a igualdade
de suas dreas. (Com efeito, 0 Axioma 4 dos Elementos diz:“Duas
figuras que coincidem por superposi¢io sdo iguais”.) Assim, era im-
portante para ele dispor de critérios que assegurassem a super-
ponibilidade, por exemplo, de dois triangulos. (Os 3 casos
familiares de “igualdade de tridngulos”.) Cumpridas essas
condigdes, o Axioma 4 garantiria a mesma drea para os tridngulos
dados.

Evidentemente, para segmentos de reta, serem congruentes é
0 mesmo que terem a mesma medida. Mas dois tridngulos ou dois
paralelogramos podem ter bases e alturas iguais sem serem con-
gruentes.

Portanto, quando Euclides enuncia que tridngulos ou
paralelogramos com bases iguais e situados entre as mesmas
paralelas sdo iguais, o significado desta iltima palavra “iguais” é
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de que as figuras em questdo tém a mesma 4rea. E a demonstragéio
se faz por meio de decomposi¢io em figuras congruentes, como
fizemos na se¢do 2 acima.

Este fato € suficiente para permitir a Euclides demonstrar o
Teorema de Pitdgoras ainda no primeiro dos treze livros dos
Elementos, sem fazer apelo a razdes e propor¢ies, das quais s6 vem
a tratar no Livro V.

Como se sabe, 0 Teorema de Pitdgoras afirma que em todo
tridngulo retdngulo, a drea do quadrado que tem como lado a
hipotenusa € igual a4 soma das dreas dos quadrados que tém como
lados os catetos.

E a seguinte a demonstra¢éo de Euclides:

No triangulo retangulo ABC, para provar que a drea do qua-
drado construido sobre a hipotenusa BC ¢ igual & soma das dreas
dos quadrados construidos sobre os catetos AB e AC, Euclides traga
AF perpendicular a BC e a prolonga até G. Traca também AE e CD.

Os tridngulos ABE e CBD tém a mesma drea porque sio con-
gruentes (um angulo igual entre dois lados iguais). Os tridngulos

’f‘~~~

-
’ ‘~‘n

Fig. 12. Euclides preferiu demonstrar o Teorema
de Pitigoras com base nesta figura porque assim
ndo usaria a teoria das proporgbes.
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ABE e FEB tém dreas iguais pois tém a mesma base e alturas
iguais. Assim, a 4rea de ABE ¢é a metade da drea do retingulo
BEGF.,

: ~Analogamente, CDB tem &rea igual 3 de ADB, que é a metade
do quadrado ABDH. Segue-se que a 4rea deste quadrado é igual 3
drea do retdngulo BEGF.

Do mesmo modo se mostra que a 4drea do quadrado e do
retdngulo hachurados verticalmente na figura sdo iguais. Dai
resulta o Teorema de Pitdgoras.

Depois disso, Euclides volta a falar de d4reas no Livroe VI, para
provar que (as dreas de) tridngulos ou paralelogramos com alturas
iguais estdo entre si assim como suas bases, que (as dreas de) dois
poligonos semelhantes estdo entre si assim como os quadrados de
dois lados homélogos e, quase no fim dos Elementos, (Livro XII)
para demonstrar que (as dreas de) dois circulos estio entre si assim
como os quadrados dos seus didmetros.

5. Um comentdrio de Proclus

Proclus (410-485 D.C.) foi autor de um livro de comentdrios sobre o
Livro I dos Elementos de Euclides, onde explica, comenta e analisa
as proposigées do Livro I. A respeito da demonstragio acima,
Proclus escreveu o seguinte:

“Se dermos ouvidos aos que relatam Histéria Antiga,
acharemos alguns que atribuem este teorema a Pitdgoras e dizem
que ele sacrificou um boi pela descoberta. De minha parte, embora
admire aqueles que primeiro tomaram conhecimento da verdade
deste teorema, me maravilho mais com o autor dos Elementos, ndo
somente porque ele o estabeleceu mediante a demonstragio mais
licida, mas porque ele insistiu no teorema mais geral, pelos
irrefutdveis argumentos cientificos do Livro VI”,

O “teorema mais geral” a que se refere Proclus é a proposigéo
31 do Livro VI, cujo enunciado é: “Em todo tridngulo retangulo, a
figura construida sobre a hipotenusa ¢ igual as figuras semelhan-
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tes e semelhantemente dispostas sobre os catetos”. (Aqui, “igual as”
significa “tem 4rea igual 4 soma das dreas das”.) Vide Exercicio 13
do Capitulo 3.

Os “irrefutdveis argumentos cientificos do Livro VI” constitu-
em a teoria da semelhanga.

6. Exercicios

1. Um losango é um quadrildtero que tem os quatro lados iguais.
Prove que todo losango é um paralelogramo e que um quadrildtero
é um losango se, e somente se, suas diagonais sio perpendiculares
e se cortam mutuamente ac meio.

2. Mostre que a drea de um losango ¢ igual & metade do produto
das diagonais.

8. Prolongando os lados néo paralelos, considere o trapézio de bases
b, b e altura a como diferenca entre um tridngulo de base b e
altura a + ¢’ e um tridngulo de base &’ e altura a’. Obtenha assim
uma outra férmula para a drea do trapézio. Compare-a com a que
foi provada no texto.

4. Sejam E e F os pontos médios dos lados néo paralelos do trapézio
ABDC. Prove que

drea(ABF) + drea(CDF) = drea(AEF) + area(CEF),

5. Chama-se base média de um trapézio ao segmento de reta que
une os pontos médios dos lados nio paralelos. Prove que a drea do
trapézio é igual ao produto da base média pela altura.

6. Por um ponto arbitrario da diagonal de um paralelogramo, trace
duas paralelas aos lados, decompondo-o assim em 4 paralelogramos
menores (desenhe a figura). Dois deles tém 4reas iguais.
Identifique-os e prove a afirmagdo.

7. Sejam dados os nimeros reais positivos a, b e c. Caminhando
sempre para a direita e para baixo, trace uma poligonal cujos 4
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lados, alternadamente horizontais e verticais, medem a, b, ¢ e x,
onde x é tomado de forma que o primeiro, terceiro e o quinto
(dltimo) vértice da poligonal estejam em linha reta. Complete a
figura de modo a obter um retangulo de base a + ¢ e altura b +x.
Use o exercicio anterior para concluir que a/b=c/x. Método

geométrico para achar a quarta proporcional entre 3 niimeros
dados.)

8. No tridngulo ABC, se o angule ZA é obtuso (respect. agﬁdo)
entdo a drea do quadrado construido sobre o lado BC é maior
(respect. menor) do que a soma das 4reas dos quadrados
construidos sobre os lados AB e AC. Conclua dafi a reciproca do
Teorema de Pitigoras.

9. No plano I considere o sistema de coordenadas cartesianas,
definido por dois eixos ortogonais OX e QY. Dados os nimeros reais
positivos a e b, defina a fungéo £ IT — I requerendo que AP) = P,
onde P = (x, y) e P’ = (ax, by). Prove que uma figura F qualquer do
plano I1 é transformada por f numa figura F cuja drea é igual a ab
vezes a area de F,

10. Como no exercicio anterior, considere um sistema de eixos
ortogonai no plano I1. Prove:

a) Que o ponto P = (x, y) pertence ao circulo C de centro O e raio
1 se, ¢ somente se, x> + yzsl.

b) Que a fun¢do do exercicio anterior transforma o circulo C na
figura E formada pelos pontos P = (x, y) tais que

2 ¥
=+=—=<1,
a  b?

11. A figura E do exercicio 10 chama-se uma elipse cujos eixos
medem 2a e 2b. Suponha a 2 b. Os pontos A = (¢, 0) e A’ = (c, 0),
com ¢ =Va®- b2, chamam-se focos da elipse. Prove que o ponto
P = (x, y) pertence 2 elipse se, e somente se, PA + PA" < 2a.
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Conclua que a drea da elipse de eixos 2a e 2b é igual a ab vezes a
grea do circulo de raio 1.

12. A 4rea do quadrado inscrito num circulo € igual & metade da
srea do quadrado circunscrito no mesmo circulo.

18. Prove que as trés medianas de um tridngulo o decompgem em
seis tridngulos menores com dreas iguais.

14. Prove que os pontos médios dos lados de um quadrildtero
qualquer sio os vértices de um paralelogramo cuja drea é a metade
da drea do quadrildtero dado.

15. Sejam W, X, Y e Z pontos situados sobre cada um dos quatro
lados de um retingulo. Suponha que o segmento WX seja paralelo
as bases desse retdngulo. Mostre que o quadrildtero que tem W, X,
Y e Z como vértices tem drea igual 4 metade da drea do retangulo.

16. Sejam A, B, C e D vértices consecutivos de um poligono com n
lados. Pelo ponto B, trace uma paralela 4 diagonal AC. Seja E a
interseciio dessa paralela com o prolongamento do lado DC.
Substitua os lados AB, BC e CD por AE e ED. Mostre que assim se
obtém um poligono com n — 1 lados, de mesma drea que o anterior.
Prossiga, até concluir que se pode construir geometricamente um
tridngulo com mesma drea que um poligono convexo dado.

17. Calcule a drea do hexdgono regular de lado I.

18. Num tridngulo is6sceles de base b e dois lades iguais a 1, sejaa
a altura baixada a partir de um dos vértices da base. Mostre que se
tem

b2=2-2v1-¢2,

Conclua dai que se [n é o comprimento do lado de um poligono
regular de n lados inscrito num circulo de raio 1 entéao

12 =2-V4-12.
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19. Um tridngulo retdngulo tem catetos de comprimentos 1 e L. A
partir do vértice do angulo reto, ao longo do cateto L, toma-se um
segmento de comprimento x tal que a perpendicular baixada da
ex.tremldade desse segmento sobre a hipotenusa também tem
comprimento x. Mostre que x = (-1 + V1 +L2)/L. Conclua dai que

s.e Ln é o comprimento do lado do poligono regular de » lados
circunscrito ao circulo de raio 1 entio

Lon=(~4+2V4 +L2)/L,.

3. Semelhanca e Areas

1. Introducéo

A noc¢do de semelhanca corresponde & idéia natural de “mudanca
de escala”, isto é, ampliagdo ou redugfio de uma figura alterando
seu tamanho sem modificar suas proporgoes.

No estudo tradicional da Geometria, o conceito de semelhanga,
principalmente de tridngulos, ocupa um lugar bem destacado. Os
livros em geral definem tridngulos semelhantes como aqueles que
tém “angulos iguais e lados homdlogos proporcionais”. Esta
definigéio se estende literalmente para poligonos.

Entretanto, em muitas situagdes, gostariamos de dizer que
duas figuras sdo semelhantes embora elas ndo sejam poligonos. Por
exemplo, a foto ampliada de uma pessoa é semelhante & figura que
estd no filme antes da reprodugdo; as imagens na tela de um
cinema séo semelhantes as da pelicula que estd sendo projetada e
uma bola de gude é semelhante a uma bola de bilhar.

Nos exemplos acima, como em muitos outros, nio podemos
aplicar a definicdo de semelhan¢a comumente encontrada nos li-
vros porgue nio h4 angulos nem lados para comparar.

Mesmo num curso de Geometria, a maneira mais natural de
obter a férmula da drea de um circulo comeca com a observagéo de
que dois circulos quaisquer sdo figuras semelhantes. Mas tal
observagéio 86 pode ser feita se contarmos com uma definigdo de
semelhan¢a que ndo se baseie em angulos e lados pois estas coisas
néo existem num circulo.
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A Geometria que se estuda hoje nas escolas provém de um
livro extraordingrio, intitulado “Elementos”, escrito hd cerca de
2.300 anos por um professor da Universidade de Alexandria
chamado Euclides. Desde entdo, os Elementos de Euclides foram
publicados em mais de um milhar de edigbes, nas mais diversas
linguas, antigas e modernas. Até recentemente ainda eram usados
nas escolas da Europa. Os textos atuais de Geometria que o substi-
tuem sdo todos modelados nessa obra imortal, onde pela primeira
vez se organizou, de modo sistem4tico e com refinado bom gosto, o
conhecimento matem4tico da época.

Muitas vezes, ao percebermos deficiéncias ou impropriedades
no tratamento de certos tépicos em compéndios de hoje, recorremos
as origens, consultando Euclides para ver como as idéias nasceram.

Que diz Euclides sobre semelhanca?

Os Elementos sdo organizados em treze livros. O Livro VI é
dedicado & nogio de semelhanca. Ele abre com a seguinte definigéo:

“Figuras retilineas semelhantes sgo aquelas cujos 4ngulos sdo
iguais e os lados que compreendem 4ngulos iguais sio propor-
cionais”.

No Livro XI, onde tomeca a ser estudada a Geometria no
€spaco, ocorre nova defini¢io: “ chamam-se figuras sélidas seme-
lhantes as figuras limitadas por um nimero igual de figuras planas
semelhantes”,

Numa iinica outra ocasido Euclides fala em figuras semelhan-
tes ndo limitadas inteiramente por lados retos ou faces planas. E
no Livro III, dedicado ao estudo do circulo. Ali, dois segmentos de
circulo sdo chamados semelhantes quando os angulos centrais
neles inscritos sdo iguais. Mas esta é uma definicdo isolada e
especifica. Serve apenas para provar que dois segmentos semelhan-
tes que subtendem cordas iguais sdo congruentes. E o assunto
morre af.

Mas nio é preciso recuar tanto assim, Ha muito tempo que se
conhece a definiggio correta e geral de semelhanca. Ela € extrema-
mente simples e permite que se desenvolva toda a teoria elemen-
tarmente. Nossos livros did4ticos poderiam adotd-la com

! Asieiste dasenekanvaitdRa
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vantagens, Assim fazendo, evitariam um tratamento incompleto,
no qual se d4 uma defini¢do vdlida apenas para poligonos enquanto
a maior parte dos exemplos com que nos deparamos nio se en-

quadra nessa categoria.

Faremos a seguir, de forma resumida, uma apresentaciio do

topico “semelhancga” sob o ponto de vista que julgamos mais ade-
quado.

2. A definicsio de semelhanca

Sejam F e F’ figuras, do plano ou do espago, e r um mimero real
positivo.

Diz-se que F e F séo semelhantes, com razdo de semelhanca r,
quando existe uma correspondéncia biunivoca ¢ : F — F’, entre os
pontos de F ¢ os pontos de F’, com a seguinte propriedade:

se X, Y sdo pontos quaisquer de F e
X =0(X),Y =o(Y) sdo seus correspondentes em F’
entdo XY’ = r. XY.

A correspondéncia biunivoca 6 : F — F’, com esta propriedade
de multiplicar as distancias pelo fator constante r, chama-se uma
semelhanca de razdo r entre F e F'. Se X’ = 6(X), diz-se que os pon-

tos X e X’ sdo homdélogos. _ ' .
Evidentemente, toda figura é semelhante a si prépria, pois a

func¢io identidade o : F — F* é uma semelhanca de razio 1.

Fig.1
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Também, se F é semelhante a F' entdo F' é semelhante a F

pois, dada uma semelhanca o : F — F’ de razdo r, a fun¢io inversa
o 1:F - F ¢ uma semelhanca de razio 1/r.

‘Tem-se ainda transitividade: se F é semelhante 2 F' ¢ F' é
semelhante a F” entdo F € semelhante a F”. Com efeito, se
G:F o F e o:F — F”’ sdo semelhancas, de razdes r e r’ respec-
tivamente, entdo a fun¢do composta 6’,6:F > P” é uma
semethancga de razéo r.r',

Uma semelhanga de razéo 1 chama-se uma isometria. Portan-

to, uma isometria ¢ : ¥ — F' é uma correspondéncia biunivoca tal
que, para quaisquer pontos X, Y em F, a distincia de X’=6(X) a
Y =o(Y) é igual & distAnciade X a Y.

Quando existe uma isometria entre as figuras F e F', diz-se
que estas sdo congruentes.

Um exemplo simples de figuras semelhantes é dado por dois
segmentos de reta arbitrarios AB e CD. Se CD = r. AB, podemos
definir uma semelhan¢a ¢ :AB — CD, de razdo r, fazendo cor-
responder a cada ponto X do segmento AB o ponto X’ de CD tal que
CX =r.AX.

Para mostrar que ¢ € realmente uma semelhanca, tomemos
arbitrariamente os pontos X,Y em AB. Suponhamos a notagio es-
colhida de modo que X esteja entre A e Y. Entéo, pela defini¢éo de
o, segue-se que X’ estd entre C e Y. Logo

=CY—CX’=r.E’—r.A_J(=r.@—A_)O=r.TY.

D Fig. 2 tUma semelhanga entre os
B segmentos AB e CD. Se o ponio Xesta
duas vezes mais prdximo de B do que de A,
X x seu homdlogo X dista duas vezes mais de
G Cdoquede D.
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Outro exemplo simples de semelhanga pode ser dado mostran-
do-se que duas semi-retas quaisquer S e S’ sdo figuras semelhan-
tes. Com efeito, sejam O e O as origens de S e §’ respectivamente.
Dado qualquer mimerc positivo r, definiremos uma semelhanca
6:S — ', de razdo r, fazendo corresponder a cada ponto X em S o
ponto X’ = ¢(X) em S’ tal que O'X =r. OX. A verificacéo de que ¢ é
uma semelhanca se faz como acima. Analogamente, duas retas
quaisquer séo semelhantes,

Os exemplos acima séo praticamente os unicos que podem ser
dados antes de provarmos o Teorema Fundamental, na segio
seguinte. Passaremos agora a examinar algumas propriedades das
semelhangas.

Lema. Toda semelhanca transforma pontos colineares em pontos
colineares.

Demonstragiio: Seja o:F - F’ uma semelhanga de razdo r.
Dados trés pontos A, B, C em F tais que C pertence ao segmento de
reta AB, mostraremos que C'=¢ ( C) pertence ao segmento A'B’,
onde A’=6 (A) e B’ = 6 (B ). Com efeito, temos AC + CB = AB, logo

AC+CB =r.AC+r.CB=r.(AC+CB)=r.AB=AB,
e dai concluimos que C’ pertence a A'B’,

Fig. 3 Mesmo que o

F segmento de reta que
F contém os pontos A,
8, Cnao esteja
p contido na figura F,
_— seus homdlogos A,

g, ¢ séo colineares.
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Teorema 1. Uma semelhanga ¢ 1 F — F', de razdo r, transforma:

1) Todo segmentio de reta contido em F num segmento de reta
contido em F".

2) Um cfreulo de raio a contido em F num circulo de raio ra
contido em I,

3) Pontos interiores a F em pontos interiores a F'.
4) Pontos do contorno de F em pontos do contorno de F.
5) Vértices de F em vértices de F” (se F e F’ forem poligonos).

Demonstracéio: 1) Dado o segmento de reta AB contido em F,
sejam A'=0(A) e B'=c(B). Para todo ponte C em AB, seu
homélogo C’'=6(C) pertence a A’B’ em virtude do Lema.
Reciprocamente, dado qualquer ponto C° em A'B’, temos
C'=c(C), onde C = 6‘1(0’). Como o' é uma semelhanca,
segue-se do Lema que C pertence a AB. Assim a semelhanca &
estabelece uma correspondéncia biunivoca entre os pontos dos
segmentos de reta AB e A’'B’.

2) O circulo de centro O e raio a, suposto contido em F, € a
reunifio dos segmentos de reta OX tais que OX = a. Sua imagem
por ¢ é a reunido dos segmentos O'X’, com 0’ = ¢ (0), tais que OX’
= r.a, portanto é o circulo de centro O’ e raio r.a.

Fig. 4 O ponto X é interior ao poligono P
e ¢ ponto Y pertence ao seu contorno,
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3) Um ponto X diz-se interior & figura F quando é centro de
algum circulo inteiramente contido em F. Seu homéloge X' =5 (X)
¢, pelo que vimos acima, o centro de um circulo de raio e, contido
em F”, Portanto, X’ é ponto interior a F”.

4) Diz-se que um ponto X pertence ao coniorno da figura F
quando X pertence a F mas néo é interior a F, ou seja, nenhum
circulo de centro X pode estar inteiramente contido em F. Neste
caso, X' =¢ (X) deve pertencer ao contorno de F' pois se X' es-

tivesse no interior de F’ entfo, em virtude de 3), X=0"1(X")
também estaria no interior de F.,

5) Supenhamos agora que F e F” sejam poligonos e que X seja
um vértice de F. Em particular, X estd no contorno de F logo, por
4), seu homélogo X’ =0 (X) estd no contorno de F'. Se néo fosse
vértice, o ponto X’ pertenceria ao lado A’'B’ de F', sendo diferente de
A'=c(A) e de B'=c6(B). Entdo X pertenceria ao lado AB de F,
com X # A e X+ B, logo X nio seria vértice de F.

Se ¢ : F — F’ é uma semelhanga que transforma o segmento de
reta AB, contido em F, no segmento A'B’, contido em F’, estes seg-
mentos se dizem homdlogos.

3. O Teorema Fundamental

Sejam O um ponto do plano I (ou do espac¢o E) e r um numero real
positivo. A homotetia de centro O e razdo r é a fun¢éo o:I1 - I1 (ou
c:E — E) definida do seguinte modo: ¢ (0) = O e, para todo ponto X
# 0, o(X) = X’ é 0 ponto da semi-reta OX tal que OX =r. OX.

Uma homotetia de razéio 1 é simplesmente a aplicagdo iden-
tidade. Uma homotetia de centro O transforma toda reta que passa
por O em si mesma. .

Toda homotetia é uma correspondéncia biunivoca, cuja inversa
¢é a homotetia de mesmo centro e razio 1/r.

Duas figuras F e F' chamam-se homotéticas quando existe uma
homotetia o tal que o(F) = F".
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Fig. 5 Uma homotetia de
centro O e razdo 2
fransforma a figura F na
figura F.

Um exemplo de homotetia (de razdio r>1) se obtém con-
siderando o centro O como o foco de um projetor de slides: F* é a
imagem ampliada do slide F, que se vé sobre a tela.

Numa homotetia, os pontos O, X e X’ sdo sempre colineares,
nesta ordem se r > 1 ou na ordem O0,X", X se0 < r < 1. J4 numa
semelhanga, as figuras F e ' podem ocupar posi¢es quaisquer,
como numa foto e sua ampliagdo, que podem ser colocadas em
vdrios lugares mas continuam semelhantes.

Teorema 2. Toda homotetia é uma semelhanga que transforma
qualquer reta em si prépria ou numa reta paralela.

0
Fig. 6

Yf
X

Demonstragéio: Seja 6 uma homotetia de centro O e razio r. O
caso r = 1 € trivial, logo podemos supor r # 1. Mostremos que o é
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uma semelhanca de razéo r. Para isso, consideremos dois pontos
quaisquer X, Y. Se X, Y e O estiverem sobre a mesma reta, é facil
ver que XY = r. XY. Suporemos entdo que XY e O nio sido
colineares. Indiquemos com [MNP] a 4rea de um tridngulo
qualquer MNP. Como as éreas de dois tridngulos com _alturas
iguais s@o proporcionais as suas bases, de OX' =r. OX e OY = r.
OY concluimos que [OXY'] = r[0XY] e [OYX'] = r[OXY]. Logo
[0XY"] = [0YX"). Subtraindo de ambos 0s membros desta igualdade
a drea da parte comum OXY, resulta [XYX'] = [XYY"]. Como estes
dois triangulos tém a mesma base XY, da igualdade de suas dreas
segue-se que suas alturas sdo iguais. Isto significa que XY é
paralela a X' Y".

Mostremos agora que X'Y/XY = r. Na Figura 7, as letras a, b e
¢ significam as dreas dos tridngulos por elas indicados. Usando
novamente o fato de que as dreas de tridngulos com a mesma al-
tura sdo proporcionais s suas bases, temos:

a+b=ra, pois W:@' e
a+b+ec=r(a+b), pois OY =r0Y.

Subtraindo membro a membro as duas igualdades a esquerda,

0
Fig. 7

Yf

X 4

obtemos ¢ =r.b. Como XY e XY’ sdo paralelos, os tridngulos de
dreas b e ¢ tém a mesma altura. Assim, a razdo r=c/b entre as suas
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4reas é igual A razdo entre suas bases, isto é, X'Y/XY = r, como
queriamos demonstrar.

Corolario. Toda paralela a um lado de um trigngulo determina
um triangulo parcial semelhante ao tridngulo total.

Com efeito, no tridngulo ABC, seja XY paralela a BC.

A homotetia ¢ de centro A e razioc r = AB/AX transforma X em

Fig. 8 A

B e Y num ponto Y’ situado na semi-reta AC. A imagem de XY por
essa homotetia é o segmento BY’, paralelo a XY e comegando em B,
Assim Y’ pertence as retas BC e AC, isto 6, Y’ = C. Portanto 6(A)
= A, oX) = B, oY) = C, isto é, 6 é uma semelhanga entre os
tridngulos AXY e ABC.

Reciproca do corolario. Dado o tridngulo ABC, tomemos os
pontos X no lado AB e Y no lado AC. Se ABfAX = AC/AY entdo XY
é paralelo a BC.

Com efeito, considerando a homotetia ¢ de centro A e razéor =
AB/AX = AC/AY, vemos que B = o(X) e C =o(Y). Resulta entdo do
Teorema 2 que XY e BC séo paralelos.

Sejam R e R’ retas paralelas ¢ P um ponto no plano de R ¢ R’,
porém fora dessas retas. A projecdo central, a partir de P, de R
sobre R’ é a fung¢do 6: R > R’, que associa a cada ponto X dareta R
oponto X” = ¢ (X)), interseciio da reta R’ com a semi-reta PX,
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) P Fig. 9
R X wl A
R, X’ I_ A’ .

A projecdo central o : R — R’ é uma semelhanca. Com efeito,
seja A o pé da perpendicular baixada de P sobre R. Pondo

=5 ;51 . distincia de Pa R’
r=PA"/PA = distancia de PaR
vemos que ¢ coincide, em R, com a homotetia de centro P e razdo r
pois, sendo os segmentos AX e A’X’ paralelos, o Corolirio do
Teorema 2 nos d4 PX/PX =
PA'/PA =r.

Analogamente, se IT e
IT" sdo planos paralelos e P
€ um ponto do espago que
nio pertence a I1 nem a IT’,
a projecdo central, a partir —_

de P, do plano I sobre o

plano I’ é uma semelhanga *x \4
entre I1 e IT, cuja razéo é o ;
quociente r da distancia de a ' .

P a I’ pela distancia de P a 1
X

L I Fig. 10

II.

Com efeito, seja A o pé A’
da perpendicular baixada
de P sobre o plano IT. I
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Afirmamos que a projegdo central ¢:I1 — IT, definida por
o (X) = X’ = interse¢do da semi-reta PX com o plano 1T, ¢ a
restrigdo a I1 da homotetia de centro P e razdo r = PA’/PA. De fato,
sendo Il e IT" paralelos, o segmento AX € paralelo a A’X". Pelo
Corolério do Teorema 2, temos PX/PX = PA'/PA =r.

O Teorema 2 pode ser enunciado, um tanto vagamente, dizen- -

do-se que “figuras homotéticas sdo figuras semelhantes, semelhan-
temente dispostas”.

Nota 1. Entre os textos de Geometria mais notdveis depois dos
Elementos estdo os “Eléments de Géométrie” de Legendre (1794), e
as “Lécons de Géométrie Elémentaire” de Hadamard (1898).
Legendre dd4 a mesma definicio de semelhanca de Euclides,
enquanto que Hadamard define figuras semelhantes como aquelas
que sdo congruentes a figuras homotéticas. Em termos mais
precisos, Hadamard chama as figuras F e ¥’ semelhantes quando
existe uma figura F”, congruente a F’, tal que F e F” sio
homotéticas. Do nosso ponto de vista isto é um feorema, segundo o
qual toda semelhanc¢a é composta de uma homotetia com uma
isometria.

A demonstragio é imediata: dada a semelhan¢a 6: F = F, de

razdo r, fixemos um ponto O e consideremos a homotetia 1, de
centro O ¢ razdo r. Seja F”’ a imagem de F por essa homotetia. A

fungdio inversa 1! é uma homotetia (portanto uma semelhanga) de
razdo 1/r. Logo, a fun¢do composta A=Go L F* > F é uma

isometria. Assim 6 =00 T o T=AoT é composta da homotetia t com
a isometria A.

Portanto, a definicio de semelhan¢a de Hadamard coincide
com a nossa.

Nota2, A demonstracio do Teorema 2 dada acima é uma
adaptagdo de um argumento devido a Euclides, que ji consta no
Livro VI dos Elementos. O uso de drea na demonstracdo evita
repetir a consideragiio de casos (“comensurdvel” vs
“incomensuravel”) ja feita quando se deduziu a férmula da area do
quadrado. Os autores modernos (a partir de Legendre ¢ Hadamard)
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incorrem nessa repetigdo, utilizando duas vezes o teorema
aritmético segundo o qual toda fungéio crescente fi[0,402 ) = [0,400),
tal que f (n.x ) = n.flx) para qualquer n € N e qualquer x 20, é da
forma fix) = c.x. Vide, por exemplo, “Meu Professor de Matemdtica”,
pags. 164 e 167.

4. Semelhanca de tridngulos

Mostraremos agora que nossa definicio de semelhang¢a, quando
aplicada a tridngulos, reduz-se & definigéo tradicional.

Teorema 3. Dois tridngulos semelhantes tém angulos iguais e
lados homdlogos proporcionais. Reciprocamente, se dois triangulos
cumprem uma das trés condigdes abaixo entdo eles sdo semelhantes:

a) Téem lados proporcionais;
b) Tem angulos iguais;
¢) Tém um dngulo igual compreendido entre lados proporcionais.

/\

Fig. 11 A

Demonstragiio: Seja ¢ : ABC - A'B'C’ uma semelhanga de razéo

r entre os triangulos ABC e A'B'C’, com A'=G(A), B'=0(B) e
C’ = ¢ (C). Entdo, pela defini¢io de semelhanga,

AB AT BT
AB AC BC

=r
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logo os tridngulos tém os lados homélogos proporcionais. Para
provar que os angulos sdo iguais, suponhamos, a fim de fixar
idéias, que seja 0 < r < 1. A homotetia 1, de centro A e razio r,
transforma o triangulo ABC no tridngulo parcial A B”C”, com B”C"”
paralelaa BC. Entdao £ B" =/ Be ZLC"=4 C.

Mas os tridngulos A B” C” e A’B’C’ sdo congruentes pois
AB”"=AB’ (= nm),
AC” =AC’ (=rAC)

B"C" =B'C’ (=r.BC).
Logo

LA=L A, L B=ZB e L C=sC.
a) Sejam agora ABC e A'B'C’ tridngulos tais que
AB' =r.AB, AC'=r.AC e BC =r.BC
para um certe r>0. (Isto significa que eles tém os lados

proporcionais.) A homotetia de centro A e razio r transforma ABC
no tridngalo A B”C” cujos lados medem

AB”=rAB, AC"=rAC e BC=r.BC.

AB”C” e A'B’C’ sdo congruentes porque tém os lados iguais. Como
AB”C” ¢ semelhante a ABC, segue-se que ABC e A'B'CY séio
semelhantes,

b) Sejam ABC e A’B’C’ triangulos tais que

LA=/ A, £ B=/B e £C=/C.

Nas retas AB e AC tomemos os pontos B” e C” respectiva-
mente, de modo que AB” = A'B’ e AC” = A’C". Os tridngulos AB”C”
e A'B’C’ sdo congruentes porque tém um angulo igual (£ A = £ A)
compreendido entre lados iguais. Logoe ZB” = £ B’, donde
£ B = £ B”, Conclui-se que as retas B”C” e BC sfio paralelas e dai
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os tridngulos AB”C"” ¢ ABC sio semelhantes. Como AB”C” e A’'B'C’
s#do congruentes, resulta que ABC e A'B’C’ sdo semelhantes.

¢) Finalmente, suponhamos que os tridngulos ABC e A'B'C’
cumpram

ZA=s A, AB=rAB e AC=r.AC.

Novamente tomamos sobre as retas AB e AC, respectivamente; os
pontos B” e C” com

AB." _-_AIBI e ACJ? =AICI.

Os triangulos AB”C” e A'B’C’ sdo congruentes, como no caso b). A
homotetia de centro A e razdo r transforma AB em AB” ¢ AC em
AC” porque

AB”=r.AB ¢ AC”=r.AC.

Logo essa homotetia € uma semelhanga entre o tridngulo ABC ¢ o
tridngulo AB”C”. Como AB"C” e A’B’C’ sio congruentes, segue-se
que ABC e A'B’C’ séio semelhantes.

Lembremos que éngulo é a figura formada por duas semi-retas
que tém a mesma origem. Egsas semi-retas chamam-se os lados e
sua origem comum chama-se o vértice do angulo.

Assim, quando se diz que o ponto P pertence ao angulo Z A,
isto significa que P estd sobre um dos lados desse angulo. (Podendo
estar sobre ambos os lados, se é o vértice.)

Se os lados do angulo sdo semi-retas opostas (isto &, estéo
sobre a mesma reta) entdo o dngulo chama-se raso. _

Se o dngulo £ A ndo é raso, o vértice A € o 1inico dos seus pon-
tos que niio pode ser interior a um segmento de reta contido num
dos lados de L A,

Corolario 1. Dois dngulos semelhantes sdo iguais.

Evidentemente, basta considerar o caso em que os angulos néo
sdo rasos. Sejao: £ A—> £ A’ uma semelhanca entre o



angulo £ A e o angulo £ A’. Em primeiro lugar, notemos que deve
ser 6 (A)=A’ pois se 6 (A)=X fosse outro ponto do angulo £ A’
diferente do vértice A’, entdo X pertenceria ao interior de um seg-
mento de reta Y'Z' contido num dos lados do angule £ A’. Con-

1

siderando a semelhanga inversa 6™ : ZA’ > Z A, concluiriamos

que o vértice A=0"1(X) pertenceria ao interior do segmento de.

reta YZ, contido num dos lados de LA, com s (V) =Y, 6 (Z)=2Z".
Mas isto ¢ absurdo, loge X=4’. Em seguida, consideremos dois
pontos quaisquer B e C em lados distintos do dngulo £ A. Sejam B’
e (', respectivamente, 0s homélogos de B e C.

Fig. 12

A C A c

Pela defini¢do de semelhanca, temos
AIBI AfC? B!C!
— = = =—=T
AB AC BC
Pelo item a) do Teorema 3, segue-se que os triangulos ABC e A’B'C’

sdo semelhantes. A primeira parte do mesmo Teorema assegura
que os Aangulos homélogos desse tridngulos sdo iguais. Em
particular, ZA = Z A’.

Segue-se do Coroldrio 1 que toda figura semelhante a um
retdngulo é ainda um retangulo,

9. Semelhanca no circulo

Sejam O um ponto do planc e @ um mimero real positive. O cfrculo

de centro O e raio @ é o conjunto dos pontos do plano que estdo a
uma distincia £ a do ponto O.
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Noutras palavras, o circulo de centro O e raio a ¢ a reunifio de
todos os segmentos de reta de comprimento a, tragados no plano a
partir do ponto O. A palavra raio as vezes se usa também para
designar cada um desses segmentos. Esta ambigliidade ndo cos-
tuma causar confusfio pois o significado sempre fica clare a partir
do contexto.

O conjunto dos pontos do plano situados & distdncia a do
centro O, isto é a linha que limita o circulo, chama-se
circunferéncia. As vezes também se usa a palavra “cfrculo” para
designar essa linha. (O préprio Euclides cometia esse abuso de lin-
guagem. Ver também “Meu Professor de Matematica”, pag. 196.)

Evidentemente, dois circulos de raios iguais sdo figuras con-
gruentes.

Teorema 4. Dois circulos quaisquer sdo figuras semelhantes e a
razdo de semelhanga € a razdo entre seus raios.

Demonstracio: Sem perda de generalidade, podemos supor que o
circulo C, de raio a, e o circulo €, de raio @', tém o0 mesmo centro O.
A homotetia de centro O e razfo r = a’/a transforma cada segmento
de reta de origem O e comprimento ¢ num segmento de origem O e
comprimento a’, situado sobre a mesma reta. Logo, essa homotetia
define uma semelhancga entre C e (.

Fig. 13



~ 48 Semehanca e Areas

Teorema 5. Dois arcos de circunferéncia sdo semelhantes se, e
somente se, subtendem o mesmo dngulo central,

Demonstracio: Sejam AB e¢ A'B’ arcos de circunferéncia nos
circulos de centro O e O’ respectivamente. Eles subtendem os
angulos centrais a= £ AOBe o = / AOB, Sejam M o ponto
médio de AB e M’ o ponto médio de A’B’.

Fig. 14 B

BI

|
)

A?

Toda semelhan¢a entre os arcos AB ¢ A'B’ determina uma
semelhanga entre os triangulos AMB e A'M'B’, logo os angules £ M
e LM sdo iguais. Dai resulta que os &ngulos centrais o e o
também sdo iguais, pois o = 360° — 2 M e o = 360° - 2/ M".
Assim, arcos semelhantes subtendem o mesmo Angulo central.
Reciprocamente, suponhamos que os arcos AB e A’'B’ subtendem
dngulos centrais iguais. Sem perda de generalidade, podemos supor
que os circulos onde estdo situados €sses arcos sfo concéntricos.
Neste caso, a homotetia (com esse centro) que leva um cireulo no
outro € uma semelhanga entre os arcos dados.

6. Relagido entre semelhanca e drea

Resulta imediatamente da férmula da drea do retdngulo que se
muitiplicarmos a base e a altura de um retdngulo pelo mesmo

numero positivo r, a drea desse retingule fica multiplicada por 72,
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O teorema abaixo usa este caso particular para mostrar que se
trata de uma situagio bem mais geral.

Teorema 6. As dreas de duas figuras semelhantes estdo entre si
como o quadrado da razdo de semelhanga.

Demonstraciio: Seja ¢ : F — F' uma semelhanga de razéo r entre

. 2
as figuras F e F*. Afirmamos que a drea de F" é ignal a r vez'es.a
drea de F. Como vimos acima, isto é verdade quando F e F” sdo

Fig. 15

F

retdngulos e portanto também quando F e F sﬁf) poligonos
retangulares. Assim, todo poligono retangular P, contido em F, é
transformado pela semelhanga ¢ num poligono retangular P,
contido em F, tal que a drea de P’ é ignal a 12 vezes a drea de P. E
vice-versa, todo polfgono retangular @', contido em F, g
transformado por 61 num poligono retangular @ cuja area é (1/r)

vezes a 4rea de @', logo a drea de @ ¢ r? vezes a 4rea de Q. Assim,

. ~ o 2
a 4drea de F’ é o nimero real cujas aproximacdes por falta sfo r

vezes as aproximacoes por falta da drea de F. Desta maneira,
temos:

areade F' =12 x (4rea de F).
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Observacgéio: Para comentarios sobre o Teorema 6 e seu anslogo
tri-dimensional (Exercicio 2 do Cap. 4), veja “Meu Professor de
Matemética”, pag. 182.

7. Area do circulo e comprimento da
circunferéncia

Como dois circulos com raios iguais sdo congruentes, e portanto
tém a mesma drea, a drea de um circulo de raio r é uma fun¢do
desse raio. Ora, um circulo de raio r ¢ semelhante ao circulo de raio
1, sendo r a razio de semelhang¢a. Pelo que acabamos de ver, isto

implica que a drea de um cfreulo de raio r ¢ r2 vezes g 4rea do
circulo de raio 1.

Indicaremos, como € tradicional, com a letra grega 1 a drea do
circulo de raio 1. Sabe-se que ® é um niimero rracional, cujo valor
aproximado com 6 algarismos decimais exatos é & = 3,141592,

Entéo a drea A de um cireulo de raio r & dada pela férmula

A=x.r?

onde o niimero & é, por defini¢do, a drea de um cfreulo de raio 1.

O teorema seguinte diz que, no caso particular do eirculo,
podemos caracterizar sua &rea como o limite das dreas dos
poligonos regulares nele inscritos (ou circunscritos) quando o
nuimero de lados cresce indefinidamente.

Lembremos que se chama regular um poligono convexo cujos
lados e angulos sdo todos iguais. Diz-se que um poligono estd ins-
crito num cireulo quandoe seus vértices estdo sobre a circunferéncia
e seus lados sdo cordas. O poligono diz-se circunserito ao circulo
quando seus lados sdo tangentes 3 circunferéncia.

Os vértices de um poligono regular inscritc num circulo
dividem a circunferéncia em partes iguais. A perpendicular baixada
do centro do circulo sobre o meio do lado chama-se apétema. Se o
poligono € inscrito, o apétema é menor do que o raio; se & cir-
cunscrito, seu apétema é igual ao raio do eireulo.
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Teorema 7. A drea do cfrculo é o niimero real cuqu ap::-oximag(?es
por falta sdo as dreas dos poligonos regulares nele inscritos e cujas
aproximacbes por excesso sdo as dreas dos poligonos regulares a ele

circunscritos.

Demonstrac¢éio: Indiquemos com Py e @r 0s pohgonos rggulares ge
n lados, respectivamente inscrito no, e circunscrito ao, circulo C de

2 .
centro O e raio r. Evidentemente, 4rea de Pn < ir” < drea de @n.

Queremos provar que, tomando ¢ nimero n de lados suﬁfzxen-
temente grande, as dreas de P, e @» podem tornar-se tdo préximas

j i i § ar-
de mr? quanto se deseje. Mais precisamente, se forem dado

: 2
bitrariamente os numeros positivos o e $, tais que o <nr<f,
provaremos que é possivel achar » tal que

a < drea de P, < w? < drea de Qn < P.

Comegamos observando que o lade I, do poligono P? pode tor-
nar-se tdo pequeno quanto se deseje, bastando que o numero n de
lados seja suficientemente grande. Com efeito, os vértices de Pn
dividem a circunferéncia em n arcos iguais e cada corda I, é menor

ue um qualquer desses arcos. .
dod 0 r:alioq r 2 a hipotenusa de um tridngulo retangulo cujos
catetos sd0 1,/2 e 0 apétema an de Pr. Logor < an +1n/2.
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Dado o nimero o tal que a<nr?, tomamos s =vo/n. Entdo

ns? = o e s < 7. Portanto, o circulo Cs, de centro O e raio s, tem drea
o e estd contido em C. Podemos tomar n 130 grande que
In/2 < r—s. Entdo

r < an+ln/2 <an+r—s, donde an>s.

De s < an resulta que o circulo Cs estd contido no poligono Px.
Logo o = drea de Cs < drea de Pn. Isto completa a prova de que as
dreas dos poligonos regulares inscritos em C sdo aproximagdes por
falta da area de C.

Vejamos agora as areas dos poligonos regulares circunscritos
Qn. Tanto Pn como @n acham-se decompostos em tridngulos
isésceles com vértice no centro O e bases iguais aos lados dos
poligonos dades. Tanto para P, com para Qn, os angulos dos
vértices desses triangulos sdo iguais a 360°/n. Logo os tridngulos de
P, sio semelhantes aos de @n, a razdo de semelhanca sendo r/an.
Portanto, se chamarmos de L, 0 lado de Qn, teremos Lp = (r/an)In.
Assim, Ln < 2l pois o apétema é sempre maior do que a metade
do raio. Da desigualdade Ln < 2.n resulta que, tomando n
suficientemente grande, nio apenas /n como também Ly pode tor-
nar-se tdo pequenc quanto se deseje.

Seja dado um numero § > zr2. A fim de achar n tal que drea
de Qn < P, escrevemos { = Vp/x. Entéo o circulo Ct, de centro Oe
raio ¢, tem drea B e contém C pois ¢ > 7. Ora, Ln/2 e r sdo catetos
de um tridngulo retdngulo cuja hipotenusa h é a distancia do
centro O a um vértice de Qn. Temos entdo b < r+Ln/2. Tomando
n suficientemente grande, sabemos que € possivel tornar
Ln/2 < t—r. Daf resulta r+La/2 < t, logo h < t. Isto significa
que drea de Qu < drea de C¢ = p, como queriamos demonstrar.

Encerraremos esta segio estabelecendo a férmula do com-
primento da circunferéncia.

Usaremos a notagio oPn para indicar o perimetro (soma dos
lados) do poligonoe regular de n lados, inscrito no eirculo C.
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O comprimento da circunferéncia é, por defini¢dio, o mimero
real dC cujas aproximacdes por falta sdo os perimetros oP, dos
poligonos regulares Py inscritos no circulo C e cujas aproximacées
por excesso sdo 08 perimetros d@n dos poligonos regulares @, cir-
cunscritos a C.

Em virtude desta defini¢do, tem-se dPn < dC < 9Qn, para
todo n. ’

'F'eorema 8. O comprimento de uma circunferéncia de raio r é
igual a 2rr.

Demonstragéio: Provaremos inicialmente que o comprimento 8C
da circunferéncia nio pode ser menor do que 2nr. Com efeito
supondo, por absurdo, que fosse 9C < 2nr, dai resultarie;
(80/2)-r<1tr2. Pelo Teorema 7, poderiamos obter um poligono
regular Py, de n lados, inscrito no circulo C, tal que 3C.r/2 < area
de Pp. Ora, a drea do poligono P» é a soma das dreas dos tridngulos
que o compdem, os quais tém o centro O como vértice e os lados de
Pn como bases. Logo, essa drea é igual a dPn.an/2, onde an é o
apétema de Pp (altura dos tridngulos). Assim, 0C.r/2 < oPn.an/2 ¢
dai, 9C < dPn.(@n/r). Como an/r < 1, concluimos que 3C < 9Pn
um absurdo. Portanto, ndo se pode ter 9C < 21ur. ’

Por um raciocinio andlogo, com poligonos regulares cir-
cunscritos, em vez de inscritos, concluiremos também que néo pode
ser gC > 2nr. Logo, o comprimento da circunferéncia é 3C = 2nr.

Assim o nimero 7, que foi definido inicialmente como a drea de
um circulo de raio 1, satisfaz também a igualdade n = 3C/r, ou seja,

é. a razdo entre o comprimento de uma circunferéncia e seu
didmetro.

Observagado: No Teorema 8, a féormula 0C = 2rr do comprimento

da ciranferéncia resulta da expressio nr? da 4rea do circulo. Esse
procedimento pode ser invertido. A Figura 17 mostra como chegar

experimentalmente & expressdo 9C X r/2 (=nr?) para a drea do
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circulo a partir do conhecimento do comprimento oC(=2rr) da
circunferéncia.

1

= aC/2

Decompde-se o circulo num numero par {bastante g:ral}dia-) de
setores; rearranjam-se esses setores na forma mostrada a direita e
nota-se que a figura obtida é aproximadamente um paralelogramo
de base 8C/2 e altura r, cuja drea mede (8C/2) x r.

8. Nota histérica

No que diz respeito & drea do cfreulo, Euclides n5..0 W:Ei mais alfﬁm
do que provar (no Livro XII) que as dreas de dois circulos estdo
entre si como os quadrados dos seus didmetros ou, o flue é o
mesmo, dos seus raios. Indicando com A(r) a 4rea de um mrculo de
raio r, isto significa que A(r) é diretamente proporcional a 7% cfu
seja, que A(r)=c.r2, onde ¢ independe do ra.io r. Euclic:les sabia
também que a raziio entre o comprimento da clrcunfer.énma e ? seu
dismetro é uma constante d, independente da circunferéncia
tomada, mas ndo tratou nos Elementos de estimar os \ialores dece
d. Coube a Arquimedes provar que tais nimeros sao a mesma
constante. Esta constante, que a partir de 1737 Euler chan_mu de w,
e que manteve este nome até hoje, ja fora considerada muito antes
de Euclides. |
Com efeito, dois mil anos antes de Cristo os babilénios

1
atribufam a 7 (isto é & drea de um circulo de raio um) o valor 3 3 (=
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3,125) enquanto os egipcios admitiam n1=4x(8/9)%2=316. Ar
quimedes, em torno do ano 250 A.C., estimou que o valor de 7 se
gitua entre 3 % ed % o que da © = 3,14 com algarismos decimais
exatos até centésimos. O método de Arquimedes consistia em in-
screver um poligono regular no circulo de raio 1 e ir dobrando o
numero de lados. Ele sabia calcular o lado de um poligono de 2n
lados a partir do de n lados. Assim, comegando com o triangulo
equildtero, de duplicagdo em duplicagdio, conseguiu calcular o lado /
de um poligono de 96 lados. O perimetro 96! era uma boa
aproximacéo inferior para o comprimento 2r da circunferéncia em
questio, logo 48/ era uma boa aproximacio por falta para o valor
de . De modo semelhante, trabalhando com poligonos ecir-
cunscritos, obteve a aproximagio por excesso 22/7. Liu Hui, na
China, no ano 264 de nossa era, obteve o valor n =3,14159, com
cinco algarismos decimais exatos.

Para mais comentdrios sobre m, veja “Meu Professor de
Matemdtica”, pagina 256.

A mania de obter aproximacdes para o valor de ® com um
nimero cada vez maior de algarismos decimais tem sobrevivido o
passar dos séculos e, inclusive, ganhou novo impeto com o advento
dos super-computadores e a descoberta de algoritmos teéricos
muito mais eficientes do que o método de Arquimedes. A ultima
noticia de que temos conhecimento a esse respeito foi publicada na
revista “Science News”, de setembro de 1989, segundo a qual David
e Gregory Chudnovski, da Universidade Columbia, nos Estados

Unidos, calcularam um valor aproximado de & com 1 bilhZo de al-
garismos decimais exatos!

9. Exercicios

1, Se 6:F »F e ¢ :F > F” sio semelhancas de razdes r e 7,
respectivamente, entdo a fungiio composta ¢ - 6 : F—F” é uma
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semelhanca de razdo rr’ e a funcdo inversa cl:FF>F ¢ uma
gsemelhanca de razéo 1/r.

2. Numa semelhanca entre dois segmentos de reta, os extremos de
um deles sio homdlogos aos extremos do outro.

3. Existem exatamente duas semelhangas entre 2 segmentos de
reta dados.

4. Se dois triangulos sdo congruentes, toda semelhanca entre eles é
uma isometria.

5. Uma semelhanca entre duas figuras planas fica inteiramente
determinada quando se conhecem os homdlogos de trés pontos néo
colineares.

6. Numa semelhanga entre figuras sélidas, os homélogos de quatro
pontos ndo-coplanares sdo pontos nio-coplanares.

7. Seja AB um segmento orientado, no plano I ou no espago E.
(Orientado significa que a ordem em que os extremos sdo citados €
relevante: primeiro A, e depois B.) A translacdo determinada por
AB ¢é a transformagfio {(correspondéncia biunivoca) t:I1 > I1, ou
1 : E — E, definida por 1X) =X, de modo que (AB, XX') e (AX, BX')
sejam os pares de lados opostos de um paralelogramo. Prove que
toda translac¢do é uma isometria.

8. Seja R uma reta do plano I1. A reflexdo em torno do eixo R € a
transformacdo p: IT — II, que associa a cada ponto X do plano o
ponto X’ tal que tal que R € a mediatriz do segmento XX'. Prove
que toda reflexdo é uma isometria.

9. A simetria em torno do ponto O é a transformagéo ¢ (do plano ou
do espago) que faz corresponder a cada ponto X o ponto ¢X)=X’
tal que O é o ponto médio do segmento XX'. Prove que toda
simetria em torno de um ponto é uma isometria.

10. Uma semelhanca transforma segmentos paralelos em
segmentos paralelos, retdngulos em retangulos, losangos em
losangos e quadrados em quadrados.

Exerciclos 57

11. Dois poligonos regulares com ¢ mesmo nimero de lados (em
particular, dois quadrados) sdo figuras semelhantes. Quando é que
dois retangulos sdo semelhantes?

12. Num tridngulo retdngulo, a perpendicular baixada do vértice
do dngulo reto sobre a hipotenusa o decompde em dois tridngulos
parciais semelhantes ao tridngulo total.

13. Se trés figuras semelhantes estdo dispostas sobre os lados de
um tridngulo retangulo de tal modo que os lados desse tridngulo
sejam homélogos uns aos outros entdo a drea da figura situada
sobre a hipotenusa é igual 4 soma das dreas das figuras situadas
sobre os catetos. (Prove isto com e sem a ajuda do Teorema de
Pitdgoras e, no segundo caso, obtenha Pitdgoras como corolario.)

14. Dois poligonos convexos com o0 mesmo numero de lados sio
semelhantes se, e somente se, seus vértices podem ser numerados
de modo que os dngulos de mesmo indice sejam iguais e os lados de
mesmos indices sejam proporcionais.

15. Sejam S, R e R’ retas coplanares tais que S nao é paralela a R
nem a R’. Defina uma correspondéncia ¢:R — R’, associando a
cada ponto X em R o ponto X =o(X), intersecio de R’ com a
paralela a S tracada por X. Mostre que ¢ é uma semelhanga entre
R eR'.Se R e R’ sdo paralelas, mostre que ¢ é uma isometria.

16. Sejam IT e IT’ planos, nenhum deles paralelo & reta S. Defina
uma correspondéncia ¢ : I1 — IT’, associando a cada ponto X em I o
ponto X’ =o(X), interse¢do do plano Il com a reta paralela a §
passando por X. Mostre que ¢ é uma isometria se I1 é paralelo a IT'.

17. Usando semelhan¢a de tridngulos, mas néo diretamente a
nogio de drea, prove que o produto da base pela altura de um
paralelogramo néo depende de qual lado se tomou como base.

18. Seja R um retangulo. Prove que a drea de R é o numero real
cujas aproximacdes por falta sfo as 4reas dos poligonos
retangulares contidos em R, cujos lados sdo paralelos ou
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perpendiculares a uma reta S, arbitrariamente fixada no plano que
contém K.

19. Sejam I1 e I’ planos n3o paralelos. Dado o ponto X em II, sejam
X’ o pé da perpendicular baixada de X sobre o plano [T"e Y o pé da
perpendicular baixada de X* sobre o plano IT. Mostre que o nimero
¢ = X'Y/X'X ndo depende do ponto X em I, Dada uma figura F em
I1, seja F’ a sua projegdo ortogonal sobre IT". (F" é o conjunto dos
pontos X’, cada um dos quais € o pé da perpendicular baixada de
um ponto X em F sobre o plano IT".) Prove que a drea de F* é igual a
¢ vezes a dreade F.

20. Sejam OX, OY semiretas de origem O e Alx, y) a drea do
tridngulo de vértice O e base XY, com OX = x, OY = y. Prove que
A(x,y) é diretamente proporcional a x e y e conclua que

Ax, AWK, y)=xy/xy.

21. No exercicio anterior tem-se A(x,y)=kxy. Determine k&
supondo que o Angulo XOY = 90°, 60° e 45°.

22. Desenhe um triangulo isésceles ABC (cuja base BC seja maior
do que a altura AD), o retangulo de base BC ¢ altura AD e o arco de
circulo ABC. A partir dessa figura, conclua que se I' é um circulo e
Py, é o poligono regular de n lados nele inscrito entéo

a() —a(Pz) < % le(T) —a(Pr) ],

isto é, quando se toma &rea(P2.) como valor aproximado para
area(T"), o erro cometido é menor do que a metade do erro que se
tem quando se usa a aproximacéo drea(Py).

23, Toda figura semelhante a uma elipse € uma elipse.

24. Por meio de 8 pontos, divida em 3 partes iguais cada lado do
quadrado circunscrito a um circulo de raio r. Corte os 4 cantos do
quadrado, obtendo um octégono cujos vértices sdo os oito pontos de
subdivisdo. Mostre que a 4rea desse octégono é igual a 28r%/9. De
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que modo este processo conduz a um valor aproximado de n? Qual é
esse valor?

25. (Lunulas de Hipdcrates.) Sobre cada cateto de um triangulo
retdngulo constréi-se um semi-circulo justaposto ao tridngulo e,
sobre a hipotenusa, um semi-circulo contendo o tridingulo. Prove
que a soma das dreas das hinulas assim formadas é igual & drea do
triangulo.

26. Seja ABC um tridngulo retdngulo isésceles inscrito no
semi-circulo ABC. Dentro do tridngulo trace o arco ADC de (outro)
circulo, semelhante aos arcos AB e BC. Prove que a liinula cujos
lados séo os arcos ABC e ADC tem drea igual a do tridngulo ABC.

27, Trace no plano as semi-retas OX, OY, OZ com a mesma origem
0, de modo que OZ esteja no interior do angulo £XOY. Por cada
ponto P em OZ, sejam @ o pé da perpendicular baixada de P sobre
OX e S a interseg¢io com QY da paralela a OX passando por P.
Prove que a razio PQ / PS nio depende do ponte P tomado em OZ.

28. Sejam A, B, C e D pontos sobre uma circunferéncia, dispostos
na mesma ordem dos nimeros de um mostrador de relégio. Sobre o
segmento AC, tome um ponto E tal que os angulos ZABE e £DBC
sejam iguais. Prove que os tridngulos ABE e BCD sio
semelhantes, 0 mesmo ocorrento com os tridngulos ABD e BCE.
Conclua dai que AC. BD = AB. CD + AD. BC. (“Num quadrilatero
inseritivel, o produto das diagonais € igual 4 soma dos produtos dos
lados opostos”.)

29. O resultado do exercicio anterior é conhecido como o Teorema
de Ptolomeu. Mostre que ele pode ser usado para exprimir o lado do
poligono regular de 2n lados, inscrito no circulo de raio r, em
fung¢do do lado do poligono regular de n lados inscrito no mesmo
circulo.

30. Num circulo de raio 1, considere o didmetro AD e dois pontos B,
C sobre a mesma semi-circunferéncia. Usandi_ o Teorema de
Ptolomeu, obtenha a relagdo 2BC + AB.CD = AC.BD. Chamando de
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20, e 2P respectivamente, os angulos centrais subtendidos pelos
arcos CD e BCD, mostre que esta relagédo significa

sen( B— o) =sen B cosa - sencx cosP.

[O papel histérico do Teorema de Ptolomeu foi o de servir de
precursor para as férmulas de subtragio e adigdo em
trigonometria.]

81. Dados um tridngulo ABC e um retingulo R, ache um reténgulo
semelhante a R com um vértice sobre AB, outro sobre AC e os dois
vértices restantes sobre o lade BC. Em particular, mostre como
obter um quadrado que tenha um lado sobre BC e os vértices
restantes sobre AB e AC. [Sugestdo: tome um pequeno retangulo,
semelhante a R, com um lado sobre BC e um vértice sobre AB.
Ligue o quarto vértice a A e prolongue até encontrar AC.]

82. Mostre que a drea de uma elipse de eixos 2a ¢ 2b é igual a rab.

83. Prove que a proje¢do ortogonal (veja a defini¢io no Exercicio 19)
de um circulo sobre um plano é outro circulo, uma elipse ou um
segmento de reta.

34, Num triangulo onde o angulo de vértice € a metade de cada um
dos angulos da base, mostre que a bissetriz de um angulo da base
decompde o tridngulo total em dois tridngulos parciais, ambos
isésceles, um dos quais é semelhante ao tridngulo dado. Conclua
que a base do tridngulo inicial divide cada um dos outros lades em
média e extrema razdo.

85. Use o Exercicio 34 para exprimir em fungdo de r o lado do
decsgono regular inscrito num circulo de raio r e, a partir dai
calcular a drea desse decdgono.

36. Dotando o plano de um sistema de eixos ortogonais, seja R uma
reta ndo paralela ao eixo das ordenadas. Aponte explicitamente
quais os fatos geométricos utilizados para provar que existem dois
nimeros reais a, b tais que um ponto do plano com coordenadas
(x, ¥) pertence a reta R se, e somente se,y =ax +b.

4. Volume

1. Nocéo intuitiva de volume

O volume de um sélido € a quantidade de espago por ele ocupada.
(Isto ndo é uma defini¢io matem4tica, mas apenas uma idéia
intuitiva.) Estamos interessados em medir a grandeza “volume” e
para isso deveremos compars-la com uma unidade. O resultado
dessa comparagio sera um nimero: a medida do volume.

Costuma-se tomar como unidade de volume um cubo cuja ares-
ta mede uma unidade de comprimento, 0 qual serd denominado
cubo unitdrio. Seu volume, por defini¢do, serd igual a 1.

Assim sendo, o volume de um sélido S dever4d ser um nimero
que exprima quantas vezes o s6lido S contém o cubo unitdrio. Como
0 s6lido S pode ter uma forma bastante irregular, néio é claro o que
significa 0 “mimero de vezes” em que S contém o cubo unitério.
Novamente, temos aqui uma idéia intuitiva, que devemos usar
como guia e a qual devemos atribuir um significado preciso.

Suponhamos, por exemplo, que o sélido S cujo volume
desejamos calcular seja um pedago de metal, pldstico ou outra
substéncia impermedvel. Mergulhando S num reservatério conten-
do uma quantidade conhecida de 4gua, que o encha até os bordos, o
volume S serd igual ao volume do liquido transbordado e este pode
ser medido simplesmente através de uma escala impressa na
parede do reservatério.

Um tal processo pratico de calcular volumes pode ter utilidade
em casos simples, porém deixa muito a desejar, mesmo na prética,
pois nfio permite considerar objetos muito grandes {(qual o volume
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da lua?) nem muito pequenos (qual o volume de um elétron?). Além
disso, néio permite previsdes como a seguinte: de que tamanho deve
ser tomado o raio de um reservatério esférico para que este conten-
ha x litros de gds?

Precisamos, portanto, obter métodos para o cdlculo indireto
dos volumes, métodos sistemdticos e gerais, que se apliquem tanto
aos volumes grandes quanto aos pequenos, tanto aos casos con-
cretos como aos abstratos. Este objetivo, como veremos, nos for¢ara
a um reexame do conceito de volume, conduzindo-nos a uma
definig¢do precisa.

2. Volume de um bloco retangular.

Um bloco retangular é um sélido limitado por 6 retangulos: suas
faces. Esses retangulos constituem 3 pares; em cada par os
retangulos sdo iguais. Os lados dos retingulos sio chamados as
arestas do bloco. Um tijolo é um exemplo de um bloco retangular.

i Fig. 1. As3 arestas &, b, ¢
determinam o bloco retangular.

a

Unm bloco retangular fica inteiramente determinado quando se
conhecem 3 de suas arestas que concorrem num ponto.

O cubo é um caso particular de bloco retangular em que as
arestas tém todas o mesmo comprimento. As 6 faces de um cubo
sdo quadrados iguais.
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Um cubo cuja aresta mede uma unidade de comprimento
chama-gse cubo unitdrio; por definicido seu volume é 1. Se n é um
nimero inteiro, um cubo C cuja aresta mede n unidades de com-
primento pode ser decomposto em n3 cubos unitdrios Jjustapostos,
logo o volume de C é nd. A figura abaixo ilustra o caso n = 4.

Fig. 2. Cubo de aresta 4
decompasto em 64 = 43
cubos unitarios justapostos,

Analogamente, decompondo cada aresta de um cubo unitédrio
no mesmo numero inteiro ¢ de partes iguais, decompé-lo-emos em

q3 cubos justapostos, cada um com aresta 1/q. Segue-se que um
cubo cuja aresta mede 1/¢q (g inteiro) tem volume ignal a 1/q3, ou
seja(1/q) 8

Mais geralmente, dado um cubo C cuja aresta tem como
medida um nuimero racional p/q, podemos decompor cada uma de
suas arestas em p partes iguais, cada uma das quais tem com-

primento 1/q. Deste modo, o cubo C ficard decomposto em p?
cubos justapostos, cada um dos quais tem aresta medindo 1/q. O

volume de cada cubo menor é 1/¢>. Assim, o volume de C serd

s 1 D3
X—=(&).
D q3 q
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Chegamos assim ao seguinte resultado; se a aresta de um cubo

C tem para medida um mimero racional a, entdio o volume de C
- serd igual a a®.

Sob o ponto de vista estritamente pratico, isto resolve o
problema de calcular o volume de um cubo pois nio é possivel,
através de medidas diretas, obter um numero irracional como
medida de uma aresta. Ninguém pode, através de um instrumento
de medida, por mais sensivel que ele seja, encontrar V2, ou r, como
medida de um segmento. Poderemos, sim, obter resultados
aproximados, como 1,414 ou 3,14159.

Entretanto, sob o ponto de vista teérico, tanto em Matematica
Pura como em aplicagdes de natureza cientifica, nimeros ir-
racionais ocorrem. Desde Pitdgoras jd se sabia que, tomando o lado
de um quadrado como unidade, a diagonal do mesmo tem para
medida o mimero irracional V2. (Cfr. Segiio 1 do Capitulo 1.)

Fig. 3. Se oladritho é
formado por quadrados
delado 1, entdo a
aresta do cubo tem por
medida o niimero
iracional ¥2.

-

Qual ¢ entdio o volume de um cubo C cuja aresta tem para
medida um numgro irracional b? Afirmamos que, ainda neste caso,
tem-se vol(C) = b°. Em conseqiiéncia, a férmula

Volume de C = (aresta de C)?
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é absolutamente geral, vdlida quer a aresta de C tenha medida
inteira, racional ou irracional.

Para demonstrar que vol(C) = 5> mesmo quando b é irracional,
usaremos novamente o método da exaustio: mostraremos primeiro
que se x € qualquer mimero menor do que b3 entdo x  <vol(C).

Depois mostraremos que se y > b3 entdo y > vol(C). Concluiremos
daf que vol(C) = b3,

Sejé entdo, para comegar, x um numero tal que x< b3,
Podemos aproximar o niimero irracional b por um valor racional

r < b, tdo préximo de b que x < 3 < b3. Entdio o cubo C, cuja aresta
tem medida b, contém um cubo D, cuja aresta tem para medida o
nimero racional r. Segue-se que vol(D) < vol(C). Mas ja sabemos

que vol(D) = 3, porque r é racional. Concluimos que 3 <vol(C) e,
portanto, x < vol(C).
Usando um raciocinio inteiramente andlogo, o leitor pode

mostrar que se y for um mimero maior do que b3, entdo y > vol(C).

Seja agora B um bloco retangular cujas 3 arestas tém para
medidas nimeros racionais. Podemos sempre reduzir esses trés
mimeros ao mesmo denominador e, portanto, supor que tais
medidas s@oa/q, b/q ec/q, onde a, b, ¢ e ¢ siio mimeros inteiros.

Decompondo as trés arestas do bloco B, respectivamente em ¢,
b e ¢ segmentos iguais, cada um deles de comprimento 1/¢, o bloco
ficard decomposto em abe cubos justapostos, cada um desses cubos
tendo aresta 1/¢ e, portanto, volume 1/ q3. Segue-se que

Fig. 4. Bloco subdividido em
6 x 3 x 2 cubos justapostos, todos
com © mesmo volume.
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Por conseguinte, podemos enunciar: Se um bloco retangular B tem
arestas com medidas racionais a, b, ¢, seu volume serd o produto
dessas medidas, isto é, vol(B) = abe.

Como no caso do cubo, a férmula acima vale sejam quais forem

as medidas das arestas, mesmo que alguma delas seja irracional.
Tem-se portanto:

Dado um bloco retangular B, cujas arestas tém
medidas a, b e ¢, seu volume é dado pela formula
vol(B) = abe.

A demonstragdo, como no caso do cubo, se faz pelo método da
exaustdo. Evidentemente esta férmula inclui o caso particular em
que a = b = ¢, portanto a férmula do volume do cubo resulta dela.

Dado o bloco retangular B, com arestas medindo a, b, e c,
suponhamos que 0 nimero x seja menor do que abe. Podemos en-
contrar niimeros racionais r <a, s < b e £ < ¢ tdo préximos de a, b ¢
¢ respectivamente que

x <r.st<abe.

O bloce B contém um bloco menor C, cujas arestas medem 7, s, e ¢,
logo vol(C) < vol(B). Mas ja vimos que vol(C) = r.s.t. Portanto

x < r.s.t =vol(C) < vol(B),

1sto é, x < vol(B). Analogamente se mostra que todo nimero y > abe
é maior do que o volume de B. Portanto, vol(B) = abe.

Observagéo 1. Provamos explicitamente que, dado x<abe,

podem-se obter nimeros racionais r, s, ¢ tais que r<a, s < b, t<ce
x < rst < abe,

De x <abe resulta x/bc<a, logo existe r racional tal que
x/be <r<a. Entio x<rbc <abc e dai x/rc < b. Portanto existe s
racional tal que x/rc <s <b. Segue-se que x < rsc, donde x/rs <c.
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Assim, existe ¢ racional com x/rs<t<c. Por conseguinte,
x < rst < abe, como se pretendia provar.

Observagao 2. Como no caso da drea do retangulo, a férmula do
volume do bloco retangular também pode ser deduzida usando a
teoria das proporgdes. Com efeito, indiquemos com Vi(x,y,2) o
volume do bloco retangular com arestas x, y e z. Para todo nimero
natural n, temos

Vinx, v, 2) = Vix, ny,2) = Vix, y, nz2) =n.Vix, y, 2)
porque cada um dos trés primeiros niimeros é o volume de um bloco
formado pela justaposi¢io de n blocos com arestas x, y, 2
respectivamente. Além disso, € evidente que V{(x, y, z) € uma fungao
crescente de cada uma das varidveis x, ¥ € 2. Segue-se entdo que o
volume V = V(x, y, 2) é diretamente proporcional as arestas x, y e 2,
isto &, para todo niimero real positivo ¢, tem-se:

Viex,y,2)=Vix,cy, 2)=Vix, y, c2)=ec.V(x,, 2).
[Veja “Meu Professor de Matematica”, pdgina 165.] Entéo

Vix,y, 2)=V.1,y, 2)=xV(1,y,z)=x¥(1,».1, 2)
= xyV(, 1, 2)=xy.V(1, 1, z.1),
=xy.zV(], 1, 1)=xy.z.

pois V(1, 1, 1) é o volume do cubo unitdrio.

3. Definicéio geral de volume

Acabamos de ver que a idéia intuitiva de volume de um sélido,
como o “nimero de vezes” que esse sélido contém o cubo unitério,
conduz diretamente a uma férmula para o c¢dlculo do volume de um
bloco retangular.

Abordaremos em seguida o problema de calcular o volume de
s6lidos mais irregulares do que blocos. Como foi dito acima, é
necessdrio possuirmos uma definigio mais precisa daquilo que en-
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tendemos por “volume de um sélido”. Nosso objetivo nesta secao é
chegar a uma tal definigéio geral.

Fig. 5. O desenho
acima mostra um bloco
retangular. {Trata-se da
reproducao simplificada
de uma casa que
reaimente existe.)

Defini¢io. Chamaremos poliedro retangular a todo s6lido formado
pela reunidio de um nimero finito de blocos retangulares
justapostos. E facil obter o volume de um poliedro retangular:
basta somar os volumes dos blocos retangulares que o constituem.

Dado um sélide S, desejamos definir precisamente o mimero
vol(S), ou seja, queremos dar um significado exato a idéia inicial,
segundo a qual vol(S) ¢ o numero que exprime quantas vezes S
contém o cubo unitério.

Para cada poliedro retangular P contido em S, sabemos cai-
cular vol(P). O nimero V=vol(S), que estamos procurando, deve
satisfazer & condigéo

vol(P) < V para todo poliedro retangular P contido em S.

Os nimeros vol(P), volumes dos poliedros retangulares P con-
tidos em S, fornecem aproximagdes inferiores para o volume de S.
Acrescentando mais blocos retangulares a P, sempre tendo o
cuidado de permanecer dentro de S, obteremos um poliedro retan-
gular P, maior do que P, e vol(P') serd uma aproximag¢ao melhor
para vol(S).

Queremos que seja possivel aproximar vol(S) com tanta
precisio quanto se deseje por volumes de poliedros retangulares
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contidos em S. Esta exigéncia equivale a requerer que vol(S) seja o
nimero real cujas aproximacgbes por falta sdo os volumes dos
poliedros retangulares contidos em S.

Isto significa que ndo apenas se tem vol(S) 2 vol(P) para todo
poliedro retangular P contido em S como também, dado qualquer
nimero real r tal que r<wvol(S), é possivel achar um poliedro
retangular @, contido em S, com

r < vol(@) < vol(S).

Fig. 6. Poliedro retangular, cujo
volume € uma aproximagao
inferior para o volume do solido

/—I L’ que o contém.

Observacéo. (Aproximagdo por excesso.) Seja S um sélido cujo
volume desejamos calcular. Podemos, ainda, considerar os poliedros
retangulares @ que contém o sélido S. Sabemos calcular o volume
de cada um desses poliedros. O niimero procurado, V = vol(S), deve
também satisfazer a condigéo

V < vol(@) para todo poliedro retangular @ contendo S.

Os numeros vol(@), volumes dos poliedros retangulares que
contém o sélido S, sdo valores aproximados por excesso para o
volume de S. Quanto menor for o bloco retangular @ contendo S,
melhor serd a aproximacio vol(@) para o volume de S.

Podemos, entdio, afirmar que o nimero V=uvo0l(S) goza da
seguinte propriedade:
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Quaisquer que sejam os poliedros retangulares P,
contido em S, e @ contendo S, tem-se
vol(P) £ V < vol(Q).

Em cursos mais adiantados, demonstra-se que a propriedade
acima caracteriza o volume V=vol(S) para todos os sélidos S
habitualmente construidos na Geometria. Em outras palavras,
dado um sélido geométrico S, seu volume V= vol(S) é o 1nico
nimero real que satisfaz a condigfo acima destacada.

4. Principio de Cavalieri

Convenhamos o seguinte: a defini¢gdo de volume dada na segdo
anterior satisfaz a necessidade légica de precisar bem os conceitos e
por os fundamentos em firme base. Mas, sob o ponto de vid t?c}o
calculo, ela ¢ de pouco valor pratice. Seria extremamente laborioso
calcular diretamente os volumes dos sélidos a partir daquela
definigéo.

Fig. 7. Se, paracada
plano horizontal I, as
secdes planas TTmA
e TInB e tiverem a
mesma area, entdo o
Principio de Cavalieri
assegura que oS
sélidos Ae Btémo
mesme velume.

Abordaremos agora um resultado, conhecido como Principio de
Cavalieri, cujo valor prético para o cdleulo de volumes serd eviden-
ciado nos pardgrafos seguintes.
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Escolhamos, de uma vez por todas, um plano, que chamaremos
plano horizontal. Todos os planos paralelos a ele serdo também
chamados planos horizoniais.

Sejam A e B dois sélidos. Cada plano horizontal T determina,
nos sélidos A e B, segdes planas que indicaremos respectivamente
com IT ~ A e I1 n B, Elas sdo as interse¢des do plano IT com os dois
s6lidos dados. Se, para todos os planos horizontais II, a figura
plana IT n A tem a mesma 4rea que a figura plana I1 n B, o
Principio de Cavalieri afirma que o volume de A e 0 volume de B
sdo iguais.

Enunciaremos entdo:

Principio de Cavalieri. Sejam A e B dois sélidos. Se qualquer

plano horizontal secciona A e B segundo figuras planas com dreas
iguais, entdo vol(A) = vol(B).

Quando se desenvolve, em cursos mais avangados, a teoria dos
volumes a partir da definicido que demos na segdo anterior, o
Principio de Cavalieri é um teorema, isto é, ele pode ser
demonstrado. Nio daremos sua demonstragdo aqui porque ela en-
volve conceitos avangados da Teoria da Medida, logo foge destas
ligoes.

Aceitaremos, portanto, o Principio de Cavalieri como ver-
dadeiro. Ele se torna plausivel se observarmos o seguinte: duas
fatias muito finas, de mesma altura, cujas bases tém a mesma
drea, tém aproximadamente o mesmo volume. Tanto mais
aproximadamente quanto mais finas séo. Os dois sélidos dados
podem ser cortados, através de planos horizontais, em fatias finas
com volumes aproximadamente iguais. Sendo o volume de cada
s6lido a soma dos volumes dessas fatias, e a aproximacgio entre os
volumes das fatias podendo tornar-se tio precisa quanto se deseje,
vemos que vol(A) = vol(B).

Os argumentos acima esbogados ndo constituem uma
demonstragdo do Principio de Cavalieri mas ddo uma forte
indicagdo de que ele é verdadeiro.
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O Princfpio de Cavalieri reduz o cdleulo de volumes ao calculo
de dreas. Os pardgrafos seguintes mostrardo como ele pode ser
aplicado. Aqui, daremos as primeiras aplicagdes.

Definigio. Um paralelepipedo ¢ um sélido limitado por 6
paralelogramos: suas faces. Estas faces agrupam-se em 3 pares; em
cada par as 2 faces sdo paralelas, congruentes, e dizem-se opostas.
Quando se toma uma das faces do paralelepipedo como base, a
altura correspondente é a distancia entre esta face e sua oposta, ou
seja é o comprimento da perpendicular baixada de um ponto da
face oposta sobre o plano da base.

As arestas de um paralelepipedo sio os lados dos
paralelogramos que constituem suas faces. '

Um paralelepipedo cujas faces séo retdngulos é um bloco
retangular.

Teorema 1. O volume de um paralelepipedo é o produto da drea
da base pela altura.

Demonstracio, Tomemos uma das faces do paralelepipedo P como
base; o plano que a contém serd chamado plano horizontal. Sobre
este plano, tomemos um reténgulo cuja drea a seja igual & drea do
paralelogramo que serve de base ao paralelepipedo dado. Com
altura h, igual a do paralelepipedo, construamos um bloco
retangular B, tendo como base o retingulo recém-obtido. Ja
sabemos que vol(B)=a.h. Para concluir que vol(P)=a.h, como
queremos demonstrar, aplicaremos o Principio de Cavalieri. Ora,

Fig. 8. O paralelepipedo
P e o bloco retanguiar B
tém a mesma altura he __
suas bases tém a
mesma area o.
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dado qualquer plano horizontal Il, a seg¢do plana I1 N P é um
paralelogramo congruente a4 base de P, enquanto IINB é um
retangulo, também congruente & base de B. { Aqui e no Teorema 2
faz-se uso do fato de que se IT e IT’ séo planos paralelos e R é uma
reta nfo paralela a eles entfio a proje¢do G:[1>II', paralela a R, é
uma isometria. (Exercicio 16 do Cap. 3)). Segue-se que IINP e [INB
tém a mesma drea, seja qual for o plano horizontal I1. Concluimos,
ento, pelo Principio de Cavalieri, que

vol(P) = vol(B) = a.h.
Isto termina a demonstracgio.

O argumento acima pode ser generalizado, a fim de fornecer a
férmula para o volume de um cilindro. Definameos, inicialmente, o
que entendemos por cilindro.

Defini¢édo. Come¢amos com uma figura plana F, chamada a base
do cilindro. Tomaremos o plano que contém F como horizontal. O
cilindro fica determinado por sua base F e por um segmento de reta
£, ndo paralelo ao plano horizontal, chamado geratriz do cilindro,
do seguinte modo: por cada ponto de F levantamos um segmento de
reta paralelo a, e do mesmo comprimento que, g. A reunido desses
segmentos é o cilindro C, de base F e geratriz g.

Fig. 9. Ocilindro C, que tem
por base a figura ptana Fe por
geratriz 0 segmento g, é a
reunido de todos os segmentos
paralelos e congruentes a g,
levantados dos pontos de F.

As extremidades néio pertencentes a base F dos segmentos que
geram o cilindro C, constituem uma figura plana F, contida num
plano paralelo ao plano de F. A distancia entre estes planos (isto €,
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o comprimento da perpendicular baixada de um ponto de F' sobre o
plano de F) chama-se a altura do cilindro C.

Teorema 2. O volume de um cilindro é igual ao produto da drea
da base pela altura.

Demonstra¢io. Como no Teorema 1, construimos, no plano que
contém F, um retangulo cuja 4rea a seja igual & 4rea de F e, tendo
este retangulo como base, construimos um bloco retangular B cuja
altura k seja igual a altura do cilindro C. Qualquer que seja o plano
horizontal 11, a se¢do [T » C é uma figura plana congruente a F,
enquanto [T " B é um retangulo congruente a base de B. Segue-se
que I N C e 1 n B t#m a mesma drea, qualquer que seja o plano
horizontal IT. Em virtude do Principio de Cavalieri, concluimos que

vol(C) = vol(B)=a.h,

o que demonstra o Teorema 2.

Note-se que a defini¢do de cilindro que acabamos de dar inclui,
como caso particular, a possibilidade de ser a base F um poligono.
Quando isso acontece, o sélido C fica limitado por faces planas e
chama-se um prisma. Assim, temos a seguinte

Definic¢éio. Prisma ¢ um cilindro cujas bases sdo poligonos.

Em particular, um paralelepipedo é um prisma: gualquer de
suas faces pode servir-lhe de base. O Teorema 1 é, portanto, um
caso particular do Teorema 2. Observe-se que as demonstragbes séo
inteirameute semelhantes. _

No caso em que a geratriz do cilindro é perpendicular aoc plano
da base, este chama-se um cilindro refo. No caso particular de ser a
base um poligono, temos um prisma reto. Um paralelepipedo reto
cuja base é um retangulo ¢ simplesmente um bloco retangular.

Note-se ainda que, como conseqiiéncia do Teorema 1, qualquer
que seja a face do paralalepipedo que se tome como base, o produto
de sua 4rea pela altura correspondente € o mesmo.

Volume de um cone 75

5. Volume de um cone

Definigﬁf). Um cone K, tendo como base uma figura plana F, e
como vértice um ponto P situado fora do plano de F, é a reunido dos
segmentos de reta que ligam o ponto P a todos os pontos de F.

O plano que contém a base F do cone K serd considerado
horizontal. A distdncia do vértice P a este plano, ou seja, o com-

primento da perpendicular baixada de P sobre o plano, chama-se
altura do cone.

Itema, Seja K um cone de vértice P, altura ho e base Fo
situada no plano horizontal ITp. Seja N1 outro plano horizontal,
entre P e To. Indiquemos com F a se¢do Il ~ K e com h a distdncia

entre P e I, isto é, a altura do cone de base F e vértice P. Tem-se a
relacdo

drea (Fo)  ho o
drea (F) (3
Fig. 1q. Arazéo entre as dreas de F
e Fy e iqual ao quadrado da razéo
b entre as alturas he M.
— | ko

Demonst?agﬁo. Basta observar que a correspondéncia o:I1-Ilo,
que associa a cada ponto X do plano IT o ponto X' =o(X) de Ilo,
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obtido como intersegido da semi-reta PX com o plano Ilg, é uma
semelhanga, com fator de semelhanca igual a hos/h. (Vide Figura
11, Capitulo 3.) Evidentemente, a semelhanca o transforma F em
Fo, logo o lema segue-se do Teorema 6, Capitulo 3.

Teorema 3. Dois cones de mesma altura e bases com dreas iguais
tém volumes iguais.

Demonstragéio. Sejam K e L dois cones com mesma altura Ao e
bases Fo e Go com mesma drea. Podemos admitir que as bases Fg e
Go estdo no mesmo plano Tlp e os vértices desses cones estdo do
mesmo lado de Tlp, Para todo plano horizontal I, situado entre
esses vértices e o plano Ig, as segoes F=IIT~nKeG=II N L tém
dreas iguais pois, segundo o Lema,

drea(F) _ drea(G) 2
drea(Fo) drea(Go) (ho ’

onde k ¢ a distincia do vértice P (e, igualmente, do vértice @) ao
plano Il. Segue-se do Principio de Cavalieri que vol(K) = vol(L),
como queriamos demonstrar.

Um cone cuja base é um poligono chama-se uma piraémide. As
faces laterais de uma pirdmide sdo triangulos. Uma piramide cuja
base também é um triangulo chama-se um tetraedro.

Fig. 11. Uma piramide
com base pentagonal.
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Teorema 4. O volume de um cone é igual a um ter¢o do produto da
altura pela drea da base.

Demonstragiio. Em virtude do Teorema 3, o volume do cone dado
é igual ao de uma piramide cuja base é um tridngule ABC que tem
drea igual 2 da base do cone e cujo vértice B’ ¢ tal que o segmento
B’B é perpendicular ao plano ABC e tem comprimento igual a
altura do cone. Basta entdo provar que o volume da piramide
ABCPR’ é igual a um tergo do produto da area da base ABC pela
altura BB'.

A c’
Fig. 12. Oprismaa
, 7 direita foi decomposio
B~y em 3 pirimides ABCE,
/ ABCAe ACCE de
volumes iguais.
/]
/
4
AQC T~ ~¢

Levantemos AA’ e CC’, perpendiculares ao plano ABC, de com-
primentos iguais ao de BB’. Obtemos um prisma reto de bases ABC
e A’B’C". Como o volume desse prisma ¢ igual ao produto da édrea
da base pela altura, basta mostrar que ele pode ser decomposto em
3 pirdmides, cada uma delas com volume igual ao da pirdmide
ABCPE’. Ora, as 3 piramides sdo a prépria ABCB’, a piramide
A’B’C’A (com base congruente a base da primeira e com mesma al-
tura) e a piramide ACC'B’, cuja base ACC’ é congruente & base
AA’C’ da segunda e cuja altura, a partir do vértice B’, é igual a al-
tura da segunda pirAmide, AA’C'B’, a partir do mesmo vértice B,
Isto conclui a demonstragéo.
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Corolario. O volume de um cone de altura h, cuja base é um

efreulo de raio R, é igual a % 7R 2h.

6. Volume da esfera

Defini¢fio. A esfera de centro num ponto O e raio R é o conjunto
dos pontos do espago cuja distdncia ao ponto O € menor do que ou
igual a R. Em outras palavras, tal esfera ¢ a reunifio de todos os
segmentos de reta de origem em O e comprimento igual a R.

Teorema 5. O volume de uma esfera de raio R é igual a %R‘R 8,

Demonstragéo. Consideremos um cilindro reto cuja base é um
circulo de raio R e cuja altura tem medida 2R. Imaginemos que a

esfera dada repouse sobre o plano horizontal, no qual estd contida
a base do cilindro.

Fig. 13. Cortando a esfera
por um plano horizontal que
dista hdo centro, obtemos
um circulo cuja drea mede
~(AE — 7). O mesmo plano
determina (entre as paredes
do cone e do cilindre, a
direita) um anel circular cuja
area também mede
1:(# - hz).

Com vértice no ponto médio do segmento que liga os centros
dos dois circulos bdsices, (superior e inferior) do cilindro, con-
struamos dois cones, interiores ao cilindro, com bases naqueles dois
circulos que limitam o cilindro. Consideremos o sélido T que é
limitado exteriormente pela superficie lateral do cilindro e, inte-
riormente, pelos 2 cones. O volume desse sélido T é igual a
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diferenca entre o volume do cilindro (21:R3) ¢ o volume dos dois
cones (211'.R3/ 3), ou seja,

vol(T) = % nR3.

Assim o Teorema 5 estard demonstrado se provarmos que o volume
da esfera é igual ao volume do sélido T. Para isso, em virtude .do
Principio de Cavalieri, é suficiente mostrar que a esfera S e o sélido
T determinam segbes 1 " S eI N T, de igual 4rea, em cada plano
horizontal . Dado o plano I, seja k sua distﬁncig ao centro d:a
esfera ou (o que é 0 mesmo) ao vértice comum dos dois cones. Entéo
1 ~ S é um cfrculo de raio

o ’ R 2 _ h 2 X
enquanto [T N T é uma coroa circular cujo raio externo ¢ igual a Re
raio interno igual a h. Segue-se que

4rea(ll N S) =t (RZ - kD),

grea(ll 7 T) =% (B2 - h?).

Isto conclui a demonstragéo do Teorema 5.

7 Area do cilindro, do cone e da esfera

i Sprio
O estudo das dreas das superficies curvas, bem como o pf';pd
conceito de superficie, quando abordado com maior gen.erah a c;:,
apresenta dificuldades que o situam em nivel superior ao _0
pre'sente texto. Por isso nos limitaremos a uma apresentagao
elementar dos casos cldssicos.

Area do cilindro.
Inicialmente, consideraremos um cilindro reto de altura h,

i ie é dois
cuja base é um circulo de raio R. Sua superficie ¢ formada por
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circulos de raio r mais a superficie lateral, reunifo de segmentos de
comprimento h, perpendiculares a base, levantados a partir dos
pontos da circunferéncia basica.

.Cortando o cilindro ao longo de um desses segmentos, podemos
desenrolar sua superficie lateral, sem alterar a drea, de modo a
obter um retangulo de base 2rR e altura %, logo a drea da

superficie lateral do cilindro € igual & drea desse retingulo, que
vale 2rnRh.

Fig. 14.Oclindroe "

sua superficie v
lateral aplicada

sobre ¢ plano.

Area do cone.

Em seguida consideremos o cone reto de altura A, com base
num circulo de raio R. Sua superficie é formada pelo circulo b4sico
mais a superficie lateral, que é a reuniéo de todos 0s segmentos de
reta ligando o vértice do cone aos pontos da circunferéncia bdsica.
Dizer que o cone é refo significa afirmar que esses segmentos tém
todos o8 mesmo comprimento I, que se costuma chamar a geratriz
do cone. Equivalentemente, isto quer dizer que a reta ligando o
vértice do cone ao centro do circulo bésico (eixo do cone) é perpen-

dicular ao plano desse circulo. Evidentemente, ! = VA2 + R2.
Cortando o cone ao longo de uma geratriz, podemos aplicar sua
superficie lateral sobre o planc sem alterar a drea. Obtemos entéo
um setor de um cfrculo de raio /, o qual subtende um arco de
circunferéncia de comprimento 2nR, A drea lateral A do cone é
igual 4 drea desse setor, logo estd4 para a drea do circulo de raio !
assim como o arco 2nR estd para toda a circunferéncia 2nl. Ou seja,
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L2222 == donde A=xiR.

[Usou-se acima o fato de que a drea de um setor circular é
diretamente proporcional aoc comprimento do arco que ele sub-
tende. Isto decorre imediatamente da definicdo de grandezas
proporcionais, Ver “Meu Professor de Matemadtica”, pag. 160.]

Fig.15.Ocone e o
desenvolvimento de
sua superficie lateral

sobre o plano.
e

Area da esfera.

Ao contrério do cilindro e do cone, a esfera ndo possui uma
superficie “desenvolvivel”, isto &, ndo € possivel fazer cortes nela e
depois aplicd-la sobre o plano, sem dobrar nem esticar. Por isso,
para calcular a drea de uma superficie esférica, devemos procurar
métodos diferentes daquele utilizado nos casos de cilindro e do
cone.

Vejamos como chegar a uma férmula que nos dé a drea da
superficie de uma esfera de raio R. Dado um nimero positivo h,
consideremos outra esfera de mesmo centro porém de raio R +h. A
regiio compreendida entre essas duas esferas concéntricas € uma
reunido de segmentos de reta de comprimento & (diferenca entre 08
raios). Cada um desses segmentos é perpendicular a ambas as es-
feras. Logo é intuitivamente aceitdvel que, para valores pequenos
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de A, o volume V dessa casca seja aproximadamente igual a S x A,
onde S é a drea da esfera de raio R. Usando a férmula do volume
da esfera, e usando o simbolo = para significar “aproximadamente
igual a”, temos:

th=V=%t(R+h)3—%nR3=§~nh(3R2+3Rh+h2).

Assim, para valores pequenos de %, temos
§ =5 @R+ 3Rh + B,

Ora, se h é realmente pequeno, as parcelas 3R e h2 sio insig-
nificantes, logo

S=%nx3R2=4nR2.

Podemos entdo concluir que a superficie da esfera de raio R ¢ igual
a 4nRZ.

O raciocinio acima, estritamente falando, ndo constitui uma
demonstragdo mas apenas um argumento heuristico para indicar

como se obtém a expressio 4nR? para a drea da esfera. Uma

demonstragio da férmula S = 4nR? pode ser encontrada nos livros
de Célculo, como aplicagdo do conceito de integral. Demonstragdes
elementares da mesma férmula constam dos textos usuais de
Geometria, tedas seguindo , a menos de detathes de exposigio, as
idéias originais de Arquimedes. _

Por completeza, mostremos como deduzir elementarmente a

formula S = 4nR2 2 maneira de Arquimedes.

A idéia ¢é considerar a superficie esférica como obtida pela
rotacio de uma semi-circunferéncia em torno de um diametro. Ins-
creve-se nessa semi-circunferéncia a metade de um poligono
regular de 2n lados. Por rotagéo, essa poligonal gera uma superficie
formada por n — 2 troncos de cone mais um cone no topo e outro na
base. Todos esses cones e troncos tém geratrizes de mesmo com-
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primento ! (= lado do poligono inscrito). A 4drea dessa superficie ins-
crita é uma aproximagdo para a drea da esfera. Aumentando in-
definidamente o mimero de lados do poligono regular inscrito
obtém-se, no limite, a drea da esfera.

Fig. 16. Pofigono regular
inscrito num semi-girculo e
a superficie de rotagdo por
ele gerada.

Temos, portanto, de comecar calculando a drea lateral de um
tronco de cone. Por defini¢do, um tronco de cone (reto) é a parte de
um cone compreendida entre 2 planos perpendiculares ao eixo. A
base do tronco é um circulo de raio R e o topo é outro circulo, de
raio r. A altura h do tronco é o segmento do eixo entre os 2 planos.
Seja [ a geratriz do tronco de cone (segmento da geratriz do cone
compreendido entre o topo ¢ a base do tronco).

Evidentemente, a drea da superficie lateral do tronco de cone
acima descrito é igual a =R( +y) —nry, onde [+y é a geratriz do
cone inteiro. Esta expressio, entretanto, precisa ser modificada, i-
nicialmente para eliminar y. Come¢amos com o

Lema 1. A drea lateral do tronco de cone é igual ao produto da
geratriz pelo comprimento da circunferéncia média.

Demonstragio: A “circunferéncia média” é a que tex_n raio
m=(R +7r)/2. A semelhanca entre ¢ menor e o maior triangulo
retangulo na Figura 17 fornece
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isto é, Ry =r( +), ou ainda, 7/ =Ry — ry. Somando Rl a ambos os
membros desta igualdade e multiplicando por r, resulta

2nml = "R + r)l = nR( +y) — nry = 4rea do tronco de cone.

Fig. 17. O segmento de medida /, girando em
torne do eixo vertical, gera um tronco de cone
de raios e A. O segmento horizontal que liga o
meio da altura ao meio da aresta lateral do

Num tronco de cone, chamemos de apétema ao comprimento a
do segmento de reta perpendicular & geratriz /, levantado pelo seu
ponto médio e terminando no eixo.

O segundo lema fornece outra expressio para a drea lateral do

tronco de cone, a qual se presta melhor ao propésito de determinar
a drea da esfera,

Lema 2. A drea lateral do tronco de cone é igual ao produto
2rah do comprimento (2ra) da circunferéncia que tem como raio o
apdtema pela altura h do tronco.

Demonstracio: O tridngulo retangulo de hipotenusa a e cateto m
é seme]ha.nte ao triangulo retingulo de hipotenusa [ e cateto & na
figura (pois @ é perpendicular a / e m ¢ perpendicular a k). Logo

tronco de cone tem comprimento m= (R+ n/2.
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Fig. 18. O apotema, de comprimento &, ¢ perpendicular
4 aresta lateral do {ronco de cone, passando pelo seu
O ponto médio. Aigualdade ah = mipermite exprimir a
b 4rea do tronco de cone de modo conveniente para
! caleular & drea da esfera.

ou seja,

mi=ah.
Portanto,

2nah = 2nml = 4drea lateral do tronco de cone.

Observaciio. Se temos um cone inteiro, entdo x=y=0, logo
m/a =h/l e a formula 2rah = drea lateral, vale também neste caso.

Teorema. A drea da superficie esférica de raio R é igual a 4nR?

Demonstracio: Como na Figura 16, inscrevemos na
semi-circunferéncia de raio R a metade de um poligono regular de
2n lados. Girando a figura em torno do didmetro, obtemos n — 2
troncos de cone, mais 2 cones inteiros, e a drea lateral da superficie
assim obtida é, em virtude do Lema 2 ( e levando em conta que a
soma das alturas dos cones e troncos é 2R), igual a
2na x 2R = 4naR, onde a é o apétema do poligono. Quando o
nimero n de lados do poligono cresce indefinidamente, a tende
para R e a drea calculada tende para a 4rea da superficie esférica,

que &, portanto, igual a 4nR2,

Observacgdio. A partir da drea da superficie esférica, é fcil obter
novamente a férmula para o volume da esfera de raio R. Ele é o
nimero cujas aproximagdes por falta sdo os volumes dos poliedros
inscritos na esfera, isto é, poliedros nela contidos, 0s quais tém seus
vértices sobre a superficie esférica. Cada um desses poliedros se
decompéde, por projecdo a partir do centro da esfera, numa reuniéo




86 Volume

de pirdmides, todas tendo esse centro como vértice e as faces do
poliedro como base. Quando as faces do poliedro inscrito sdo
suficientemente pequenas, as alturas dessas piramides sdo
aproximadamente iguais ao raio R da esfera e a soma das 4reas de
suas bases é aproximadamente igual 4 drea da superficie esférica,

isto é, a 4nR2. Como o volume de cada pirdmide é
1
3

segue-se que a soma dos volumes dessas pirdmides, isto é, o volume
do poliedro inscrito, é aproximadamente igual a

base x altura,

AR xR 4 3
—3 3
Este argumento é interessante, entre outras coisas, porque explica
a origem do denominador 3 nesta férmula.

8. Nota histérica

Volumes sio tratados por Euclides no Livro XII dos Elementos. Nio
hd férmulas ali para exprimi-los, naturalmente. Os principais
teoremas demonstrados sdo os seguintes
* As pirdmides e os prismas de mesma base (ou mesma
altura) estdo enire si como suas alturas (ou bases).

* Todo prisma triangular se decompde em trés piramides
equivalentes.

* O volume de um cone é um terco do volume do cilindro de
mesma base ¢ altura.

® Os cones e cilindros de mesma base (ou altura) estdo entre
si como suas alturas (ou bases).
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* Osvolumes de duas esferas estdo entre si como 0s cubos dos
seus di@metros.

Em linguagem atual, isto significa que os volumes do prisma e
do cilindro sdo proporcionais & base e a altura. Mais precisamente,
existe uma constante k& tal que esses volumes tém a expressio
V =% % base x altura. J4 os volumes do cone e da pirimide tém a
expressio

V = = x base x altura.

LS

Escolhendo o cubo de aresta 1 como unidade de volume, resulta que
k=1. Por conseguinte, Euclides essencialmente sabia como
calcular os volumes desses sélidos.

Quanto a esfera, o quinto teorema acima citado significa que

seu volume tem a expresséo V = c.R3, onde R é o raio. Mas Euclides
nada concluiu a respeito da constante ¢. S6 quase um sécule mais
tarde Arquimedes provou que ¢ =4n/3.

Os Elementos ndo fazem referéncia as 4dreas do cone, do
cilindro e da esfera. Evidentemente, as dreas do cilindro e do cone
sdio ficeis de calcular: a primeira é a de um retingulo e a segunda,
de um setor circular. Mas para saber a 4rea da esfera, foi preciso
novamente esperar até que o génio de Arquimedes resolvesse o
problema.

Arquimedes, que viveu de 287 a 212 A.C,, foi ¢ mais notavel
dos matemdticos gregos e um dos maiores de todos os tempos. Ele
nasceu em Siracusa, cidade da Sicilia, e 14 viveu quase toda a sua
vida. Mas é certo que estudon em Alexandria, com discipulos de
Euclides.

A vida de Arquimedes contém episédios pitorescos, como o de
sair correndo ni pelas ruas de Siracusa, gritando “Eureka!” (achei)
apés conceber, enquanto se banhava, seu conhecido principio sobre
corpos flutnantes. Ou sua afirmagéio bomb4stica ao rei de Siracusa:
“Dé-me um ponto de apoio ¢ eu deslocarei a terra!”. O historiador
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romano Plutarco, em sua biografia do general Marcelo, descreve
com detalhes os notdveis engenhos bélicos inventados por Ar-
guimedes para infernizar a vida das tropas romanas no cerco a
Siragusa, terminando com sua trdgica morte no ano 212 A.C,, as-
sassinado por um impaciente soldado romano que néo quis esperar
a conclusdo dos cdlculos que ele fazia na areia antes de levd-lo a
presenca de Marcelo.

Arquimedes foi o primeiro a efetuar, com rigor e elegancia, o
cdlculo do volume da esfera e da drea de sua superficie. No livro in-
titulade “Superficie e volume do cilindro e da esfera” ele prova os
seguintes teoremas:

* A superficie de uma esfera é igual a quatro vezes o maior
cfreulo nela contido.

* Qualquer esfera é igual a quairo vezes o cone cuja base é o
maior circulo nela contido e cuja altura é o raio da esfera.

E resume esses fatos no elegante enunciado abaixo, do qual ele
se orgulhava tanto que queria té-lo gravado em seu timulo:

“O cilindro que tem por base o maior dos circulos contidos na
esfera e por altura o didmetro dessa esfera é igual a uma vez e meia
a mesma esfera e sua superficie, incluindo as bases, é também igual
a uma vez e meia a superficie da esfera”.

Este enunciado contém as férmulas

V=§-mR3 e S=4nR?

do volume e da 4rea da superficie de uma esfera de raio R.

Para um relato hicido da vida e dos trabalhos de Arquimedes,
bem como de outros matemiticos gregos, vide “Episédios da
Histéria Antiga da Matemitica”, por A. Aaboe, publicacio da
Sociedade Brasileira de Matematica.

O método mais eficiente e geral que se usa hoje em dia para
obter as férmulas do volume e da 4rea dos chamados “trés corpos

Sobwe o ensine de dreas e volumes 89

redondos” {cilindro, cone e esfera) é o cdleulo infinitesimal, com a
integracio de fun¢des elementares.

O célculo foi desenvolvido na segunda metade do século 17, por
Newton e Leibniz, a partir de trabalhos iniciais de Fermat e Des-
cartes. Arquimedes, entretanto, j4 pode ser considerado o precursor
dos métodos infinitesimais que conduziram & nog¢do de integral.
Muito depois dele, no comec¢o do século 17, o padre italiano
Bonaventura Cavalieri, discipulo de Galileu, deu um passo impor-
tante na mesma dire¢iio com seu livro “Geometria dos Indivisiveis”.
Ali estd enunciado seu principio, do qual se fez largo uso no
presente texto. Cavalieri considerava uma regido plana como for-
mada por cordas paralelas e um sélido como constituido de placas
planas paralelas. As idéias de Cavalieri exerceram forte influéncia
em Leibniz. Mesmo Newton, o outro criador do Cdleulo, embora as-
sumisse publicamente uma atitude critica em relagdo aos
indivisiveis, em alguns de seus trabalhos usou terminologia intro-
duzida por Cavalieri.

0. Sobre o ensino de areas e volumes

Quando se tem de justificar, a nivel do ensino de segundo grau, as
férmulas para volumes e dreas dos corpos sélidos mais conhecidos,
as seguintes alternativas se apresentam:

A) Adotar a apresentagdo classica de Euclides e
Arquimedes, aperfeigoada por autores modernos como Legendre e
Hadamard. O volume do bloco retangular é tratado como no
presente texto mas ja os volumes do paralelepipedo e da piramide
requerem aproximagdes por poliedros retangulares. Comparando
(como pareceria natural) com o estudo das dreas do paralelogramo
e do tridngulo, nota-se uma grande diferenga pois, no Capitulo 2
deste texto, estas 4reas foram obtidas de modo simples, a partir do
retdngulo, apenas cortando e recolando. Esta diferenga, por sinal,
intrigou o grande mateméatico David Hilbert, que pds, em 1900, o
problema de saber se seria possivel decompor uma pirdmide num
nimero finito de poliedros que, reagrupados devidamente,
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formassem um bloco retangular, Seu aluno Max Dehn provou que
néo. (Vide RPM numero 14, pag. 19 (1987).) Assim, ndo se pode
evitar algum tipo de passagem ao limite no cdlculo do volume da
piramide e do paralelepipedo.

O volume do cone e do cilindro sdo facilmente obtidos
aproximando-os por pirdmides e prismas respectivamente. Jd o
volume da esfera pode ser aproximado pelo da figura obtida pela
rotagdio, em torno de um didmetro, de um poligono regular inscrito
no circulo equatorial. Essa figura, conforme vimos na se¢éo 7, é for-
mada por dois cones mais diversos troncos de cone, cujos volumes
se calculam e depois se passa ao limite, fazendo o ntimero de lados
do poligono aumentar indefinidamente.

O tratamento acima resumido tem sido adotado nos livros
brasileiros, salvo durante um intervalo contendo um pouco mais do
que a década de 30, quando os nossos textos adotaram a segunda
alternativa, que descrevemos a seguir.

B) Usar o Cidlculo Infinitesimal. O prestigioso matemadtico
alem#o Felix Klein comandou, no inicio do século 20, um
movimento no sentido de modernizar o ensino da Matemética nas
escolas secunddrias. Uma de suas teses era a introdugdo do
Calculo, suavemente, no curriculo escolar dos anos correspondentes
ao nosso segundo grau, Isto permitiria tratar de forma simples e
definitiva certos conceitos fisicos, como velocidade e aceleracio, e,
mais geralmente, evitaria a perda de tempo decorrente de estudar
um assunto de modo elementar, porém complicado, para depois, na
universidade, revé-lo de modo mais ficil e mais geral, com auxilio
do Célculo. Areas e volumes eram exemplos notdveis para ilustrar
a tese de Klein.

No Brasil, até 1943, o ensino antes da universidade era
dividido em trés cursos: primédrio (4 anos), secunddrio (5 anos) e
complementar, ou pré-universitério {2 anos). Derivadas e integrais
eram estudadas nestes dois Wltimos anos. Com a reforma de 1943;
os sete anos finais foram reagrupados em 4 + 3 (gindsio e colégio).
O estudo do Caleulo Diferencial foi mantido no ltimo ano do curso
colegial mas o Cidlculo Integral foi abolido. Com isso, dreas e
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volumes de corpos sélidos voltaram a ser tratados nos moldes de
Euclides e Arquimedes.

A abordagem de sreas e volumes na escola secunddria por
meio de integrais tem, sem divida, o mérito da grande variedade
de aplicacdes, além de ser definitiva. Por outro lado, levanta
dificeis questdes de natureza didatica referentes ao grau de rigor
nos fundamentos.

C) Utilizar o principio de Cavalieri. Esta alternativa, que
escolhemos aqui, permite uma simplificagdo notdvel nos
argumentos que conduzem as férmulas cldssicas de volume. No
fundo, o principioc de Cavalieri ¢ um resultado sobre integrais.
(Corresponde a afirmar que uma integral miiltipla pode ser
calculada por meio de repetidas integrais simples.) Mas,
apresentado sob a forma de um postulado, como o fizemos, ¢é
intuitivamente aceitdvel e conduz rapidamente aos resultados. Seu
ponto fraco é que ndo se aplica ao cdlculo de dreas de superficies
curvas. Esta deficiéncia, entretanto, é amplamente compensada
por suas vantagens.

10. Exercicios

1. De que modo se poderia usar uma balanga para calcular o
volume de um sélido?

2. A razéio entre os volumes de dois sélidos semelhantes ¢ igual ao
cubo da razio de semelhanga.

8. Dois cubos ou duas esferas quaisquer sdo figuras semelhantes.

4. Num bloco retangular, o quadrado da diagonal é igual & soma
dos quadrados das 3 arestas que concorrem num vértice.

5. Dadas as semi-retas nio coplanares OX, OY, e OZ, com a mesma

origem O, seja V(x,y,2z) o volume da p1ram1de de vértice O cuja
base é o triangulo XYZ, com OX = x, OY = y ¢ OZ = z. Prove que
Vi(x, y, ) é diretamente proporcional a x, ¥ e z e conclua que
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Vix,y,2) _ xyz

V(xl’ y!’ z)) xlyfz!"
6. Se os angulos £X0Y, £XOZ e £LYOZ sido retos, mostre que
Vix, y,2) = xy2/6.

7. Decomponha o cubo de aresta @ em 5 tetraedros justapostos,
sendo 4 deles congruentes, com as trés arestas laterais iguaisaa e
as trés arestas da base medindo @V2. O quinto tetraedro é regular,
com as seis arestas medindo av2. Conclua que o volume do

tetraedro regular de aresta o é igual a ®/6V2. Obtenha o mesmo
resultado a partir da férmula do volume de uma piramide.

8. No exercicio 5 acima, se os angulos £LXOY, LX0OZ e £LYOZ séo
retos, mostre que o quadrado da drea do tridngulo XYZ é igual a
soma dos quadrados das dreas dos tridngulos XOY, XOZ ¢ YOZ.
(Sugestio: use o Exere. 21 do Capitulo 3 e o Exerc. 4 acima.)

9. Se todo plano horizontal IT secciona os sélidos A e B segundo
figuras planas [1NA4 e IInNB tais que a drea de INA é k vezes a drea
de [INB, onde k ¢ uma constante, entdo vol(A) = k.vol(B).

10. O principio de Cavalieri para dreas de figuras planas tem o
seguinte enunciado (ver Figura 19):

“Sejam A e B figuras planas. Se, para toda reta horizontal r, as
intersegdes rmA e rnB sdo formadas por um mimero finito de seg-
mentos de reta tais que a soma dos comprimentos dos segmentos
em r~A é igual a soma andloga em r~B, entdo A e B tém 4reas
iguais”.

Fig. 19
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Baseando-se no Principio de Cavalieri para sélidos, demonstre o
resultado acima enunciado. Prove também o andlogo do Exercicio 9
para figuras planas,

11. Considere, no plano, dois eixos perpendiculares OX e OY, que
se encontram no ponto 0. Seja A um ponto do eixo OX. E dada uma
curva C, no plano, com a seguinte propriedade: qualquer
perpendicular a OX levantada de um ponto do segmento OA,
encontra a curva C num udnico ponto. Calcule a drea da figura
plana F obtida levantando-se a partir de cada ponto de C um
segmento de comprimento h, paralelo ao eixo OY (ver Figura 20).

Fig. 20

12, Seja Mo um plano horizontal. Considere uma superficie S com a
seguinte propriedade: a reta vertical que passa por um pontoe de S
nio contém nenhum outro ponto de S. Seja C o sélido formado
levantando-se, a partir de cada ponto de S, um segmento vertical
de comprimento k. Qual é o volume de C? Caso particular: Seja S a
superficie de um hemisfério repousando sobre o plano horizontal.
Sobre cada ponto de S levante um segmento vertical de
comprimento 1. Qual é o velume do sélido assim obtido?
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13. Sobre 3 retas paralelas, ndo situadas no mesmo plano, sdo
tomados 3 segmentos de igual comprimento A. Prove que o volume
do prisma triangular assim obtido depende de comprimento % mas
néo das posigoes dos segmentos sobre as retas.

14, Chama-se se¢do reta de um cilindro a figura plana obtida como
intersecio do cilindro com um plano perpendicular a geratriz.
(Impde-se ainda, tacitamente, que esse plano corte todos os
segmentos de reta levantados da base paralelamente A geratriz.)
Prove que o volume de um cilindro ¢ igual ao produto da drea de
sua sec¢do reta pelo comprimento da geratriz.

15. Mostre que o volume de um tronco de cone de base circular em
fungdo da altura h (do tronco) e dos raios das bases R, r, tem a
expressio

% R%+r* +Rr).

16. Takakasu Seki (1642 - 1708), conhecido como o “Newton
Japonés” ou o “pai da Matemdtica japonesa”, descobrin os
determinantes ao mesmo tempo que Leibniz. Era hdbil praticante
do que os chineses chamavam o “método do elemento celestial”, que
vinha a ser a resolugio numérica de equagbes algébricas. Os
matemadticos japoneses costumavam escrever livros nos quais
resolviam problemas e, no final, propunham outros mais dificeis.
Em seguida, vinha outro autor que resolvia estes iltimos e
propunha novos. Este processo durava séculos. Numa etapa dessa
sé€rie, Seki chegou a resolver um problema que se reduzia a achar
uma raiz de uma equagdo de grau 1458! Seki deduziu a formula da
drea de uma elipse cujos eixos medem 2z e 2b. Na biografia de
Seki, escrita por Akira Kobori, lemos o seguinte:

“A fim de obter a 4rea de uma elipse, ele cortou de um cilindro
circular infinito dois segmentos cilindricos com geratrizes de
mesmo comprimento: um com bases circulares e outro com bases
elipticas. Esses dois cilindros tém o mesmo volume. Igualando os
volumes desses dois pedagos do cilindro, Seki obteve o resultado de
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que a drea de uma elipse é /4 vezes o produto do eixo maior pelo
eixo menor.”

Explicite e justifique as afirmagdes do trecho acima, usando o
principio de Cavalieri ¢ 0 Exercicio 21 do Capitulo 3.
17. Numa esfera, cave um buraco cilindrico cujo eixo seja um
diametro da esfera. Use o Principio de Cavalieri para mostrar que o
volume do anel que sobrou é igual ao volume de uma esfera cujo
diaAmetro é a altura do cilindro. Calcule também o volume da parte
retirada em funcdo dos raios da esfera e do cilindro.

18. No espago tridimensional, considere o sistema de coordenadas
cartesianas definido pelos 3 eixos ortogonais OX, OY e OZ. Dados
0s nimeros reais positivos a, b, e ¢, considere a funcdo fiEE,
definida por fiP) =P, onde P = (x, y, z) e P = (ax, by, cz). Mostre que
a esfera F de centro O =(0,0,0) ¢ raio e 1 ¢ transformada por [
numa figura F* tal que vol(F") = abe.vol(F).

19. Como no exercicio anterior, considere um sistema de eixos
ortogonais no espago tridimensional E. Prove:

(a) Que o ponto P = (x, y, z) pertence 4 esfera S de centro O e
raio 1, se, e somente se, x> +y° + 22 1.
(b) Que a fun¢do f do exercicio anterior transforma a esfera S na

figura F formada pelos pontos (x, ¥, 2) tais que

2

[3-4

+55+—5< 1.

a |H
[ o]

TS

Yo l™

A figura F chama-se o elipsdide de eixos 2a, 2b e 2¢. Conclua
que o volume desse elipséide é igual a 4abe/3n.

(¢) Que se a = b entdo a intersecido do elipséide F com qualquer
plano horizontal (z = constante) é um circulo com centro
sobre o eixo OZ. Conclua que, neste caso, F é o sélido gerado
pela rotagéio em torno do eixo OZ de uma elipse situada no
plano x = 0, a qual tem eixos 2a e 2¢.
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20. O paraboléide de revolucdo de altura h éo o sélido gerado pela

rotagdo do segmento de altura h da parsbola z= y2 (situada no
plano OYZ) em torno do eixo vertical OZ. Em termos das
coordenadas cartesianas (x, y, 2) esse paraboléide & o conjunto dos
pontos do espago cujas coordenadas cumprem as condigdes
2+y2sz<h.

Observe que cada plano horizontal z= constante > 0 intersecta
o paraboléide segundo um circulo de raio Vz.

Z Z
Fig. 1 4
@ID R b
h /
. Y .
0 o ¥
X -

Considere um prisma de altura &, que tem por base o tridngulo
retangulo isésceles, no plano OYZ, cujos vértices sio os pontos O,
(0, 0, &) e (0, &, k). Use o Principio de Cavalieri para concluir que o
volume do paraboléide é igual a nh2/2.

21. Comparando as sec¢bes horizontais da elipse

2
X
—+5=1
a?

%o

com as secgbes horizontais do circulo x2 + y2 < b2,, use o Principio
de Cavalieri para figuras planas a fim de obter uma nova
demonstragio de que a 4rea da elfpse é igual a mab.

22. Compare as segdes horizontais do elipséide

£ P2
S+ 5+5<1
a? b2 2

com as da esfera x2 + y2+22g c?,
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e use o Principio de Cavalieri (na forma do Exercicio 9) para ter
uma nova prova de que o volume do elipséide é igual a 4rabc/3.

23. A figura sélida gerada pela rotacdo de um circulo de raio ¢ em
torno de um eixo vertical situado no plano do circulo, a uma
distancia b>a do seu centre, chama-se toro. Compare as se¢bes
horizontais do toro com as de um cilindro reto horizontal cuja base
é um circulo de raio a¢ e cuja altura mede 2rb. {Suponha que o
cilindro e o toro repousam sobre o mesmo plano, perpendicular ao
eixo do toro.] Use o Principio de Cavalieri para concluir que o

volume do toro € igual a 2n2a2b.

O &0

Fig. 22. Um plano horizontal, a uma
altura 2 (a partir dos centros dos circulos
que geram o toro e o ¢ilindro) secciona o
toro 7 segundo um ane! circular de raio
intemo r= b V&% - 2 e raio extemo
A=b+ V& — 2.0 mesmo plano
hotizontal secciona o citindro C segundo
um retingulo de base NFZ - Z ealtura
2nab. Estas segoes horizonlais tém &
mesma area.
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3. Elon Lages Lima — Meu Professor de Matemdtica e Outras Historias.
Publicacio da Sociedade Brasileira de Matematica (SBM).

4, Carl Boyer — Histéria da Matemdtica (tradugiio de Elza Gomide).
Editora Edgar Bliicher / Editora da Universidade de Sdo Paulo.

5. Dirk Struik — Histéria Concisa das Matemdticas (tradugdo de Jodo
Cosme Santos Guerreiro). Gradiva Publica¢des Ltda, Lisboa, 1989.

Os leitores interessados numa apresentagdo mais conceitual dos nimeros
reais poderdao consultar o livro abaixo, especialmente o Capitulo 2:

6. Elon Lages Lima — Andlise Real, vol. 1. Publicagio do IMPA,
distribuida pela SBM.

Nota: Os livros publicados pela Sociedade Brasileira de Matemdtica
podem ser adquiridos nas secretarias regionais da SBM ou escrevendo-se
diretamente a sede da Sociedade, na Estrada Dona Castorina, 110, CEP
22460, Rio de Janeiro, RJ.



