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OPERADORES — OBSERVAVEIS RESUMIDAMENTE
1- no caso da posicdo o operador € o proprio valor da posicao:
X < X
2 - no caso do momento, operador é dado %)r:

N < —IA
P OX

_ T 0
0 =< p>= joo N7 (x,t)(— |h&j\11(x,t)dx

3 - no caso da energia, operador € dado por:

é:ihﬁ
ot

E =<E >= +_[.:‘If*(x,’[)(ii'z%)‘P(x,t)dx



Funcao de onda — interpretacao:

Funcéo de onda da particula:

Ao contrario de ondas mecanicas em uma corda, ou de ondas sonoras
no ar, a funcdo de onda de uma particula NAO é uma onda mecanica
que necessita de um meio para se propagar.

« A funcéo de onda descreve a particula, porém, ndo podemos
relacionar esta funcao de onda com os materiais nos quais a onda se
propaga, como acontece para a onda mecanica

« Podemos apenas relaciona-la com os efeitos fisicamente observaveis.

A funcao de onda descreve a distribuicao de probabilidade de uma
particula no espaco, do mesmo modo que uma onda eletromagnética
descreve a distribuicdo dos campos elétricos e magneéticos.

D(X)C X = ‘LI](X '[)‘2 dX E usamos isto porque a funcdo de onda

nao € necessariamente uma grandeza
real, pode ser uma grandeza complexa

D(X)C X=Y" (X, t)\P(X, t)dX com uma parte real e imaginaria.




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger
A mecanica classica ndo pode ser utilizada em sistemas nos quais as
caracteristicas de onda das particulas sdo manifestadas. Para entender as
trajetorias destas particulas que mostram propriedades ondulatorias

necessitamos de uma nova mecanica (chamada mecanica guantica)

Da segunda lei de Newton: E_ md_2><
dt’
A solucéo desta equacdo é consistente com os experimentos em Vvarias situacoes fisicas
No lugar das equacbes de movimento da mecéanica classica da qual a
posicao exata da particula no espaco a cada momento pode ser calculada,
usaremos a mecanica quantica que fornece funcoes de onda que contem
tudo que pode ser conhecido sobre a particula de acordo com o principio

de incerteza

As funcdes de onda da mecanica quantica podem ser derivada de equacao diferencial
fundamental conhecida como Equacao de Schrodinger, que possui 0 mesmo status da equacao
da mecanica classica de Newton. E um postulado que ndo tem descri¢do “a priori”, somente ¢
consistente a solucéo desta e 0 experimento.



Equacao de Schrodinger

Diferenca importante entre a equacao de Schrodinger e a
equacao da onda classica esta no fato de um numero
imaginario j_./—1 aparecer explicitamente na Eq. de
Schrodinger.

‘As funcdes de onda que satisfazem a Ed. de Schridinger nao
sSao necessariamente reais, Como vimos no caso da funcao de

onda da particula livre '

Isto significa que a funcao de onda T(X, '[) que satisfaz a equacao de
Schrdodinger ndo é uma funcdo diretamente mensuravel como a funcéo
de onda classica, ja que os resultados de medicbes sdo necessariamente
nUmero reais. Entretanto estamos interessados em obter as
probabilidade (por exemplo: encontrarmos o elétron em uma posicao). E
esta interpretacdo probabilistica da funcéo de onda foi proposta por Max
Born e reconhecida, apesar dos protestos de Einstein e Schrodinger.




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

Esperamos que a Equacao de Schrodinger incorpore os seguintes

principios fundamentais:

« A conservacao de energia: este principio é tdo basico que sua excluséo
e impensavel.

* A hipotese de de Broglie: mecanica quantica esta especificamente
relacionada a particulas gue mostram distintas propriedades de ondas.

O principio de conservacao de energia é definido pela equacao:

E = Ec + Ep E = p_ Substituindo a equacao de de Broglie:
¢ 2m h hz
P==  E =—;
A 2°m

Vamos assumir, por simplicidade, que a parte da funcao de onda da
particula independente do tempo, em uma dimensao, pode ser escrita

coOMmo.



Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

. 2 20 - 2
Acabamos de ver que: _ _ h entdo: g _ h2 ~E-E,
¢ 2/12m 2A4°m
A equacdo: h?
W — AsenkX 2(E-E,)m

A derivada segunda desta equacao é:

2
IV _ 2 psinke=— k=27”
d;( 2 d2y 4y 2(E—Ep)mw
dyw :_472' 7 dx2 2
dx” A d?y 8.72m
FV— (E-E)w

Esta equacéo é a forma unidimensional da equacao de
Schrodinger
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Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger
Vimos que :

dy 87z
_h = E-E
Sy dx’ h? ( o)V
\amos re-escrever: d 2 2m
v =2 (E-E)y
A S 5
ZT < E=in—
IOV e —Ey ot

Para uma funcao de onda

dependente de x e t W(X1 t)
Equacao de Schrddinger dependente do tempo

he 0°w(x,1) .. O (X,1)
— 2V (X, D (xt)=1h ’
2m  Ox° (X Dy (x.1) ot

2m dx?




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

A forma mais geral da equacao de Schrodinger dependente
do tempo para uma particula que se move em um potencial em uma

dimensao:
B n* 0%y (X,1)
2m  Ox°

+V (X, Dy (x,t)=ih al//a(tx,'[)

NO0sso objetivo é resolver esta equacao para diversas formas de V(x,t)

Inicialmente vamos pensar na particula livre em que nao age nenhuma
forca sobre esta

_ | (kx—at) 2 : ) [
W(X,t) — Ae w ou 1, l,zu :(L pj(L p)Aeh(p Et)
i OX h 7]
—(pX—Et) 2 2
(X t) = Ae’ p-l 12z oy _ P,

E=hv=#2znv=hw K== P=Tk



Equacao de Schrodinger

02 oty (x.1) op(xt) O’y p’
R +V (X, Dw(x,t)=1#x p PV W
—(p —Et) oy ——(px—Et) i
Z OV _ _Vppe ™™ __Tg
w(X,1) = Ae ~ " 7 By

I

Substituindo e usando V(x,t) = Vo

_f_mK_ %}/j(x,t) V(X ) = ih(— %jEw(x,t)

( P’ ]w(x,t)+Vow(x,t) —Ey(x1)
2m

2
( P j+Vo: £
2m

Energia total da particula se conserva




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

Equacao de Schrodinger independente do tempo

Geralmente estudaremos 0s casos que correspondem a situacoes de onda
estacionaria:
atomo de hidrogénio,
Particulas em uma caixa
Oscilador harmonico
Nestes casos o potencial V nao depende explicitamente do tempo
V(x,1)=V(x) — Utilizaremos neste caso a ideia de separacdo de variaveis:

F(x,1) = (X)9(1)

d)=e " W) =pe



Equacao de Schrodinger independente do tempo

F(x,1) = (X).0(1)

Cuja parte espacial, chamada de autofuncao ¢ obtida pela equacéo
diferencial:

h’ 62w(X)¢(t)
- 2m

+V (Xy (X)4(t) =17

oy (X)¢(t)
ot

As derivadas agora sao ordinarias e ndo mais parciais

Mﬁ ACRYI /{ /(; . /{) dg (t)

g (X) A1)
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Equacao de Schrodinger independente do tempo

-%M;‘QX) +V(x)%e{)%r{= m%{)% o 1

v (X).4(t)

2 2
w1 d z//gx) RISV AR dg(t)
S6 depende de x 2my(x) dx (t) dt
SO depende de t

Sao iguais uma constante C (constante de separacao)

1 dp(x) ) dgt) C . iC
mpe b =6 i W=
1 dg) ict
T dt p(t)=e *




Equacao de Schrodinger independente do tempo
Temos: i B Ct Ct
_ICt P(t) = cos( ; j |sen( - J

p(t)=e '
P(t) = CO{Zﬂ' %) — isen(27z %)

Temos uma funcéo oscilatoria de frequéncia f=C/h, mas segundo

E=hv de Broglie :
|Et

V:% - _*C:E ¢(t) € e

e 1 dw(X) h° dw(X)
— V C — +V (X)) (X) = Ew (X
TITORT: +V (x) = P (¥ (X) = Ey(x)
1 dg(t) _ - - :
17 Equacao de Schrodinger independente do tempo

A() dt



Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

Equacao de Schrodinger independente do tempo
A densidade de probabilidade neste caso: :

Y0 =p(xe "
P(x,t)dx =¥ (x,t)¥(x,t)dx

P(x,t)dx = W*(X)e%Etw(X)e_%Eth
P(x,t)dx =y (X)w(x)dx

Ou seja nao depende do tempo. Essas solucoes sao chamadas de estados
estacionarios




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger
Para ter sentido fisico, devemos impor algumas condicoes

« As funcOes de onda e sua primeira derivada, para serem solucoes
aceitaveis precisam:

e Ser finita (ndo podemos aceitar que  w(X) =0;Xx >0
particula tem que ter ser movimento em uma regiao do
espaco

 Ser univoca (a funcéo de onda nao pode ter multiplos
valores)

 Se continua (pois se temos func¢des descontinuas as derivadas
serao infinitas nos pontos de descontinuidade)

« Essas condicOes sdo necessarias para que as funcoes de onda
representem os observaveis de maneira adequada

Agora vamos ver alguns casos e aplicacoes



Particula sujeita a V(x) = Vo

Postular a equacao de Schrodinger para uma particula de massa m livre
V(x,t)=Vo

Primeiro podemos pensar em uma funcao de onda do tipo cos(kx-wt), no
entanto esta ndo satisfaz a solucdo da Eq. De Schrddinger (primeira
derivada € seno e segunda derivada é cosseno). O mesmo acontece para
uma funcéo de onda do tipo sen(kx-wt). Entretanto a combinacao linear
destas solucdes € uma forma exponencial da fungéo harmonica que
satisfaz a equacao de Schrodinger

P(x,1) = A@(kx@@(kx ~wij}

imaginaria

real

Usando a férmula de Euler

e | =Ccosfd+1send ‘P(X,t) _ Aei(kx—a)t) _ AeIkX —iat

e’ =cos@—isend




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

P(x,1) = Apilx-ot) _ paikxg-ict

2
° Lg)fx Y _ (k)2 Ae o = —k2p(x 1)

Substituindo na equacéo de Schrodinger e fazendo V(x,t)=Vo temos:

5 az‘P(z,t) V()P (1) = a‘lf(x t)
2m  OX ot h° .
(- K29) +V, W = ifi(—iw) ¥

h %27

p:f—‘hk\ﬁ K2

p° = E, 02
Energia total da particula se conserva 2m ( om ]+VO =E E=hw

Y +V,¥Y =hoV
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Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

Estudar a particula livre que ndo age nenhuma forca é aplicada
V(x,t)=0

Qx,t) = W(X)-B

Vemos que a funcao de onda realmente apresenta um estado
estacionario com energia

E=7%w
h2 dZ(AeikX) _
2 2 kxy __
AV Ve =Ep()  am e ove ) TEVE)
2m dx 2
—%(ik)er'kX =Ey(X)
s e L LR
: = A = oy (%) = Ev(x)
P’ _ ¢ m 2m




Equacao de Schrodinger

Assim para a particula livre, ndo ha restricdes sobre o valor de p e,

assim nao ha restri¢cdes para o valor de energia . p’
Se V(X) nao for constante, entao as solucdes de uma equacao

de Schrodinger sao possiveis apenas para certos valores de
E. Esses valores representam os niveis de energia permitidos

descritos por V(x) '

Esta descoberta € muito importante pois antes deste desenvolvimento
ndo havia forma de prever os niveis de energia a partir de qualquer
teoria fundamental, a ndo ser pelo método de Bohr, cuja eficiéncia era
bastante limitada.
A dependéncia da funcdo de onda com o tempo € essencial para
estudar os detalhes das transicOes entre estados, a emissao e absorcao

de fétons e a vida média dos estados.




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

Vimos que a funcao de onda da particula livre apresenta
um momento linear bem definido o que segundo o

principio de incerteza, nao temos a menor ideia onde a
particula esta.

P(x,t)dx =¥ (x, 1) =¥ (x,t)¥(x,t)dx
(A* —ikx |a)t) (Aelkxe |a)t) _ A*Aeo :‘AZ

A funcao densidade de probabilidade nao depende do tempo (estado
estacionario de energia bem definida), e ela também ndo depende da

posicao, o que indica que a probabilidade de encontrar a particula em
qualquer lugar no espaco é igual. £2)2

2m

Logo para a particula W(X) — Aeikx E=

livre temos:



Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger
Funcao de onda de uma particula em uma caixa

Uma particula de massa m desloca-se nesse sistema
Condic0es para a funcdo de onda:
« Dentro da caixa V(x) = 0, fora V(x)=infinito
« Como a particula esta confinada dentro da caixa
0< x <L esperamos que a y(x) =0fora da caixa
» Estao de acordo com a Eg. de Schroedinger que
diz que a funcéo deve ser finita dentro da caixa e
a funcéo deve ser zero quando V(x) é infinito.
« A funcéo de onda deve ser continua para ser uma
solucdo matematica da Eq. De Schrodinger. Entéo
(X) =0 nas fronteiras das regides x=0 e x=L

« Finalmente a derivada da funcédo de onda deve ser
também continua — somente teremos nos nas paredes
dada a descontinuidade da primeira derivada.




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

Particuladentrodacaixa 0<x<L
Dentro da caixa V(x) = 0, fora V(x)=infinito

2 2
AV g0 =Epx) 7 4 ()
2m - dx 2m  dx’

A equacao de onda que satisfaz esta a eq. De Schrodinger poderia

Ser: e
w(X)=Ae
1) E continua e possui derivada primeira continua
2) Problema: essa funcao de onda nao satisfaz as con%figﬁes de
contorno em que a funcéo deve ser zero em x=0 e x=L
x=0=y(0)=Ae"=A 5@ sera zero se A=0, ai a funcéo de onda
x=L=y(L)=Ae" seria zero e nao existiria nenhuma particula

Para sair disto precisamos lembrar que para um estad (X) _ Aleikx +®

estacionario podemos ter uma superposicao de ondas :

=Ew(X)

d l//(X) — ikAeikx




