Variaveis aleatérias

Variavel aleatéria — Exemplo 1

Considere o experimento aleatério em que uma moeda é lancada 3 vezes, e

registram-se os resultados em ordem.

O espaco amostral desse experimento é:

Q = {(KKK), (CKK), (KCK), (KKC), (CCK), (CKC), (KCC), (CCC)}.
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Variaveis aleatérias

Variavel aleatéria — Exemplo 1

Considere o experimento aleatério em que uma moeda é lancada 3 vezes, e

registram-se os resultados em ordem.

O espaco amostral desse experimento é:
Q = {(KKK), (CKK), (KCK), (KKC), (CCK), (CKC), (KCC), (CCQC)}.
Podemos ter interesse em saber o nimero observado X de caras.

w | (KKK) (CKK) (KCK) (KKC) (CCK) (CKC) (KCC) (CCC)
X@w)| o 1 1 1 2 2 2 3

Note que X é uma funcio a valores reais, definida em Q.
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Variavel aleatéria — Exemplo 1

w | (KKK) (CKK) (KCK) (KKC) (CCK) (CKC) (KCC) (CCC)
X(w)| 0 1 1 1 2 2 2 3

Dizemos que X é uma variavel aleatéria, que assume valores em {0, 1,2, 3}.
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Variavel aleatéria — Exemplo 1

w | (KKK) (CKK) (KCK) (KKC) (CCK) (CKC) (KCC) (CCC)
X(w)| 0 1 1 1 2 2 2 3

Dizemos que X é uma variavel aleatéria, que assume valores em {0, 1,2, 3}.

Atribuimos a probabilidade 1/8 a cada ponto w de Q.
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Variavel aleatéria — Exemplo 1

w | (KKK) (CKK) (KCK) (KKC) (CCK) (CKC) (KCC) (CCC)
X(w)| 0 1 1 1 2 2 2 3

Dizemos que X é uma variavel aleatéria, que assume valores em {0, 1,2, 3}.

Atribuimos a probabilidade 1/8 a cada ponto w de Q.
Ent3o: P(X=0)=1/8 P(X=1)=3/8
P(X=2)=3/8 P(X=3)=1/8.
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Variavel aleatéria — Exemplo 1

Por exemplo:

P(X =1) = P({w € Q: X(w) = 1}) = P({(CKK), (KCK), (KKC)})
1 1 1

1,113
8 8 8 8
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Variavel aleatéria — Exemplo 1

Por exemplo:

P(X =1) = P({w € Q: X(w) = 1}) = P({(CKK), (KCK), (KKC)})
1 1 1 3

8+8+8_8'

Em resumo, podemos construir a seguinte tabela:

X 0 1 2 3
P(X=x)|1/8 3/8 3/8 1/8
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Variavel aleatéria — Exemplo 1

Por exemplo:

P(X =1) = P({w € Q: X(w) = 1}) = P({(CKK), (KCK), (KKC)})
1 1 1 3

8+8+8_8'

Em resumo, podemos construir a seguinte tabela:

X 0 1 2 3
P(X=x)|1/8 3/8 3/8 1/8

Observe que:

P(X =0)+ P(X =1)+ P(X =2)+ P(X =3) = L.
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Variavel aleatéria — Definicoes

Seja Q o espago amostral de um experimento aleatério.

Uma variavel aleatéria é uma funcio a valores reais, definida em Q.

o Variaveis aleatérias — X, Y, Z,... (Letras maiasculas).

@ Valores possiveis — x,y, z,... (Letras mintsculas).
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Variavel aleatéria — Definicoes

Seja Q o espago amostral de um experimento aleatério.

Uma variavel aleatéria é uma funcio a valores reais, definida em Q.

o Variaveis aleatérias — X, Y, Z,... (Letras maiasculas).

@ Valores possiveis — x,y, z,... (Letras mintsculas).

@ Dizemos que uma variavel aleatéria X é discreta se X assume valores

em um conjunto finito ou infinito enumeravel {x1,x2,...} C R.
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Seja Q o espago amostral de um experimento aleatério.

Uma variavel aleatéria é uma funcio a valores reais, definida em Q.

o Variaveis aleatérias — X, Y, Z,... (Letras maiasculas).

@ Valores possiveis — x,y, z,... (Letras mintsculas).

@ Dizemos que uma variavel aleatéria X é discreta se X assume valores

em um conjunto finito ou infinito enumeravel {x1,x>,...} C R.

@ Dizemos que uma variavel aleatéria X é continua se X pode assumir

qualquer valor em um intervalo da reta real.
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Var. aleatéria discreta — Funcdo de probabilidade

Definicao
Seja X uma variavel aleatéria discreta assumindo valores no conjunto finito

ou enumeravel {xq,xp,...} C R. A funcdo
p(x) = P(X =x),xeR

é chamada funcdo de probabilidade de X.
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Var. aleatéria discreta — Funcdo de probabilidade

Definicao
Seja X uma variavel aleatéria discreta assumindo valores no conjunto finito

ou enumeravel {xq,xp,...} C R. A funcdo
p(x)=P(X =x),x eR

é chamada funcdo de probabilidade de X.

Observacoes

o Se x € {x1,x2,...}, entdo p(x) = 0.
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Var. aleatéria discreta — Funcdo de probabilidade

Definicao
Seja X uma variavel aleatéria discreta assumindo valores no conjunto finito

ou enumeravel {xq,xp,...} C R. A funcdo
p(x)=P(X =x),x eR

é chamada funcdo de probabilidade de X.

Observacoes

@ Se x & {x1,%,...}, entdo p(x) = 0.

o Y, plx) = 1.
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Var. aleatéria discreta — Funcdo de probabilidade

Definicao
Seja X uma variavel aleatéria discreta assumindo valores no conjunto finito

ou enumeravel {xq,xp,...} C R. A funcdo
p(x)=P(X =x),x eR

é chamada funcdo de probabilidade de X.
@ Se x & {x1,%,...}, entdo p(x) = 0.
o %, plx) = 1
@ Para B C R, temos: P(X € B) =3, 5 p(xi).
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Exemplo 2

Trés bolas s3o selecionadas ao acaso de uma urna que contém 20 bolas

numeradas de 1 a 20. Se apostamos que pelo menos uma das bolas retiradas

tem o namero maior ou igual a 17, qual a probabilidade de ganharmos?




Variaveis aleatérias

Exemplo 2

Trés bolas s3o selecionadas ao acaso de uma urna que contém 20 bolas
numeradas de 1 a 20. Se apostamos que pelo menos uma das bolas retiradas
tem o namero maior ou igual a 17, qual a probabilidade de ganharmos?
Seja X o maior niimero sorteado.

@ w; ={2,5,12} — X(wy) =12 — Aposta perdida.

° wy ={4,9,18} — X(wy) = 18 — Aposta ganha.

Note que X é uma v.a. que assume valores no conjunto {3,4,...,20}, e

que desejamos obter P(X > 17).
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Exemplo 2

20 N L .
Supondo que cada uma das 3 selecdes possiveis é igualmente provavel,

temos:

p(i)=P(X = i) = <I;1> i=3,4,...,20.

()
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Exemplo 2

20 N L .
Supondo que cada uma das (3) selecdes possiveis é igualmente provavel,
i—1
(%))
20\ ’
)

Assim, a probabilidade de que ganhemos a aposta é:

temos:

p(i) = P(X = 1) =

i=3,4,...,20.

P(X > 17) = P(X = 17) + P(X = 18) + P(X = 19) + P(X = 20)

() (2) () ()

= + + +

) G G) G)
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Exemplo 3

O ndmero de pessoas que entram em uma agéncia bancaria durante um

minuto é uma v.a. discreta X com funco de probabilidade dada por




Variaveis aleatérias

Exemplo 3

O ndmero de pessoas que entram em uma agéncia bancaria durante um

minuto é uma v.a. discreta X com funco de probabilidade dada por

Determine: (a) o valor de c.  (b) P(X > 3).
(a) Zp(i):l = CZHII = cet=1=c=e"
i=0 i=0

7441’
(i) =S i = 0,1,
1!

Prof. Elcio Lebensztayn

s aleatérias discretas
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Exemplo 3

O ndmero de pessoas que entram em uma agéncia bancaria durante um
minuto é uma v.a. discreta X com funco de probabilidade dada por

N cA
p(/):_—|7/:0,1,...
i

Determine: (a) o valor de c.  (b) P(X > 3).

(a) Zp(i):l = CZ,—':l = cet=1=c=e"
i=0 P
7441’
pi)y=""i=01,...

i
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Funcdo de distribuicdo

Funcao de distribuicao

A funcdo de distribuicdo acumulada de uma v.a. X éa funcdo F: R — R

definida por
F(x)=P(X <x)=P({w e Q: X(w) <x}), xeR.
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Funcao de distribuicao

A funcdo de distribuicdo acumulada de uma v.a. X éa funcdo F: R — R

definida por
F(x)=P(X <x)=P({w e Q: X(w) <x}), xeR.

Observacoes

© F é uma funcdo n3o decrescente:

Se a < b, entdo {X < a} C {X < b}, logo F(a) < F(b).
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Funcdo de distribuicdo

Funcao de distribuicao

A funcdo de distribuicdo acumulada de uma v.a. X éa funcdo F: R — R

definida por
F(x)=P(X <x)=P({w e Q: X(w) <x}), xeR.

Observacoes

© F é uma funcdo n3o decrescente:

Se a < b, entdo {X < a} C {X < b}, logo F(a) < F(b).

@ Se X é uma v.a. discreta, ent3o

todo y<x
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Funcdo de distribuicdo

Exemplo — Funcao de distribuicao

@ X: Namero observado de caras em 3 lancamentos de uma moeda.

X 0 1 2 3
p(x) | 1/8 3/8 3/8 1/8

F(0) = PX <0) = p(0) =

F(1) = P(X < 1) = p(0) + p(1) = %
F(2) = P(X <2) = p(0) + p(1) + p(2) = g
FB)=P(X<3)=1
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Funcdo de distribuicdo

Exemplo — Funcao de distribuicao

1F(x)
0 se x<0, 7/8¢ [ —
1/8 se 0<x<1,
F(x)=14¢ 1/2 se 1<x<2, 12} —
7/8 se 2<x<3,
1 se x>3. 1/84———
1 2 s i
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Funcdo de distribuicdo

Funcao de distribuicao

F(x)

} P(X = x2)

. o; P(X = x3)
Ceeew | |

X1 X2 X3

X

Figura: Funcdo de distribuicdo de uma variavel aleatéria discreta.
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Funcdo de distribuicdo

Funcao de distribuicao

= X3

} P(X = x2)

R @ I
2
<

%;P(X =x1)

X1 X2

X

&

Figura: Funcdo de distribuicdo de uma variavel aleatéria discreta.

Qutras propriedades de F

@ Para qualquer x € R, temos:
P(X = x) = F(x) — F(x~) = Salto de F no ponto x.
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Funcao de distribuicao

F(x)

V P(X = x3)

} P(X = x2)

R @ I

%:SP(X:XI) 40

X1 X2

&

X

Figura: Funcdo de distribuicdo de uma variavel aleatéria discreta.

Qutras propriedades de F

@ Para qualquer x € R, temos:
P(X = x) = F(x) — F(x~) = Salto de F no ponto x.
@ Paraa,beR coma< b, Pla< X <b)=F(b)— F(a).
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Funcdo de distribuicdo

Propriedades fundamentais

Propriedades fundamentais de uma funcao de distribuicao

(F1) F é uma fungdo ndo decrescente:
Se a < b, entdo F(a) < F(b).

(F2) F é continua a direita: Se x, | x, entdo F(x,) | F(x).

(F3) lim F(x)=0e (x) = 1.

lim F
X—>+00
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Funcdo de distribuicdo

Propriedades fundamentais

Propriedades fundamentais de uma funcao de distribuicao

(F1) F é uma fungdo ndo decrescente:
Se a < b, entdo F(a) < F(b).

(F2) F é continua a direita: Se x, | x, entdo F(x,) | F(x).

(F3) lim F(x)=0e (x) = 1.

lim F
X—>+00

Proposicdo

Uma fungdo F : R — R que satisfaz (F1), (F2) e (F3) é a fungdo de

distribuicdo de alguma variavel aleatéria X.
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Esperanca

Definicao de esperanca

Seja X uma variavel aleatéria discreta com fungdo de probabilidade p(x).

A esperan¢a (média ou valor esperado) de X é definida por

p=EX)= 3 xp(x).

x:p(x)>0

Em palavras, o valor esperado de X é a média ponderada dos valores
possiveis de X, cada valor sendo ponderado por sua probabilidade

correspondente.

Prof. Elcio Lebensztayn
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Esperanca

Exemplo 1

@ X: Namero observado de caras em 3 lancamentos de uma moeda.

X 0 1 2 3
p(x) | 1/8 3/8 3/8 1/8
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Esperanca

Exemplo 1

@ X: Namero observado de caras em 3 lancamentos de uma moeda.

X 0 1 2 3
p(x) | 1/8 3/8 3/8 1/8

Entdo: p=E(X)= Z x p(x)
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Esperanca

Exemplo 1

@ X: Namero observado de caras em 3 lancamentos de uma moeda.

X 0 1 2 3
p(x) | 1/8 3/8 3/8 1/8

Entdo: p=E(X)= Z x p(x)

X

1 3 3 1 3
—0><§+1><§+2><§+3><§_§—1,5.

@ O valor esperado pode n3o ser um dos valores possiveis de X.

@ N3o se deve arredondar E(X) para um nimero inteiro.
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Interpretacao: Centro de gravidade

0

@ Imagine uma barra com peso desprezivel. Para cada i > 1, um peso

com massa p(x;) é colocado na posicio x;.

@ Entdo, o valor esperado p € o centro de gravidade dessa distribuicdo de

massas.

Prof. Elcio Lebensztayn
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Exemplo 2

@ X: Resultado obtido no lancamento de um dado honesto.

x [ 1 2 3 4 5 6
p(x) | 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
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Esperanca

Exemplo 2

@ X: Resultado obtido no lancamento de um dado honesto.

x [ 1 2 3 4 5 6
p(x) | 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Entdo: p=E(X)= Z x p(x)

X

1 7
= o x[1+2+3+4+5+6]= .
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Esperanca

Motivacio

Suponha que o dado é lancado n vezes, e seja N; o niimero de vezes em que
aparece a face i (i=1,...,6).
A média aritmética dos n resultados observados é:

Ix N+ +6xNs S0 il
n n

)_<:

Se n é grande, entdo, pela interpretacdo frequentista da probabilidade,

Ni . 1

- N
Assim, para n grande, temos: X = Z?:l ,n’ ~ Z?:l ip(i) = p.

A Lei dos Grandes Nameros justifica adequadamente essas aproximacdes.

Prof. Elcio Lebensztayn

s aleatérias discretas



Esperanca

Exemplo 3

Uma urna contém 3 bolas brancas e 2 bolas vermelhas.

Retiram-se 2 bolas da urna, uma apés a outra, sem reposic3o.

Qual o niimero esperado de bolas brancas retiradas?




Esperanca

Exemplo 3

Uma urna contém 3 bolas brancas e 2 bolas vermelhas.
Retiram-se 2 bolas da urna, uma apés a outra, sem reposic3o.

Qual o niimero esperado de bolas brancas retiradas?

@ X: Numero de bolas brancas retiradas.

B X =2 Prob. = 3/10

3/8 V4 X=1 Prob. = 3/10

=
Iy

2/5 y B X=1 Prob. = 3/10
Iy

Vv X=0  Prob.=1/10
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Esperanca

Exemplo 3

Portanto, a funcdo de probabilidade de X & dada por:

x 0 1 2
p(x) | 1/10 6/10 3/10

Dai, segue que:

E(X) =Y xp(x)

X

1 6 3 6
—ox - o 2 _%_ 19
Ox o t1x10 2% "5~ 1
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Funcoes de variaveis aleatérias

X
oY = 9? + 32: Temperatura em °C convertida para °F.

@ Y = X2: Area de um quadrado de lado X.
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Esperanca

Funcoes de variaveis aleatérias

9X
oY = = + 32: Temperatura em °C convertida para °F.

@ Y = X2: Area de um quadrado de lado X.

Proposicdo

Seja X uma variavel aleatéria discreta com fungdo de probabilidade p(x).

Para qualquer funcdo g a valores reais,

Elg(X)] =) _ &(x) p(x)-

X

Esse resultado possibilita a obtencdo da esperanca da v.a. Y = g(X),

mesmo que ndo se conheca a distribuicdo de Y.
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Esperanca

Exemplo

@ X: Namero observado de caras em 3 lancamentos de uma moeda.

X 0 1 2 3
p(x) | 1/8 3/8 3/8 1/8

Usando a Proposicdo, temos:
EX) =3 5 p(x)

1 3 3 1
=02 x - 4+12x 24222432 =3
0><8+ ><8+ ><8—|r3><8 3
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Esperanca

Exemplo

@ X: Namero observado de caras em 3 lancamentos de uma moeda.

X 0 1 2 3
p(x) | 1/8 3/8 3/8 1/8

Usando a Proposicdo, temos:
EX) =3 5 p(x)

1 3 3 1
=02 x - 4+12x 24222432 =3
0><8+ ><8+ ><8—|r3><8 3

o Note que E(X?) # (E(X))>.
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Esperanca

Exemplo

@ Suponha que uma moeda é lancada 3 vezes, e que ganhamos ou

perdemos $1 conforme o namero de caras seja par ou impar.

Qual o valor esperado do nosso lucro?




Esperanca

Exemplo

@ Suponha que uma moeda é lancada 3 vezes, e que ganhamos ou
perdemos $1 conforme o namero de caras seja par ou impar.

Qual o valor esperado do nosso lucro?

@ X: Namero de caras — Y = (—1)X: Lucro obtido no jogo.

X 0 1 2 3
p(x)|1/8 3/8 3/8 1/8

Entao:  E(Y)=E [(-1)*] =) (1) p(x)
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Corolario

Corolario

Se a e b sdo constantes, entdo

E(aX + b)=aE(X)+ b.

Elcio Lebensztayn
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uncdo d tr Esperanca

Corolario

Corolario

Se a e b sdo constantes, entdo
E(aX + b)=aE(X)+ b.

@ Uma moeda é lancada 3 vezes, e ganhamos $5 a cada cara obtida e

perdemos $2 a cada coroa.

Qual o valor esperado do nosso lucro?
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Esperanca

Corolario

Corolario

Se a e b sdo constantes, entdo
E(aX + b)=aE(X)+ b.
@ Uma moeda é lancada 3 vezes, e ganhamos $5 a cada cara obtida e
perdemos $2 a cada coroa.
Qual o valor esperado do nosso lucro?
@ X: Namero de caras

— Lucro: Y =5X-2(3—-X)=7X—6.

E(Y):E(?X—6):7E(X)—6:7><2—6:2.
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Esperanca

Momentos

Definicdao
Para n > 1, a quantidade E(X") é chamada o n-ésimo momento da variavel

aleatéria X.

Recorde que, para uma v.a. discreta X com funcio de probabilidade p(x),

E(X") =" x"p(x).
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Esperanca

Observacao

A esperanca de uma variavel aleatéria discreta X esta definida somente

quando a soma é bem definida.

Assim,

E(X) = xp(x) = 3 (=x) p(x),

x>0 x<0

e portanto E(X) esta definida desde que ambas as somas n3o sejam +co.

Em caso contrario, dizemos que E(X) n3o existe (ou que X ndo tem valor

esperado).

Note, em particular, que E(X) estd bem definida se P(X > 0) = 1.
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Variancia

Buscamos definir medidas que nos permitam resumir e entender as

propriedades fundamentais da distribuicio de uma variavel aleatéria.




Variancia

Variancia

Buscamos definir medidas que nos permitam resumir e entender as

propriedades fundamentais da distribuicio de uma variavel aleatéria.

@ A variancia de uma v.a. X com esperanca p é definida por

02 = Var(X) = E((X — p)?).

@ O desvio padrdo de X é definido por o = DP(X) = /Var(X).
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Variancia

@ Ex.: Seja X o resultado obtido no lancamento de um dado honesto.

x |1 2 3 4 5 6
p(x) | 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Entdo: o2 = Var(X) = E((X — p)? Z(X—

(1;)2+...+<6;>2]_§;.
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Variancia — Férmula alternativa

Proposicdo

Var(X) = E(X?) — (E(X))? = E(X?) — p?.
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Variancia

Variancia — Férmula alternativa

Var(X) = E(X?) — (E(X))* = E(X?) — 12,

@ X: Resultado obtido no lancamento de um dado honesto.

x |1 2 3 4 5 6
p(x) | 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

1 7
E(X):pr(x)za><[1+2—|—3+4+5+6]=§

[ N

91
E(X?) =) x®p(x) =z x [17+2> + 3% + 4° 4+ 5% + 67 -5

- Var(X) = E(X?) — (E(X))? = = (7> -5
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Variancia — Férmula alternativa

@ X: Namero observado de caras em 3 lancamentos de uma moeda.

X 0 1 2 3
p(x) | 1/8 3/8 3/8 1/8

Prof. Elcio Lebensztayn

Variaveis aleatérias discretas



Variancia

Variancia — Férmula alternativa

@ X: Namero observado de caras em 3 lancamentos de uma moeda.

X 0 1 2 3
p(x) | 1/8 3/8 3/8 1/8

1 1
E(X):EX Xp(x):0x§+1x§+2x§—|—3x§:;
1 1
E(X?) = EX x2p(x):02><§+12x§+22x§+32x§:3
3\ 3
. Var(X) = E(X?) — (E(X))* =3 — <2) =7
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Propriedade da variancia

Proposicdo

Se a e b s3o0 constantes, entdo

Var(a X + b) = a* Var(X).
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Variancia

Propriedade da variancia

Proposicdo

Se a e b s3o0 constantes, entdo
Var(a X + b) = a* Var(X).

—p
e

Seja X uma v.a. com esperanca . e variancia o? > 0. Defina Z =

Entdo:
E(Z)=0 e Var(Z)=1.
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Independéncia de variaveis aleatdrias

Definicao
@ As varidveis aleatérias Xi, ..., X, sdo independentes se, para qualquer

escolha de conjuntos A; C R, i=1,...,n,

P(X1 € Aq,.... Xy, € Ay) = P(X1 € A1) X --- X P(X, € Ap).
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Independéncia

Independéncia de variaveis aleatdrias

@ As varidveis aleatérias Xi, ..., X, sdo independentes se, para qualquer

escolha de conjuntos A; C R, i=1,...,n,
P(X1 € Aq,.... Xy, € Ay) = P(X1 € A1) X --- X P(X, € Ap).
@ No caso de variaveis aleatérias discretas, isso é equivalente a condicdo
de que, para qualquer escolha de xi,...,x, € R,

P(Xl :Xl,...,Xn:Xn):P(XlIX1)X"‘ X P(XnIXn).
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Independéncia

Independéncia de variaveis aleatdrias

Definicao
@ As varidveis aleatérias Xi, ..., X, sdo independentes se, para qualquer

escolha de conjuntos A; C R, i=1,...,n,
P(X1 € Aq,.... Xy, € Ay) = P(X1 € A1) X --- X P(X, € Ap).
@ No caso de variaveis aleatérias discretas, isso é equivalente a condicdo
de que, para qualquer escolha de xi,...,x, € R,

P(Xl :Xl,...,Xn:Xn):P(XlIX1)X"‘ X P(XnIXn).

@ Quando falamos de variaveis aleatdrias, a abreviatura i.i.d. significa

independentes e identicamente distribuidas.
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Independéncia — Exemplo

Um dado honesto é lancado 4 vezes, de modo independente.
Parai=1,...,4, seja X; o resultado do /-ésimo lancamento.
Entdo, Xi,..., Xy sdo varidveis aleatérias i.i.d. com funcdo de probabilidade

comum dada por:

x |1 2 3 4 5 6
p(x) | 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
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Independéncia

Independéncia — Exemplo

Um dado honesto é lancado 4 vezes, de modo independente.
Parai=1,...,4, seja X; o resultado do /-ésimo lancamento.
Entdo, Xi,..., Xy sdo varidveis aleatérias i.i.d. com funcdo de probabilidade

comum dada por:

x |1 2 3 4 5 6
p(x) | 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Assim, por exemplo,
P(X1 <2,X, =4,X5 épar,Xy >5) =

P(Xl < 2) (X2 = 4) P(X3 é par) P(X4 Z 5) =
rr 1
73 6 2 37 108
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Propriedades da esperanca e variancia

Proposicao (Linearidade da esperanca)

Para quaisquer variaveis aleatérias Xy, ..., X,, temos:

E(Xy+---+ Xp) = E(X1) + - + E(Xn).
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Independéncia

Propriedades da esperanca e variancia

Proposicao (Linearidade da esperanca)

Para quaisquer variaveis aleatérias Xy, ..., X,, temos:

E(Xy 4+ Xp) = E(X0) + - + E(X,).

Proposicdo

Se Xi, ..., X, sdo variaveis aleatédrias independentes, entdo:

Var(Xy + -+ + X,) = Var(Xy) + - - - + Var(X,).
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Independéncia

Exemplo

Quais sdo o valor esperado e a variancia da soma das faces obtidas em

100 lancamentos independentes de um dado honesto?




Independéncia

Exemplo

Quais sdo o valor esperado e a variancia da soma das faces obtidas em

100 lancamentos independentes de um dado honesto?

Para i=1,...,100, seja X; o resultado do i-ésimo langamento.
Ent3o, Xi, ..., X100 s30 variaveis aleatérias i.i.d. com média u=7/2 e
100

varidncia 02 = 35/12. A soma obtida & X = Z Xi.
i=1
Consequentemente,
100 100
E(X) = E(Z X,-) =Y E(X;) =100 E(X;) =350 e

i=1 i=1

100 100 875

Var(X) = Var(g X;) = ; Var(X;) = 100 Var(X;) = 5
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Independéncia

Nocoes de Estimacao

Deseja-se estudar uma caracteristica numérica de uma populacio, descrita
por uma variavel aleatéria X, com distribuicdo desconhecida (por exemplo,

X & o namero de filhos em familias de uma regido).

@ ;= E(X) e 0? =Var(X): Média e variancia populacionais.




Independéncia

Nocoes de Estimacao

Deseja-se estudar uma caracteristica numérica de uma populacio, descrita
por uma variavel aleatéria X, com distribuicdo desconhecida (por exemplo,

X & o namero de filhos em familias de uma regido).

e 1= E(X) e 02 = Var(X): Média e variancia populacionais.

Definicao
As variaveis aleatérias Xi, ..., X, s3o uma amostra aleatéria de tamanho n
retirada da populacdo se Xi, ..., X, sdo variadveis aleatérias i.i.d. com a

mesma distribuicdo de X.

Assim, uma amostra aleatéria sdo n observacdes resultantes de selecdes

independentes, cada observacdo tendo distribuicdo idéntica a da populacio.




Independéncia

Consideremos

27:1 Xi

X = &=L"" — Média amostral e
n
T (X — X)? " X2 —nX?
s? = iz ] ) = 2iz1 X ] T2 _ Variancia amostral.
n— n—

Dizemos que as variaveis aleatérias X e S? sdo estimadores de y e o2,

respectivamente.

Os valores observados correspondentes X e s? sdo as estimativas de e o2.
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Propriedades da média amostral

Proposicdo
Seja Xi, ..., X, uma amostra aleatéria de tamanho n selecionada de uma
populacdo com média y e varidncia o2. Entdo:

E(X)=p e Var(X)= 0—,12.

Resumo: Propriedades da média amostral

Variancia populacional

Valor esperado = Média populacional e Varidncia =
Tamanho da amostra
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Independéncia

Propriedades da média amostral

Proposicdo

Seja Xi, ..., X, uma amostra aleatéria de tamanho n selecionada de uma
~ - . N . 2 ~ .

populagdo com média p e varidncia o<. Ent3o:

E(X)=p e Var(X)= U—HQ.

Resumo: Propriedades da média amostral

. . n Variancia populacional
Valor esperado = Média populacional e Varidncia =

Tamanho da amostra

Observacao

DP(X) = é estimado por que é chamado erro padrdo da média).

S
7

V/n
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