P(E)= ) P(EF)
i=1

= > P(E|F)P(F) (3.4)
i=1

Proposicao 3.1

Suponha também que E tenha ocorrido e que estejamos interessados em
determinar qual dos F; eventos ocorreu. Entéo, pela Equagéo (3.4), temos a
Proposi¢ao a seguir.

P(EF; P(E|F))P(F,
P(F|E) = ;,(E;) - =T (35)
Y P(E|F,)P(F)

=1




Exemplo 3a (parte 1)

Uma companhia de seguros acredita que pessoas possam ser divididas em duas
classes: aquelas que sdo propensas a acidentes € aquelas que nido sdo. A esta-
tistica da companhia mostra que uma pessoa propensa a acidentes tem pro-
babilidade de 0,4 de sofrer um acidente dentro de um periodo fixo de 1 ano,
enquanto essa probabilidade cai para 0,2 no caso de uma pessoa ndo propensa
a acidentes. Se supomos que 30% da populagdo € propensa a acidentes, qual é
a probabilidade de que um novo segurado sofra um acidente no periodo de um
ano posterior a compra de sua apdlice?

Solucdo Vamos obter a probabilidade desejada primeiro analisando a con-
dicao que diz se o segurado é propenso a acidentes ou ndo. Suponha que A,
represente o evento em que o segurado sofrera um acidente no periodo de
um ano apds a compra de sua apdlice, e que A represente o evento em que o
segurado € propenso a acidentes. Com isso, a probabilidade desejada é dada
por

P(A1) = P(A1|A)P(A) + P(A1]A%)P(A")
= (0,4) (0,3) + (0,2) (0,7) = 0,26 O



Exemplo 3a (parte 2)

Suponha que um novo segurado sofra um acidente em menos de um ano apds a
compra da apoélice. Qual ¢ a probabilidade de que ele seja propenso a acidentes?

Solugao A probabilidade desejada é

P(AA
P(AlA) = ot
_ P(A)P(A;]4)
P(Ay)
_ 0304 6
026 13 ]
P(AA;) P(A)P(A1]A)

P(A|A}) = =
P{Ay) P(A1|A)P(A) + P(A;]|A%)P(AS)




Exemplo 31

Suponha que tenhamos 3 cartas idénticas, exceto que ambos os lados da pri-
meira carta sio vermelhos, ambos os lados da segunda carta sao pretos € um
dos lados da terceira carta € vermelho enquanto o outro lado € preto. As trés
cartas sao misturadas no interior de um boné; uma carta € selecionada aleato-
riamente e colocada no chao. Se o lado de cima da carta escolhida € vermelho,
qual é a probabilidade de que o outro lado seja preto?

Solucdo Suponha que RR, BB e RB representem, respectivamente, os even-
tos em que a carta escolhida € toda vermelha, toda preta ou vermelha e preta.
Além disso, suponha que R seja o evento em que o lado de cima da carta sorte-
ada tem cor vermelha. Entao, a probabilidade desejada € obtida por

P(RB N R)

P(RB|R) = PR

- P(R|RB)P(RB)
~ P(R|RR)P(RR) + P(R|RB)P(RB) + P(R|BB)P(BB)

EIOEGIOETORE

/"""\
L=



3.4 EVENTOS INDEPENDENTES

Definicao

Dois eventos E e F sdo chamados de independentes se a Equacao (4.1) for

verdadeira.
Dois eventos E e F que ndo sdo independentes sao chamados de dependentes.

P(EF) = P(E)P(F) (4.1)

Exemplo 4a

Uma carta € selecionada aleatoriamente de um baralho comum de 52 cartas. Se
E € o evento em que a carta selecionada € um 4s € '€ 0 evento em que a carta

selecionada ¢ do naipe de espadas, entdao E e F sdo independentes. Isso ocorre
porque P(EF) = 1/52,enquanto P(E) = 4/52 e P(F) = 13/52. D



Exemplo 4c

Suponha que joguemos 2 dados honestos. Seja E, o evento em que a suma dos
dados € igual a 6 ¢ F 0 evento em que o primeiro dado € igual a 4. Entao,

1
P(EF) = P({(4,2) = 5

5 1 5

Com isso, E, e F'ndo sdo independentes.

cnquanto que



Mostramos agora que, se E é independente de F, entdo £ também € inde-
pendente de F".

Proposicao 4.1 Se E e Fsido independentes, entdo E e F* também o séo.

Demonstracdo Suponha que E e F'sejam independentes. Como £ = EF
U EF,e é obvio que EF ¢ EF° sdo mutuamente exclusivos, temos

P(E) = P(EF) + P(EF®)
— P(E)P(F) + P(EF°)

ou, equivalentemente,
P(EF®) = P(E)[1 — P(PF)]
= P(E)P(F“)

e o resultado esta provado.




Definicao

Trés eventos £, F e G sdo ditos independentes se

P(EFG) = P(E)P(F)P(G)
P(EF) = P(E)P(F)
P(EG) = P(E)P(G)
P(FG) = P(F)P(G)

Note que, se E, F e G sao independentes, entdo E serd independente de
qualquer evento formado a partir de /' e G. Por exemplo, E € independente de
FU G,jaque

P[E(F U G)] = P(EF U EG)
= P(EF) + P(EG) — P(EFG)
= P(E)P(F) + P(E)P(G) — P(E)P(FG)
= P(E)[P(F) + P(G) — P(FG)]
— P(EP(F U G)




Naturalmente, também podemos estender a definicdo de independéncia a mais
de trés eventos. Os eventos E,, E,...., E, sdo ditos independentes se, para cada
subconjunto E,., E,....., E desses eventos, r < n,

P(EvEy ---Ep) = P(E1)P(Ey) --- P(Ey)
Finalmente, definimos um conjunto infinito de eventos como sendo indepen-
dente se cada subconjunto finito desses eventos for independente.

Exemplo 4h

Realizam-se tentativas independentes que consistem no lancamento de um par
de dados honestos. Qual € a probabilidade de que um resultado igual a 5 apa-
reca antes de um resultado igual a 7 quando o resultado de uma jogada € igual
a soma dos dados?

Solugdo (por probabilidades condicionais)

[ = evento em que a primeira tentativa resulta em um 5

(3 = evento em que a primeira tentativa resulta em um 7

|_|

evento em que a primeira tentativa nio resulta nem

em um 5, nem em um 7.



Exemplo 4h

Realizam-se tentativas independentes que consistem no lancamento de um par
de dados honestos. Qual é a probabilidade de que um resultado igual a 5 apa-
reca antes de um resultado igual a 7 quando o resultado de uma jogada € igual

a soma dos dados?

Solugdo (por probabilidades condicionais)

[ = evento em que a primeira tentativa resulta em um 5
(5 = evento em que a primeira tentativa resulta em um 7

H = evento em que a primeira tentativa nio resulta nem

em um 35, nem em um 7.

P(E) = P(E|F)P(F) + P(E|G)P(G) + P(E|H)P(H)
1 0 P(E)




Exemplo 4h

Realizam-se tentativas independentes que consistem no lancamento de um par
de dados honestos. Qual é a probabilidade de que um resultado igual a 5 apa-

reca antes de um resultado igual a 7 quando o resultado de uma jogada € igual
a soma dos dados?

Solucio Se E_representar o evento em que o 5 ou 0 7 ndo aparecem nas

primeiras n — 1 tentativas e um 5 aparece na n-ésima tentativa, entao a proba-
bilidade desejada €

°° < , 10\"*! 4
n=1 n=1

36 36

Assim,

o 1 /i3 11 2
P UE” =—Z(-—) —_— 13 = —
~ 9 £~ \18 91 — 13 5



3.58 Suponha que queiramos gerar o resul-
tado da jogada de uma moeda honesta,
mas que tudo o que tenhamos a nossa
disposi¢do seja uma moeda viciada que
d4 cara com alguma probabilidade des-
conhecida p diferente de 1/2. Considere
o seguinte procedimento para realizar
nossa tarefa:

1. Jogue a moeda.

2. Jogue a moeda de novo.

3. Se ambas as jogadas resultarem em
duas caras ou duas coroas, volte para
O passo 1.

4. Deixe que o resultado da dltima joga-
da seja o resultado do experimento.

(a) Mostre que o resultado tem a mesma

probabilidade de dar cara ou coroa.



Exemplo 4f

Deve-se realizar uma sequéncia infinita de tentativas independentes. Cada ten-
tativa tem probabilidade de sucesso p e probabilidade de fracasso 1 —p. Qual €
a probabilidade de que

(a) pelo menos 1 sucesso ocorra nas primeiras »n tentativas;
(b) exatamente k sucessos ocorram nas primeiras # tentativas;
(c) todas as tentativas resultem em sucessos?

Solucdo Para determinar a probabilidade de pelo menos 1 sucesso nas pri-
meiras # tentativas, € mais facil calcular primeiro a probabilidade do evento
complementar de que nenhum sucesso ocorra nas primeiras n tentativas. Se E,
representar o evento fracasso na i-ésima tentativa, entdao a probabilidade de
ndo haver eventos bem-sucedidos €, por independéncia,

P(ElEZ e ‘En) - P(EI)P(EZ) e 'P(En) — (1 — p)n

Portanto, a resposta da letra (a) é 1 — (1 —p)".



Para computar a resposta da letra (b), considere qualquer sequéncia parti-
cular em que os primeiros # resultados contenham k& sucessos € n — k fracassos.
Cada uma dessas sequéncias, pela hipotese de independéncia das tentativas, ira

ocorrer com probabilidade p“(1 - p)™*. Como existem ( ’; ) sequéncias como
essa [ha n!/k!(n - k)! permutacdes de k sucessos e n — k fracassos}, a probabili-

dade desejada na letra (b) €

P{exatamente k sucessos} = (z) pk (1 — p)n—k

Para responder a letra (c), notamos, pela letra (a), que a probabilidade de
que as primeiras z tentativas resultem em sucesso € dada por

P(ETE;---E,) =p"

Assim, usando a propriedade da continuidade das probabilidades (Secao 2.6),
vemos que a probabilidade desejada € dada por

2 ) _ N el Osep < 1
()i - (1) 223



3.5 Q=P(.1A1) é uma probabilidade (p.121)

Seja A1 um evento. A funcdo Q que, a cada evento A2, atribui a
probabilidade condicional Q(A2) = P(A2|A1) € uma funcéo de probabilidade.
sto €, Q satisfaz todos axiomas da probabilidade e, desta forma, todas as
propriedades que deles decorrem.

Proposition 5.1
(b) P(S]Ay) = 1

(b) If A%, +=1,2,... sa0 eventos mutuamente exclusivos, entao

P( Uz, 4

Al):1

Em particular, Q(Az) = Q(A2|4)Q(A) + Q(A2|A°)Q(A°), onde

P(AsAA7)

_ QA4)  Thaay - P(AAA)

Assim, P(Az|A1) = P(A2|AA;)P(A|Ay) + P(A2]|A°Ap) P(A%Ay).



Capitulo 3 ¢ Probabilidade Condicional e Independéncia 123

Exemplo 5a

Considere o Exemplo 3a, que trata de uma companhia de seguros que acredita
que as pessoas podem ser divididas em duas classes distintas: aquelas que sao
propensas a sofrer acidentes e aquelas que nao o sao. Durante um ano, uma
pessoa propensa a acidentes terd uma probabilidade de 0,4 de sofrer um aci-
dente, enquanto o valor correspondente a uma pessoa nao propensa a aciden-
tes € de 0,2. Qual é a probabilidade condicional de que um novo segurado sofra
um acidente em seu segundo ano de contrato, dado que ele ou ela tenha sofnido
um acidente no primeiro ano?

P(AQ‘A]_) — P(AQIAAl)P(A’Al) —I_P(AQ‘ACA]_)P(A(:’A]_) = 0,29...

P(Az|A) P(A2|A%)  (1-6n13)
0,4 0,2
0,4 0,3
P(A;|A)P(A)

PAMY) = B TAYP(A) 1 P(A A P(A)

0,4 0,3 0,2 0,7



Independéncia condicional
A1 e Ay sao eventos condicionalmente independentes dado A se
P(A3|AAy) = P(A3]A)

ou equivalentemente
P(A2A1]|A) = P(A3|A)P(A1]A)

Considere o exemplo 5a, p. 123. Note que A2 € independente de A1 dado A
Contudo, A2 ndo € independente de A1, pois

P(Ay|AAy) = P(As]A) = 0,4

mas,

P(As|A;) = 0,29 > 0,26 = P(A,)



Exemplo 5f Atualizando informacoes sequencialmente

Suponha que H1, H2,... HN sejam N eventos (hipoéteses) mutuamente e
exaustivamente possiveis. Por exemplo, N = 2, H1 = A (propenso a
acidentes) e H2 = A€ (ndo=propenso a acidentes).

Suponha que a cada tempo t, recebamos a informacdo de que um Nnovo
evento At ocorreu, t =1, 2... Entdo no tempo t =1 (dada a informacéo de
que A1 ocorreu) a probabilidade de Hi € dada por

P(A|H;)P(H;) P(A|H;)P(H;)

P(H;|A) = P(A;) - > .. P(A1|Hy)P(Hy)

Conseguentemente, no tempo t = 2 (dada a informacdo de que A1 e A2
ocorreram) a probabilidade de Hi € dada por

P(A1AS|H))P(H;)) 2  P(As|H;)P(H;|A;)

PO = S P A A HOP(HY) ~ 5 P(AslHO) P(Hil A7)




Exemplo 5f Atualizando informacoes sequencialmente

A resposta a questao
_ P(A1Az|Hi)P(H;) 2 P(As|H;)P(H;|Aq)
> P(A1A2|H)P(Hy) )y P(A2|Hy)P(Hy|A1)

€ positiva desde que, paracada k =1, 2
independentes dado Hk.

P(H;|A1 As)

..... N, os eventos A1 e A2 sejam

PROVA. Basta notar que, para qualguer k = 1, 2,...,n (incluso k = i), vale:
P(A1Ax|Hy)P(Hy) = P(A2|Hy) P(AL|Hy)P(Hy) = P(A2|Hy)P(Hy|A1)P(Ay) T

Por exemplo. Dado que o segurado do exemplo 3a tenha cometido um
acidente pela segunda vez, qual € probabilidade de ele ser propenso a
acidentes? Solucdo. Neste caso, N = 2, Hi = H1 = A = “segurado é
propenso a acidentes”, sendo H2 o evento complementar de H1. Assim:

4/10
P(A2|A)P(A]Ay)
(A2|A)P(A|A1) + P(Az2|A°)P(A°|Ay)
4/10 2110 (1 - 6/13)

P(A|A1As) = 2 -0,63...> 0,46... =



Exemplo 5f Atualizando informacoes sequencialmente

Supondo A1, A2, ... An+1, independentes dado Hi (i =1,2,...N), temos

_ P(As|H;)P(H;|A)
P(H;|A1,Ag) = >, P(As|Hy)P(Hg|Ap)

e em geral,

P(Ap41|H;)P(H;|A1Ag, ..., Ay)
P(H;|A{ Ay, ... Ay A ) =
(Hi| A1 A +1) S P(Apy1|Hy)P(Hp|AL1As, ... AL)

Reaplicando a formula sucessivamente, concluimos

[r_:?jllP(At ‘Hi)} P(H;)
P(HZ‘AL A27 S 7An-|-1) —

>y [T P(A Hy) | P(Hy)
Finalmente, se P(At | Hi) = P(A1| Hi) paratodot =2, 3,...,n+ 1, temos

P )] "

P(H;)
I

P(Hi’A17A27 .. 7An—|—l) —

s [Pagm]" Py



Exemplo 5f Atualizando informacoes sequencialmente

Considere o exemplo 3a. Calcule a probabilidade de que o segurado seja
propenso a acidentes dado que ele cometeu um acidente nos anos 1, 2,..., n.

P(Ai4)] P(4)

P(A|A1, Ay, .. Ay) = [p(AlyA)}nP(AH {P(Al‘Ac)rP(Ac)

AsSIim,

1

PAAL Aze o An) = Tp e 7RO

onde Q = P(A1|A°)/P(A1]A). Isto é

1
P(AlA Ay, ... A ) = v 1
(AlA1, Az, An) 1+ [0,7/0,3](0,2/0,4)" (= 1)

Calcule a probabilidade P(A,1]|A1, As, ..., A,). Qual é o seu limite?



Exemplo 5f Atualizando informacoes sequencialmente

Mostre que em geral, quando existem N hipoteses H1, H2,...HN, entao
P(A,4+1|A1, Ag, ..., Ay) converge para P(A1| Hi) onde i maximiza P(Hi| A1).

Assuma para tanto que, para cadak =1, 2,...N, os eventos A1, A2, ... An+1
sé&o independentes dado Hk. Além disso, suponha que P(At | Hk) = P(A1 | Hk)
para quaisquert=1,2,...n,ek=1,2,...,N.



Fim



