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ponderada de P(EIFi), com cada termo sendo ponderado pela probabilidade do 
evento ao qual está condicionado. 

Exemplo 3j 
No Exemplo 5j do Capítulo 2, analisamos a probabilidade de, em um baralho 
embaralhado aleatoriamente, a carta retirada logo após o primeiro ás ser algu- 
ma carta específica. Além disso, fornecemos um argumento baseado em análise 
combinatória para mostrar que essa probabilidade é de 1/52. Temos agora um 
argumento probabilístico baseado na análise condicional: seja E o evento em 
que a carta logo após o primeiro ás é alguma carta específica, digamos, a carta x. 
Para calcular P(E), ignoramos a carta x e analisamos as condições referentes à 
ordenação relativa das outras 51 cartas no baralho. Supondo que O represente 
a ordenação, temos 

P(E) = C P(EIO)P(O) 
O 

Agora, dado 0 ,  existem 52 possíveis ordenações para as cartas correspondendo 
a ter a carta x como a i-ésima carta do baralho, i = 1,2, ..., 52. Mas, como todas as 
52! ordenações possíveis eram de início igualmente prováveis, tem-se como conse- 
quência que, tendo O como condição, cada uma das 52 ordenações remanescentes 
são igualmente prováveis. Como a carta x virá logo após o primeiro ás em apenas 
uma dessas ordenações, temos P(EI0) = 1/52, o que implica P(E) = 1/52. 

Novamente, suponha que F,, F,, ..., F, seja um conjunto de eventos mutua- 
mente exclusivos e exaustivos (o que significa que exatamente um desses even- 
tos deve ocorrer). 

Suponha também que E tenha ocorrido e que estejamos interessados em 
determinar qual dos Fj eventos ocorreu. Então, pela Equação (3.4), temos a 
proposição a seguir. 

Proposição 3.1 

A Equação (3.5) é conhecida como fórmula de Bayes, em homenagem ao filó- 
sofo inglês Thomas Bayes. Se pensarmos nos eventos Fj como sendo "hipóte- 
ses" possíveis sobre algo, então a fórmula de Bayes pode ser interpretada como 
se mostrasse como as opiniões que se tinha a respeito dessas hipóteses antes da 
realização do experimento [isto é, P(Fi)] deveriam ser modificadas pela evidên- 
cia produzida pelo experimento. 

Exemplo 3k 
Um avião desapareceu e presume-se que seja igualmente provável que ele tenha 
caído em qualquer uma de 3 regiões possíveis. Suponha que 1 - pi, i = 1,2,3,  
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ponderada de P(EIFi), com cada termo sendo ponderado pela probabilidade do 
evento ao qual está condicionado. 

Exemplo 3j 
No Exemplo 5j do Capítulo 2, analisamos a probabilidade de, em um baralho 
embaralhado aleatoriamente, a carta retirada logo após o primeiro ás ser algu- 
ma carta específica. Além disso, fornecemos um argumento baseado em análise 
combinatória para mostrar que essa probabilidade é de 1/52. Temos agora um 
argumento probabilístico baseado na análise condicional: seja E o evento em 
que a carta logo após o primeiro ás é alguma carta específica, digamos, a carta x. 
Para calcular P(E), ignoramos a carta x e analisamos as condições referentes à 
ordenação relativa das outras 51 cartas no baralho. Supondo que O represente 
a ordenação, temos 

P(E) = C P(EIO)P(O) 
O 

Agora, dado 0 ,  existem 52 possíveis ordenações para as cartas correspondendo 
a ter a carta x como a i-ésima carta do baralho, i = 1,2, ..., 52. Mas, como todas as 
52! ordenações possíveis eram de início igualmente prováveis, tem-se como conse- 
quência que, tendo O como condição, cada uma das 52 ordenações remanescentes 
são igualmente prováveis. Como a carta x virá logo após o primeiro ás em apenas 
uma dessas ordenações, temos P(EI0) = 1/52, o que implica P(E) = 1/52. 

Novamente, suponha que F,, F,, ..., F, seja um conjunto de eventos mutua- 
mente exclusivos e exaustivos (o que significa que exatamente um desses even- 
tos deve ocorrer). 

Suponha também que E tenha ocorrido e que estejamos interessados em 
determinar qual dos Fj eventos ocorreu. Então, pela Equação (3.4), temos a 
proposição a seguir. 

Proposição 3.1 

A Equação (3.5) é conhecida como fórmula de Bayes, em homenagem ao filó- 
sofo inglês Thomas Bayes. Se pensarmos nos eventos Fj como sendo "hipóte- 
ses" possíveis sobre algo, então a fórmula de Bayes pode ser interpretada como 
se mostrasse como as opiniões que se tinha a respeito dessas hipóteses antes da 
realização do experimento [isto é, P(Fi)] deveriam ser modificadas pela evidên- 
cia produzida pelo experimento. 

Exemplo 3k 
Um avião desapareceu e presume-se que seja igualmente provável que ele tenha 
caído em qualquer uma de 3 regiões possíveis. Suponha que 1 - pi, i = 1,2,3,  

98 Probabilidade: Um Curso Moderno com Aplicações 

probabilidade de ocorrência aumentam sempre que a nova evidência for mais 
provável quando a hipótese H for verdadeira do que do contrário. Similarmen- 
te, as chances diminuem sempre que a nova evidência for mais provável quan- 
do H for falso do que do contrário. 

Exemplo 3i 
Uma urna contém duas moedas do tipo A e uma moeda do tipo B. Quando 
uma moeda A é lançada, ela tem probabilidade de 114 de dar cara. Por outro 
lado, quando uma moeda B é lançada, ela tem probabilidade de 314 de dar cara. 
Uma moeda é sorteada aleatoriamente e lançada. Dado que a moeda deu cara, 
qual é a probabilidade de que a moeda seja do tipo A? 

Solução Suponha que A seja o evento correspondente ao lançamento de uma 
moeda de tipo A, e que B = A" seja o evento correspondente ao lançamento de 
uma moeda de tipo B. Queremos calcular P(AIcara), onde cara corresponde ao 
evento em que a moeda lançada dá cara. Da Equação (3.3), vemos que 

P(A 1 cara) P(A) P(cara1A) -- - 
P(AC I cara) P(B) P(cara1 B) 

- 213 114 
113 314 

= 213 

Portanto, as chances são de 213: 1, ou, equivalentemente, a probabilidade de que 
uma moeda do tipo A tenha sido jogada é de 215. 

A Equação (3.1) pode ser generalizada da seguinte maneira: suponha que 
F,, F,, ..., F, sejam eventos mutuamente exclusivos tais que 

n U F ~ = S  
i=l 

Em outras palavras, exatamente um dos eventos F,, F,, ..., Fn deve ocorrer. Es- 
crevendo 

n E = U E F ~  
i=l 

e usando o fato de que os eventos EFi, i = 1, ..., n, são mutuamente exclusivos, 
obtemos 

n 

Assim, a Equação (3.4) mostra, para dados eventos F,, F,, ..., Fn, dos quais um e 
apenas um deve ocorrer, como podemos calcular P(E) primeiro analisando as 
condições em que Fi ocorre. Isto é, a Equação (3.4) diz que P(E) é igual à média 
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ponderada de P(EIFi), com cada termo sendo ponderado pela probabilidade do 
evento ao qual está condicionado. 

Exemplo 3j 
No Exemplo 5j do Capítulo 2, analisamos a probabilidade de, em um baralho 
embaralhado aleatoriamente, a carta retirada logo após o primeiro ás ser algu- 
ma carta específica. Além disso, fornecemos um argumento baseado em análise 
combinatória para mostrar que essa probabilidade é de 1/52. Temos agora um 
argumento probabilístico baseado na análise condicional: seja E o evento em 
que a carta logo após o primeiro ás é alguma carta específica, digamos, a carta x. 
Para calcular P(E), ignoramos a carta x e analisamos as condições referentes à 
ordenação relativa das outras 51 cartas no baralho. Supondo que O represente 
a ordenação, temos 

P(E) = C P(EIO)P(O) 
O 

Agora, dado 0 ,  existem 52 possíveis ordenações para as cartas correspondendo 
a ter a carta x como a i-ésima carta do baralho, i = 1,2, ..., 52. Mas, como todas as 
52! ordenações possíveis eram de início igualmente prováveis, tem-se como conse- 
quência que, tendo O como condição, cada uma das 52 ordenações remanescentes 
são igualmente prováveis. Como a carta x virá logo após o primeiro ás em apenas 
uma dessas ordenações, temos P(EI0) = 1/52, o que implica P(E) = 1/52. 

Novamente, suponha que F,, F,, ..., F, seja um conjunto de eventos mutua- 
mente exclusivos e exaustivos (o que significa que exatamente um desses even- 
tos deve ocorrer). 

Suponha também que E tenha ocorrido e que estejamos interessados em 
determinar qual dos Fj eventos ocorreu. Então, pela Equação (3.4), temos a 
proposição a seguir. 

Proposição 3.1 

A Equação (3.5) é conhecida como fórmula de Bayes, em homenagem ao filó- 
sofo inglês Thomas Bayes. Se pensarmos nos eventos Fj como sendo "hipóte- 
ses" possíveis sobre algo, então a fórmula de Bayes pode ser interpretada como 
se mostrasse como as opiniões que se tinha a respeito dessas hipóteses antes da 
realização do experimento [isto é, P(Fi)] deveriam ser modificadas pela evidên- 
cia produzida pelo experimento. 

Exemplo 3k 
Um avião desapareceu e presume-se que seja igualmente provável que ele tenha 
caído em qualquer uma de 3 regiões possíveis. Suponha que 1 - pi, i = 1,2,3,  
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a ter a carta x como a i-ésima carta do baralho, i = 1,2, ..., 52. Mas, como todas as 
52! ordenações possíveis eram de início igualmente prováveis, tem-se como conse- 
quência que, tendo O como condição, cada uma das 52 ordenações remanescentes 
são igualmente prováveis. Como a carta x virá logo após o primeiro ás em apenas 
uma dessas ordenações, temos P(EI0) = 1/52, o que implica P(E) = 1/52. 

Novamente, suponha que F,, F,, ..., F, seja um conjunto de eventos mutua- 
mente exclusivos e exaustivos (o que significa que exatamente um desses even- 
tos deve ocorrer). 

Suponha também que E tenha ocorrido e que estejamos interessados em 
determinar qual dos Fj eventos ocorreu. Então, pela Equação (3.4), temos a 
proposição a seguir. 
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ses" possíveis sobre algo, então a fórmula de Bayes pode ser interpretada como 
se mostrasse como as opiniões que se tinha a respeito dessas hipóteses antes da 
realização do experimento [isto é, P(Fi)] deveriam ser modificadas pela evidên- 
cia produzida pelo experimento. 
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ponderada de P(EIFi), com cada termo sendo ponderado pela probabilidade do 
evento ao qual está condicionado. 

Exemplo 3j 
No Exemplo 5j do Capítulo 2, analisamos a probabilidade de, em um baralho 
embaralhado aleatoriamente, a carta retirada logo após o primeiro ás ser algu- 
ma carta específica. Além disso, fornecemos um argumento baseado em análise 
combinatória para mostrar que essa probabilidade é de 1/52. Temos agora um 
argumento probabilístico baseado na análise condicional: seja E o evento em 
que a carta logo após o primeiro ás é alguma carta específica, digamos, a carta x. 
Para calcular P(E), ignoramos a carta x e analisamos as condições referentes à 
ordenação relativa das outras 51 cartas no baralho. Supondo que O represente 
a ordenação, temos 

P(E) = C P(EIO)P(O) 
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Agora, dado 0 ,  existem 52 possíveis ordenações para as cartas correspondendo 
a ter a carta x como a i-ésima carta do baralho, i = 1,2, ..., 52. Mas, como todas as 
52! ordenações possíveis eram de início igualmente prováveis, tem-se como conse- 
quência que, tendo O como condição, cada uma das 52 ordenações remanescentes 
são igualmente prováveis. Como a carta x virá logo após o primeiro ás em apenas 
uma dessas ordenações, temos P(EI0) = 1/52, o que implica P(E) = 1/52. 

Novamente, suponha que F,, F,, ..., F, seja um conjunto de eventos mutua- 
mente exclusivos e exaustivos (o que significa que exatamente um desses even- 
tos deve ocorrer). 

Suponha também que E tenha ocorrido e que estejamos interessados em 
determinar qual dos Fj eventos ocorreu. Então, pela Equação (3.4), temos a 
proposição a seguir. 
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A Equação (3.5) é conhecida como fórmula de Bayes, em homenagem ao filó- 
sofo inglês Thomas Bayes. Se pensarmos nos eventos Fj como sendo "hipóte- 
ses" possíveis sobre algo, então a fórmula de Bayes pode ser interpretada como 
se mostrasse como as opiniões que se tinha a respeito dessas hipóteses antes da 
realização do experimento [isto é, P(Fi)] deveriam ser modificadas pela evidên- 
cia produzida pelo experimento. 
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Um avião desapareceu e presume-se que seja igualmente provável que ele tenha 
caído em qualquer uma de 3 regiões possíveis. Suponha que 1 - pi, i = 1,2,3,  
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ponderada de P(EIFi), com cada termo sendo ponderado pela probabilidade do 
evento ao qual está condicionado. 

Exemplo 3j 
No Exemplo 5j do Capítulo 2, analisamos a probabilidade de, em um baralho 
embaralhado aleatoriamente, a carta retirada logo após o primeiro ás ser algu- 
ma carta específica. Além disso, fornecemos um argumento baseado em análise 
combinatória para mostrar que essa probabilidade é de 1/52. Temos agora um 
argumento probabilístico baseado na análise condicional: seja E o evento em 
que a carta logo após o primeiro ás é alguma carta específica, digamos, a carta x. 
Para calcular P(E), ignoramos a carta x e analisamos as condições referentes à 
ordenação relativa das outras 51 cartas no baralho. Supondo que O represente 
a ordenação, temos 

P(E) = C P(EIO)P(O) 
O 

Agora, dado 0 ,  existem 52 possíveis ordenações para as cartas correspondendo 
a ter a carta x como a i-ésima carta do baralho, i = 1,2, ..., 52. Mas, como todas as 
52! ordenações possíveis eram de início igualmente prováveis, tem-se como conse- 
quência que, tendo O como condição, cada uma das 52 ordenações remanescentes 
são igualmente prováveis. Como a carta x virá logo após o primeiro ás em apenas 
uma dessas ordenações, temos P(EI0) = 1/52, o que implica P(E) = 1/52. 

Novamente, suponha que F,, F,, ..., F, seja um conjunto de eventos mutua- 
mente exclusivos e exaustivos (o que significa que exatamente um desses even- 
tos deve ocorrer). 

Suponha também que E tenha ocorrido e que estejamos interessados em 
determinar qual dos Fj eventos ocorreu. Então, pela Equação (3.4), temos a 
proposição a seguir. 

Proposição 3.1 

A Equação (3.5) é conhecida como fórmula de Bayes, em homenagem ao filó- 
sofo inglês Thomas Bayes. Se pensarmos nos eventos Fj como sendo "hipóte- 
ses" possíveis sobre algo, então a fórmula de Bayes pode ser interpretada como 
se mostrasse como as opiniões que se tinha a respeito dessas hipóteses antes da 
realização do experimento [isto é, P(Fi)] deveriam ser modificadas pela evidên- 
cia produzida pelo experimento. 

Exemplo 3k 
Um avião desapareceu e presume-se que seja igualmente provável que ele tenha 
caído em qualquer uma de 3 regiões possíveis. Suponha que 1 - pi, i = 1,2,3,  
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com base na condição de ocorrência ou não de um segundo evento. Isto é, há 
muitos casos nos quais é difícil calcular diretamente a probabilidade de um 
evento, mas esse cálculo se torna simples se conhecermos a probabilidade de 
ocorrência ou não de um segundo evento. Ilustramos essa ideia com alguns 
exemplos. 

Exemplo 3a (parte 1) 
Uma companhia de seguros acredita que pessoas possam ser divididas em duas 
classes: aquelas que são propensas a acidentes e aquelas que não são. A esta- 
tística da companhia mostra que uma pessoa propensa a acidentes tem pro- 
babilidade de 0,4 de sofrer um acidente dentro de um período fixo de l ano, 
enquanto essa probabilidade cai para 0,2 no caso de uma pessoa não propensa 
a acidentes. Se supomos que 30% da população é propensa a acidentes, qual é 
a probabilidade de que um novo segurado sofra um acidente no período de um 
ano posterior a compra de sua apólice? 

Solução Vamos obter a probabilidade desejada primeiro analisando a con- 
dição que diz se o segurado é propenso a acidentes ou não. Suponha que A, 
represente o evento em que o segurado sofrerá um acidente no período de 
um ano após a compra de sua apólice, e que A represente o evento em que o 
segurado é propenso a acidentes. Com isso, a probabilidade desejada é dada 
Por 

P(A1) = P(A1 IA)P(A) + P(A1 IAC)P(AC) 
= (0,4) (0,3) + (0,2) (0,7) = 0,26 C] 

Exemplo 3a (parte 2) 
Suponha que um novo segurado sofra um acidente em menos de um ano após a 
compra da apólice. Qual é a probabilidade de que ele seja propenso a acidentes? 

Solução A probabilidade desejada é 

Exemplo 36 
Considere o seguinte jogo de cartas jogado com um baralho comum de 52 car- 
tas: as cartas são embaralhadas e então viradas uma de cada vez. Em qualquer 
momento, o jogador pode dizer que a próxima carta a ser virada será o ás de 
espadas; se ela o for, então o jogador vence. Além disso, o jogador é considera- 
do vencedor se o ás de espadas não tiver aparecido e restar apenas uma carta, 
desde que nenhuma tentativa de adivinhá-lo tenha sido feita. Qual seria uma 
boa estratégia? Qual seria uma estratégia ruim? 
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Uma companhia de seguros acredita que pessoas possam ser divididas em duas 
classes: aquelas que são propensas a acidentes e aquelas que não são. A esta- 
tística da companhia mostra que uma pessoa propensa a acidentes tem pro- 
babilidade de 0,4 de sofrer um acidente dentro de um período fixo de l ano, 
enquanto essa probabilidade cai para 0,2 no caso de uma pessoa não propensa 
a acidentes. Se supomos que 30% da população é propensa a acidentes, qual é 
a probabilidade de que um novo segurado sofra um acidente no período de um 
ano posterior a compra de sua apólice? 

Solução Vamos obter a probabilidade desejada primeiro analisando a con- 
dição que diz se o segurado é propenso a acidentes ou não. Suponha que A, 
represente o evento em que o segurado sofrerá um acidente no período de 
um ano após a compra de sua apólice, e que A represente o evento em que o 
segurado é propenso a acidentes. Com isso, a probabilidade desejada é dada 
Por 

P(A1) = P(A1 IA)P(A) + P(A1 IAC)P(AC) 
= (0,4) (0,3) + (0,2) (0,7) = 0,26 C] 

Exemplo 3a (parte 2) 
Suponha que um novo segurado sofra um acidente em menos de um ano após a 
compra da apólice. Qual é a probabilidade de que ele seja propenso a acidentes? 

Solução A probabilidade desejada é 

Exemplo 36 
Considere o seguinte jogo de cartas jogado com um baralho comum de 52 car- 
tas: as cartas são embaralhadas e então viradas uma de cada vez. Em qualquer 
momento, o jogador pode dizer que a próxima carta a ser virada será o ás de 
espadas; se ela o for, então o jogador vence. Além disso, o jogador é considera- 
do vencedor se o ás de espadas não tiver aparecido e restar apenas uma carta, 
desde que nenhuma tentativa de adivinhá-lo tenha sido feita. Qual seria uma 
boa estratégia? Qual seria uma estratégia ruim? 
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Capítulo 3 Probabilidade Condicional e Independência 101 

Exemplo 31 
Suponha que tenhamos 3 cartas idênticas, exceto que ambos os lados da pri- 
meira carta são vermelhos, ambos os lados da segunda carta são pretos e um 
dos lados da terceira carta é vermelho enquanto o outro lado é preto. As três 
cartas são misturadas no interior de um boné; uma carta é selecionada aleato- 
riamente e colocada no chão. Se o lado de cima da carta escolhida é vermelho, 
qual é a probabilidade de que o outro lado seja preto? 

Solução Suponha que RR, BB e RB representem, respectivamente, os even- 
tos em que a carta escolhida é toda vermelha, toda preta ou vermelha e preta. 
Além disso, suponha que R seja o evento em que o lado de cima da carta sorte- 
ada tem cor vermelha. Então, a probabilidade desejada é obtida por 

- - P(RI RB) P(RB) 
P(RIRR)P(RR) + P(RIRB)P(RB) + P(RIBB)P(BB) 

Portanto, a resposta é 113.Alguns estudantes acham que 112 é a resposta porque 
pensam incorretamente que, dado que um lado vermelho apareça, haverá duas 
possibilidades igualmente prováveis: de que a carta seja toda vermelha ou que 
seja vermelha e preta. Seu erro, contudo, está em supor que essas duas possi- 
bilidades sejam igualmente prováveis. Pois, se pensarmos em cada carta como 
sendo formada por dois lados distintos, então veremos que existem 6 resultados 
igualmente prováveis para o experimento - isto é, R,, R,, B,, B,, R,, B, - onde 
o resultado é igual a R, se o primeiro lado da carta vermelha for virado para 
cima, R, se o segundo lado da carta vermelha for virado para cima, R, se o lado 
vermelho da carta vermelha e preta for virado para cima, e assim por diante. 
Como o outro lado da carta com lado vermelho virado para cima será preto 
somente se o resultado for R,, vemos que a probabilidade desejada é a proba- 
bilidade condicional de R, dado que R, ou R, ou R, tenham ocorrido, o que é 
obviamente igual a 113. W 

Exemplo 3m 
Um novo casal, que tem duas crianças, acabou de se mudar para a cidade. Su- 
ponha que a mãe seja vista caminhando com uma de suas crianças. Se esta 
criança é uma menina, qual é a probabilidade de que ambas as crianças sejam 
meninas? 

Solução Comecemos definindo os seguintes eventos: 

G,: a primeira criança (isto é, a criança mais velha) é uma menina. 
G,: a segunda criança é uma menina. 
G: a criança vista com a mãe é uma menina. 
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3.4 EVENTOS INDEPENDENTES 
Os exemplos anteriores deste capítulo mostram que P(EIF), a probabilidade con- 
dicional de E dado F, não é geralmente igual a P(E), a probabilidade incondicio- 
nal de E. Em outras palavras, o conhecimento de que F ocorreu geralmente muda 
a chance de ocorrência de E. Nos casos especiais em que P(EIF) é de fato igual 
a P(E), dizemos que E é independente de F. Isto é, E é independente de F  se o 
conhecimento de que F ocorreu náo mudar a probabilidade de ocorrência de E. 

Como P(EIF) = P(EF)/P(F), tem-se a condição em que E é independente 
de F  se 

O fato de a Equação (4.4) ser simétrica em E e F  mostra que sempre que E 
for independente de F, F também será independente de E. Temos portanto a 
definição a seguir. 

Definição 
Dois eventos E e F  são chamados de independentes se a Equação (4.1) for 
verdadeira. 
Dois eventos E e F  que não são independentes são chamados de dependentes. 

Exemplo 4a 
Uma carta é selecionada aleatoriamente de um baralho comum de 52 cartas. Se 
E é o evento em que a carta selecionada é um ás e F é  o evento em que a carta 
selecionada é do naipe de espadas, então E e F  são independentes. Isso ocorre 
porque P(EF) = 1/52, enquanto P(E) = 4/52 e P(F) = 13/52. C] 

Exemplo 4b 
Duas moedas são lançadas e supõe-se que os 4 resultados possíveis sejam igual- 
mente prováveis. Se E é o evento em que a primeira moeda dá cara e F  o evento 
em que a segunda moeda dá coroa, então E e F são independentes, pois P(EF) 
= P(((cara, coroa)]) = 114, enquanto P(E) = P(((cara, cara), (cara, coroa)]) = 
112 e P(F) = P(((cara, coroa), (coroa, coroa))) = 112. C] 

Exemplo 4c 
Suponha que joguemos 2 dados honestos. Seja E, o evento em que a suma dos 
dados é igual a 6 e F  o evento em que o primeiro dado é igual a 4. Então, 

enquanto que 
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Exemplo 4b 
Duas moedas são lançadas e supõe-se que os 4 resultados possíveis sejam igual- 
mente prováveis. Se E é o evento em que a primeira moeda dá cara e F  o evento 
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Exemplo 4c 
Suponha que joguemos 2 dados honestos. Seja E, o evento em que a suma dos 
dados é igual a 6 e F  o evento em que o primeiro dado é igual a 4. Então, 

enquanto que 
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Com isso, E, e F não são independentes. Intuitivamente, a razão para isso é cla- 
ra. Isto porque, se estamos interessados na probabilidade de obter um 6 (com 2 
dados), devemos ficar bastante contentes se o primeiro dado cair no 4 (ou, de 
fato, em qualquer um dos números 1,2,3,4 e 5) ,  pois com isso ainda teremos a 
probabilidade de conseguir um total de 6. Se, no entanto, o primeiro dado cair no 
6, ficaremos tristes porque perderíamos a chance de conseguir um total de 6 com 
os dois dados. Em outras palavras, nossa chance de obter um total de 6 depende 
do resultado do primeiro dado; assim, E, e F não podem ser independentes. 

Agora, suponha que E, seja o evento em que a soma dos dados é igual a 7. 
E, e F são independentes? A resposta é sim, já que 

enquanto que 

Deixamos para o leitor a apresentação do argumento intuitivo do porquê do 
evento em que a soma dos dados é igual a 7 ser independente do resultado do 
primeiro dado. rn 

Exemplo 4d 
Se E representar o evento em que o próximo presidente dos EUA é republi- 
cano e F o evento em que um grande terremoto ocorrerá no período de um 
ano, então a maioria das pessoas provavelmente tenderia a supor que E e F 
são independentes. Entretanto, possivelmente haveria alguma controvérsia se 
E fosse considerado independente de G, onde G é o evento que representa a 
ocorrência de recessão no período de dois anos após a eleição. 

Mostramos agora que, se E é independente de F, então E também é inde- 
pendente de E;". 

Proposição 4.1 Se E e F são independentes, então E e E;" também o são. 
Demonstração Suponha que E e F sejam independentes. Como E = EF 
U EF", e é obvio que EF e EE;" são mutuamente exclusivos, temos 

ou, equivalentemente, 

e o resultado está provado. O 

Assim, se E é independente de F, a probabilidade da ocorrência de E não 
muda se F tiver ocorrido ou não. 
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Suponha agora que E seja independente de F e também de G. O evento E 
é nesse caso necessariamente independente de FG? A resposta, de certo modo 
surpreendente, é não, como demonstra o exemplo a seguir. 

Exemplo 4e 
Dois dados honestos são lançados. Seja E o evento em que a soma dos dados é 
igual a 7, F o evento em que o primeiro dado é igual a 4 e G o evento em que o 
segundo dado é igual a 3. Do Exemplo 4c, sabemos que E é independente de F, 
e a aplicação do mesmo raciocínio aqui mostra que E também é independente 
de G; mas, claramente, E não é independente de FG I já que P(EIFG) = 11. . 

Parece uma consequência do Exemplo 4e o fato de uma definição apropria- 
da da independência de três eventos E, F e G ter que ir além da mera suposição 
de que todos os (i) pares de eventos sejam independentes. Somos assim leva- 

dos a seguinte definição. 

Definição 
Três eventos E, F e G são ditos independentes se 

P(EFG) = P(E)P(F)P(G) 
P(EF) = P(E)P(F) 
P(EG) = P(E)P(G) 
P(FG) = P(F)P(G) 

Note que, se E, F e G são independentes, então E será independente de 
qualquer evento formado a partir de F e G. Por exemplo, E é independente de 
FU G,jáque 

P[E(F U C ) ]  = P(EF U EG) 
= P(EF) + P(EG) - P(EFG) 
= P(E)P(F) + P(E)P(G) - P(E)P(FG) 
= P(E)[P(F) + P(G) - P(FG)] 
= P(E)P(F U G )  

Naturalmente, também podemos estender a definição de independência a mais 
de três eventos. Os eventos E,, E,, ..., E, são ditos independentes se, para cada 
subconjunto E,,, E,, ,..., E,, desses eventos, r 5 n, 

Finalmente, definimos um conjunto infinito de eventos como sendo indepen- 
dente se cada subconjunto finito desses eventos for independente. 
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Assim, usando a propriedade da continuidade das probabilidades (Seção 2.6), 
vemos que a probabilidade desejada é dada por 

P (1 ) = P  (n+mi:i iim ) 
= lim P n E: 

n+m (i:l ) 
= limpn = 

n 
Osep < 1 
l s e p = l  

Exemplo 4g 
Um sistema formado por n diferentes componentes é chamado de sistema pa- 
ralelo se ele funcionar quando pelo menos um dos componentes estiver fun- 
cionando (veja Figura 3.2). Em um sistema como esse, se o componente i, que 
é independente dos demais componentes, funcionar com probabilidade p,, i = 
1, ..., n, qual é a probabilidade do sistema funcionar? 

Solução Seja Ai o evento em que o componente i funciona. Então 
P{sistema funciona} = 1 - P{sistema não funciona) 

= 1 - P{nenhum componente funciona} 

n 
= 1 - n ( l  - pi) por independência 

i=l 

Exemplo 4h 
Realizam-se tentativas independentes que consistem no lançamento de um par 
de dados honestos. Qual é a probabilidade de que um resultado igual a 5 apa- 
reça antes de um resultado igual a 7 quando o resultado de uma jogada é igual 
à soma dos dados? 

Figura 3.2 Sistema paralelo: funciona se a corrente fluir de A para B. 
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Solução Se E, representar o evento em que o 5 ou o 7 não aparecem nas 
primeiras n - 1 tentativas e um 5 aparece na n-ésima tentativa, então a proba- 
bilidade desejada é 

Agora, como P(5 em qualquer tentativa] = 4/36 e P(7 em qualquer tentativa] = 
6/36, obtemos, pela independência das tentativas, 

Assim, 

Esse resultado também poderia ter sido obtido pelo uso das probabilidades 
condicionais. Se E for o evento em que um 5 ocorre antes de um 7, então pode- 
mos obter a probabilidade desejada, P(E), impondo uma condição em relação 
ao resultado da primeira tentativa. Isso é feito da seguinte maneira: suponha 
que E seja o evento em que a primeira tentativa resulta em um 5, G o evento 
em que a primeira tentativa resulta em um 7 e H o evento em que a primeira, 
tentativa não resulta nem em um 5 ,  nem em um 7. Então, condicionando em 
qual desses eventos ocorre, temos 

Entretanto. 

As duas primeiras igualdades são óbvias. A terceira ocorre porque se o primeiro 
resultado não levar nem a um 5 nem a um 7, então naquele ponto a situação será 
exatamente igual àquela que se tinha no início do problema - isto é, a pessoa 
responsável pelo experimento continuará a rolar um par de dados honestos até 
que um 5 ou um 7 apareça. Além disso, as tentativas são independentes; portan- 
to, o resultado da primeira tentativa não terá efeito em lançamentos subsequen- 
tes dos dados. Como P(F) = 4/36, P(G) = 6/36 e P(H) = 26/36, tem-se que 

(por probabilidades condicionais)
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n+m (i:l ) 
= limpn = 

n 
Osep < 1 
l s e p = l  

Exemplo 4g 
Um sistema formado por n diferentes componentes é chamado de sistema pa- 
ralelo se ele funcionar quando pelo menos um dos componentes estiver fun- 
cionando (veja Figura 3.2). Em um sistema como esse, se o componente i, que 
é independente dos demais componentes, funcionar com probabilidade p,, i = 
1, ..., n, qual é a probabilidade do sistema funcionar? 

Solução Seja Ai o evento em que o componente i funciona. Então 
P{sistema funciona} = 1 - P{sistema não funciona) 

= 1 - P{nenhum componente funciona} 

n 
= 1 - n ( l  - pi) por independência 

i=l 

Exemplo 4h 
Realizam-se tentativas independentes que consistem no lançamento de um par 
de dados honestos. Qual é a probabilidade de que um resultado igual a 5 apa- 
reça antes de um resultado igual a 7 quando o resultado de uma jogada é igual 
à soma dos dados? 

Figura 3.2 Sistema paralelo: funciona se a corrente fluir de A para B. 
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Solução Se E, representar o evento em que o 5 ou o 7 não aparecem nas 
primeiras n - 1 tentativas e um 5 aparece na n-ésima tentativa, então a proba- 
bilidade desejada é 

Agora, como P(5 em qualquer tentativa] = 4/36 e P(7 em qualquer tentativa] = 
6/36, obtemos, pela independência das tentativas, 

Assim, 

Esse resultado também poderia ter sido obtido pelo uso das probabilidades 
condicionais. Se E for o evento em que um 5 ocorre antes de um 7, então pode- 
mos obter a probabilidade desejada, P(E), impondo uma condição em relação 
ao resultado da primeira tentativa. Isso é feito da seguinte maneira: suponha 
que E seja o evento em que a primeira tentativa resulta em um 5, G o evento 
em que a primeira tentativa resulta em um 7 e H o evento em que a primeira, 
tentativa não resulta nem em um 5 ,  nem em um 7. Então, condicionando em 
qual desses eventos ocorre, temos 

Entretanto. 

As duas primeiras igualdades são óbvias. A terceira ocorre porque se o primeiro 
resultado não levar nem a um 5 nem a um 7, então naquele ponto a situação será 
exatamente igual àquela que se tinha no início do problema - isto é, a pessoa 
responsável pelo experimento continuará a rolar um par de dados honestos até 
que um 5 ou um 7 apareça. Além disso, as tentativas são independentes; portan- 
to, o resultado da primeira tentativa não terá efeito em lançamentos subsequen- 
tes dos dados. Como P(F) = 4/36, P(G) = 6/36 e P(H) = 26/36, tem-se que 

(por probabilidades condicionais)
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Solução Se E, representar o evento em que o 5 ou o 7 não aparecem nas 
primeiras n - 1 tentativas e um 5 aparece na n-ésima tentativa, então a proba- 
bilidade desejada é 

Agora, como P(5 em qualquer tentativa] = 4/36 e P(7 em qualquer tentativa] = 
6/36, obtemos, pela independência das tentativas, 

Assim, 

Esse resultado também poderia ter sido obtido pelo uso das probabilidades 
condicionais. Se E for o evento em que um 5 ocorre antes de um 7, então pode- 
mos obter a probabilidade desejada, P(E), impondo uma condição em relação 
ao resultado da primeira tentativa. Isso é feito da seguinte maneira: suponha 
que E seja o evento em que a primeira tentativa resulta em um 5, G o evento 
em que a primeira tentativa resulta em um 7 e H o evento em que a primeira, 
tentativa não resulta nem em um 5 ,  nem em um 7. Então, condicionando em 
qual desses eventos ocorre, temos 

Entretanto. 

As duas primeiras igualdades são óbvias. A terceira ocorre porque se o primeiro 
resultado não levar nem a um 5 nem a um 7, então naquele ponto a situação será 
exatamente igual àquela que se tinha no início do problema - isto é, a pessoa 
responsável pelo experimento continuará a rolar um par de dados honestos até 
que um 5 ou um 7 apareça. Além disso, as tentativas são independentes; portan- 
to, o resultado da primeira tentativa não terá efeito em lançamentos subsequen- 
tes dos dados. Como P(F) = 4/36, P(G) = 6/36 e P(H) = 26/36, tem-se que 

F = 
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Solução Se E, representar o evento em que o 5 ou o 7 não aparecem nas 
primeiras n - 1 tentativas e um 5 aparece na n-ésima tentativa, então a proba- 
bilidade desejada é 

Agora, como P(5 em qualquer tentativa] = 4/36 e P(7 em qualquer tentativa] = 
6/36, obtemos, pela independência das tentativas, 

Assim, 

Esse resultado também poderia ter sido obtido pelo uso das probabilidades 
condicionais. Se E for o evento em que um 5 ocorre antes de um 7, então pode- 
mos obter a probabilidade desejada, P(E), impondo uma condição em relação 
ao resultado da primeira tentativa. Isso é feito da seguinte maneira: suponha 
que E seja o evento em que a primeira tentativa resulta em um 5, G o evento 
em que a primeira tentativa resulta em um 7 e H o evento em que a primeira, 
tentativa não resulta nem em um 5 ,  nem em um 7. Então, condicionando em 
qual desses eventos ocorre, temos 

Entretanto. 

As duas primeiras igualdades são óbvias. A terceira ocorre porque se o primeiro 
resultado não levar nem a um 5 nem a um 7, então naquele ponto a situação será 
exatamente igual àquela que se tinha no início do problema - isto é, a pessoa 
responsável pelo experimento continuará a rolar um par de dados honestos até 
que um 5 ou um 7 apareça. Além disso, as tentativas são independentes; portan- 
to, o resultado da primeira tentativa não terá efeito em lançamentos subsequen- 
tes dos dados. Como P(F) = 4/36, P(G) = 6/36 e P(H) = 26/36, tem-se que 
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Solução Se E, representar o evento em que o 5 ou o 7 não aparecem nas 
primeiras n - 1 tentativas e um 5 aparece na n-ésima tentativa, então a proba- 
bilidade desejada é 

Agora, como P(5 em qualquer tentativa] = 4/36 e P(7 em qualquer tentativa] = 
6/36, obtemos, pela independência das tentativas, 

Assim, 

Esse resultado também poderia ter sido obtido pelo uso das probabilidades 
condicionais. Se E for o evento em que um 5 ocorre antes de um 7, então pode- 
mos obter a probabilidade desejada, P(E), impondo uma condição em relação 
ao resultado da primeira tentativa. Isso é feito da seguinte maneira: suponha 
que E seja o evento em que a primeira tentativa resulta em um 5, G o evento 
em que a primeira tentativa resulta em um 7 e H o evento em que a primeira, 
tentativa não resulta nem em um 5 ,  nem em um 7. Então, condicionando em 
qual desses eventos ocorre, temos 

Entretanto. 

As duas primeiras igualdades são óbvias. A terceira ocorre porque se o primeiro 
resultado não levar nem a um 5 nem a um 7, então naquele ponto a situação será 
exatamente igual àquela que se tinha no início do problema - isto é, a pessoa 
responsável pelo experimento continuará a rolar um par de dados honestos até 
que um 5 ou um 7 apareça. Além disso, as tentativas são independentes; portan- 
to, o resultado da primeira tentativa não terá efeito em lançamentos subsequen- 
tes dos dados. Como P(F) = 4/36, P(G) = 6/36 e P(H) = 26/36, tem-se que 

G = 
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Solução Se E, representar o evento em que o 5 ou o 7 não aparecem nas 
primeiras n - 1 tentativas e um 5 aparece na n-ésima tentativa, então a proba- 
bilidade desejada é 

Agora, como P(5 em qualquer tentativa] = 4/36 e P(7 em qualquer tentativa] = 
6/36, obtemos, pela independência das tentativas, 

Assim, 

Esse resultado também poderia ter sido obtido pelo uso das probabilidades 
condicionais. Se E for o evento em que um 5 ocorre antes de um 7, então pode- 
mos obter a probabilidade desejada, P(E), impondo uma condição em relação 
ao resultado da primeira tentativa. Isso é feito da seguinte maneira: suponha 
que E seja o evento em que a primeira tentativa resulta em um 5, G o evento 
em que a primeira tentativa resulta em um 7 e H o evento em que a primeira, 
tentativa não resulta nem em um 5 ,  nem em um 7. Então, condicionando em 
qual desses eventos ocorre, temos 

Entretanto. 

As duas primeiras igualdades são óbvias. A terceira ocorre porque se o primeiro 
resultado não levar nem a um 5 nem a um 7, então naquele ponto a situação será 
exatamente igual àquela que se tinha no início do problema - isto é, a pessoa 
responsável pelo experimento continuará a rolar um par de dados honestos até 
que um 5 ou um 7 apareça. Além disso, as tentativas são independentes; portan- 
to, o resultado da primeira tentativa não terá efeito em lançamentos subsequen- 
tes dos dados. Como P(F) = 4/36, P(G) = 6/36 e P(H) = 26/36, tem-se que 
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Solução Se E, representar o evento em que o 5 ou o 7 não aparecem nas 
primeiras n - 1 tentativas e um 5 aparece na n-ésima tentativa, então a proba- 
bilidade desejada é 

Agora, como P(5 em qualquer tentativa] = 4/36 e P(7 em qualquer tentativa] = 
6/36, obtemos, pela independência das tentativas, 

Assim, 

Esse resultado também poderia ter sido obtido pelo uso das probabilidades 
condicionais. Se E for o evento em que um 5 ocorre antes de um 7, então pode- 
mos obter a probabilidade desejada, P(E), impondo uma condição em relação 
ao resultado da primeira tentativa. Isso é feito da seguinte maneira: suponha 
que E seja o evento em que a primeira tentativa resulta em um 5, G o evento 
em que a primeira tentativa resulta em um 7 e H o evento em que a primeira, 
tentativa não resulta nem em um 5 ,  nem em um 7. Então, condicionando em 
qual desses eventos ocorre, temos 

Entretanto. 

As duas primeiras igualdades são óbvias. A terceira ocorre porque se o primeiro 
resultado não levar nem a um 5 nem a um 7, então naquele ponto a situação será 
exatamente igual àquela que se tinha no início do problema - isto é, a pessoa 
responsável pelo experimento continuará a rolar um par de dados honestos até 
que um 5 ou um 7 apareça. Além disso, as tentativas são independentes; portan- 
to, o resultado da primeira tentativa não terá efeito em lançamentos subsequen- 
tes dos dados. Como P(F) = 4/36, P(G) = 6/36 e P(H) = 26/36, tem-se que 
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Solução Se E, representar o evento em que o 5 ou o 7 não aparecem nas 
primeiras n - 1 tentativas e um 5 aparece na n-ésima tentativa, então a proba- 
bilidade desejada é 

Agora, como P(5 em qualquer tentativa] = 4/36 e P(7 em qualquer tentativa] = 
6/36, obtemos, pela independência das tentativas, 

Assim, 

Esse resultado também poderia ter sido obtido pelo uso das probabilidades 
condicionais. Se E for o evento em que um 5 ocorre antes de um 7, então pode- 
mos obter a probabilidade desejada, P(E), impondo uma condição em relação 
ao resultado da primeira tentativa. Isso é feito da seguinte maneira: suponha 
que E seja o evento em que a primeira tentativa resulta em um 5, G o evento 
em que a primeira tentativa resulta em um 7 e H o evento em que a primeira, 
tentativa não resulta nem em um 5 ,  nem em um 7. Então, condicionando em 
qual desses eventos ocorre, temos 

Entretanto. 

As duas primeiras igualdades são óbvias. A terceira ocorre porque se o primeiro 
resultado não levar nem a um 5 nem a um 7, então naquele ponto a situação será 
exatamente igual àquela que se tinha no início do problema - isto é, a pessoa 
responsável pelo experimento continuará a rolar um par de dados honestos até 
que um 5 ou um 7 apareça. Além disso, as tentativas são independentes; portan- 
to, o resultado da primeira tentativa não terá efeito em lançamentos subsequen- 
tes dos dados. Como P(F) = 4/36, P(G) = 6/36 e P(H) = 26/36, tem-se que 

H = 
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Solução Se E, representar o evento em que o 5 ou o 7 não aparecem nas 
primeiras n - 1 tentativas e um 5 aparece na n-ésima tentativa, então a proba- 
bilidade desejada é 

Agora, como P(5 em qualquer tentativa] = 4/36 e P(7 em qualquer tentativa] = 
6/36, obtemos, pela independência das tentativas, 

Assim, 

Esse resultado também poderia ter sido obtido pelo uso das probabilidades 
condicionais. Se E for o evento em que um 5 ocorre antes de um 7, então pode- 
mos obter a probabilidade desejada, P(E), impondo uma condição em relação 
ao resultado da primeira tentativa. Isso é feito da seguinte maneira: suponha 
que E seja o evento em que a primeira tentativa resulta em um 5, G o evento 
em que a primeira tentativa resulta em um 7 e H o evento em que a primeira, 
tentativa não resulta nem em um 5 ,  nem em um 7. Então, condicionando em 
qual desses eventos ocorre, temos 

Entretanto. 

As duas primeiras igualdades são óbvias. A terceira ocorre porque se o primeiro 
resultado não levar nem a um 5 nem a um 7, então naquele ponto a situação será 
exatamente igual àquela que se tinha no início do problema - isto é, a pessoa 
responsável pelo experimento continuará a rolar um par de dados honestos até 
que um 5 ou um 7 apareça. Além disso, as tentativas são independentes; portan- 
to, o resultado da primeira tentativa não terá efeito em lançamentos subsequen- 
tes dos dados. Como P(F) = 4/36, P(G) = 6/36 e P(H) = 26/36, tem-se que 
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Solução Se E, representar o evento em que o 5 ou o 7 não aparecem nas 
primeiras n - 1 tentativas e um 5 aparece na n-ésima tentativa, então a proba- 
bilidade desejada é 

Agora, como P(5 em qualquer tentativa] = 4/36 e P(7 em qualquer tentativa] = 
6/36, obtemos, pela independência das tentativas, 

Assim, 

Esse resultado também poderia ter sido obtido pelo uso das probabilidades 
condicionais. Se E for o evento em que um 5 ocorre antes de um 7, então pode- 
mos obter a probabilidade desejada, P(E), impondo uma condição em relação 
ao resultado da primeira tentativa. Isso é feito da seguinte maneira: suponha 
que E seja o evento em que a primeira tentativa resulta em um 5, G o evento 
em que a primeira tentativa resulta em um 7 e H o evento em que a primeira, 
tentativa não resulta nem em um 5 ,  nem em um 7. Então, condicionando em 
qual desses eventos ocorre, temos 

Entretanto. 

As duas primeiras igualdades são óbvias. A terceira ocorre porque se o primeiro 
resultado não levar nem a um 5 nem a um 7, então naquele ponto a situação será 
exatamente igual àquela que se tinha no início do problema - isto é, a pessoa 
responsável pelo experimento continuará a rolar um par de dados honestos até 
que um 5 ou um 7 apareça. Além disso, as tentativas são independentes; portan- 
to, o resultado da primeira tentativa não terá efeito em lançamentos subsequen- 
tes dos dados. Como P(F) = 4/36, P(G) = 6/36 e P(H) = 26/36, tem-se que 
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Assim, usando a propriedade da continuidade das probabilidades (Seção 2.6), 
vemos que a probabilidade desejada é dada por 

P (1 ) = P  (n+mi:i iim ) 
= lim P n E: 

n+m (i:l ) 
= limpn = 

n 
Osep < 1 
l s e p = l  

Exemplo 4g 
Um sistema formado por n diferentes componentes é chamado de sistema pa- 
ralelo se ele funcionar quando pelo menos um dos componentes estiver fun- 
cionando (veja Figura 3.2). Em um sistema como esse, se o componente i, que 
é independente dos demais componentes, funcionar com probabilidade p,, i = 
1, ..., n, qual é a probabilidade do sistema funcionar? 

Solução Seja Ai o evento em que o componente i funciona. Então 
P{sistema funciona} = 1 - P{sistema não funciona) 

= 1 - P{nenhum componente funciona} 

n 
= 1 - n ( l  - pi) por independência 

i=l 

Exemplo 4h 
Realizam-se tentativas independentes que consistem no lançamento de um par 
de dados honestos. Qual é a probabilidade de que um resultado igual a 5 apa- 
reça antes de um resultado igual a 7 quando o resultado de uma jogada é igual 
à soma dos dados? 

Figura 3.2 Sistema paralelo: funciona se a corrente fluir de A para B. 
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Solução Se E, representar o evento em que o 5 ou o 7 não aparecem nas 
primeiras n - 1 tentativas e um 5 aparece na n-ésima tentativa, então a proba- 
bilidade desejada é 

Agora, como P(5 em qualquer tentativa] = 4/36 e P(7 em qualquer tentativa] = 
6/36, obtemos, pela independência das tentativas, 

Assim, 

Esse resultado também poderia ter sido obtido pelo uso das probabilidades 
condicionais. Se E for o evento em que um 5 ocorre antes de um 7, então pode- 
mos obter a probabilidade desejada, P(E), impondo uma condição em relação 
ao resultado da primeira tentativa. Isso é feito da seguinte maneira: suponha 
que E seja o evento em que a primeira tentativa resulta em um 5, G o evento 
em que a primeira tentativa resulta em um 7 e H o evento em que a primeira, 
tentativa não resulta nem em um 5 ,  nem em um 7. Então, condicionando em 
qual desses eventos ocorre, temos 

Entretanto. 

As duas primeiras igualdades são óbvias. A terceira ocorre porque se o primeiro 
resultado não levar nem a um 5 nem a um 7, então naquele ponto a situação será 
exatamente igual àquela que se tinha no início do problema - isto é, a pessoa 
responsável pelo experimento continuará a rolar um par de dados honestos até 
que um 5 ou um 7 apareça. Além disso, as tentativas são independentes; portan- 
to, o resultado da primeira tentativa não terá efeito em lançamentos subsequen- 
tes dos dados. Como P(F) = 4/36, P(G) = 6/36 e P(H) = 26/36, tem-se que 
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Solução Se E, representar o evento em que o 5 ou o 7 não aparecem nas 
primeiras n - 1 tentativas e um 5 aparece na n-ésima tentativa, então a proba- 
bilidade desejada é 

Agora, como P(5 em qualquer tentativa] = 4/36 e P(7 em qualquer tentativa] = 
6/36, obtemos, pela independência das tentativas, 

Assim, 

Esse resultado também poderia ter sido obtido pelo uso das probabilidades 
condicionais. Se E for o evento em que um 5 ocorre antes de um 7, então pode- 
mos obter a probabilidade desejada, P(E), impondo uma condição em relação 
ao resultado da primeira tentativa. Isso é feito da seguinte maneira: suponha 
que E seja o evento em que a primeira tentativa resulta em um 5, G o evento 
em que a primeira tentativa resulta em um 7 e H o evento em que a primeira, 
tentativa não resulta nem em um 5 ,  nem em um 7. Então, condicionando em 
qual desses eventos ocorre, temos 

Entretanto. 

As duas primeiras igualdades são óbvias. A terceira ocorre porque se o primeiro 
resultado não levar nem a um 5 nem a um 7, então naquele ponto a situação será 
exatamente igual àquela que se tinha no início do problema - isto é, a pessoa 
responsável pelo experimento continuará a rolar um par de dados honestos até 
que um 5 ou um 7 apareça. Além disso, as tentativas são independentes; portan- 
to, o resultado da primeira tentativa não terá efeito em lançamentos subsequen- 
tes dos dados. Como P(F) = 4/36, P(G) = 6/36 e P(H) = 26/36, tem-se que 
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Solução Se E, representar o evento em que o 5 ou o 7 não aparecem nas 
primeiras n - 1 tentativas e um 5 aparece na n-ésima tentativa, então a proba- 
bilidade desejada é 

Agora, como P(5 em qualquer tentativa] = 4/36 e P(7 em qualquer tentativa] = 
6/36, obtemos, pela independência das tentativas, 

Assim, 

Esse resultado também poderia ter sido obtido pelo uso das probabilidades 
condicionais. Se E for o evento em que um 5 ocorre antes de um 7, então pode- 
mos obter a probabilidade desejada, P(E), impondo uma condição em relação 
ao resultado da primeira tentativa. Isso é feito da seguinte maneira: suponha 
que E seja o evento em que a primeira tentativa resulta em um 5, G o evento 
em que a primeira tentativa resulta em um 7 e H o evento em que a primeira, 
tentativa não resulta nem em um 5 ,  nem em um 7. Então, condicionando em 
qual desses eventos ocorre, temos 

Entretanto. 

As duas primeiras igualdades são óbvias. A terceira ocorre porque se o primeiro 
resultado não levar nem a um 5 nem a um 7, então naquele ponto a situação será 
exatamente igual àquela que se tinha no início do problema - isto é, a pessoa 
responsável pelo experimento continuará a rolar um par de dados honestos até 
que um 5 ou um 7 apareça. Além disso, as tentativas são independentes; portan- 
to, o resultado da primeira tentativa não terá efeito em lançamentos subsequen- 
tes dos dados. Como P(F) = 4/36, P(G) = 6/36 e P(H) = 26/36, tem-se que 
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Solução Se E, representar o evento em que o 5 ou o 7 não aparecem nas 
primeiras n - 1 tentativas e um 5 aparece na n-ésima tentativa, então a proba- 
bilidade desejada é 

Agora, como P(5 em qualquer tentativa] = 4/36 e P(7 em qualquer tentativa] = 
6/36, obtemos, pela independência das tentativas, 

Assim, 

Esse resultado também poderia ter sido obtido pelo uso das probabilidades 
condicionais. Se E for o evento em que um 5 ocorre antes de um 7, então pode- 
mos obter a probabilidade desejada, P(E), impondo uma condição em relação 
ao resultado da primeira tentativa. Isso é feito da seguinte maneira: suponha 
que E seja o evento em que a primeira tentativa resulta em um 5, G o evento 
em que a primeira tentativa resulta em um 7 e H o evento em que a primeira, 
tentativa não resulta nem em um 5 ,  nem em um 7. Então, condicionando em 
qual desses eventos ocorre, temos 

Entretanto. 

As duas primeiras igualdades são óbvias. A terceira ocorre porque se o primeiro 
resultado não levar nem a um 5 nem a um 7, então naquele ponto a situação será 
exatamente igual àquela que se tinha no início do problema - isto é, a pessoa 
responsável pelo experimento continuará a rolar um par de dados honestos até 
que um 5 ou um 7 apareça. Além disso, as tentativas são independentes; portan- 
to, o resultado da primeira tentativa não terá efeito em lançamentos subsequen- 
tes dos dados. Como P(F) = 4/36, P(G) = 6/36 e P(H) = 26/36, tem-se que 
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Solução Se E, representar o evento em que o 5 ou o 7 não aparecem nas 
primeiras n - 1 tentativas e um 5 aparece na n-ésima tentativa, então a proba- 
bilidade desejada é 

Agora, como P(5 em qualquer tentativa] = 4/36 e P(7 em qualquer tentativa] = 
6/36, obtemos, pela independência das tentativas, 

Assim, 

Esse resultado também poderia ter sido obtido pelo uso das probabilidades 
condicionais. Se E for o evento em que um 5 ocorre antes de um 7, então pode- 
mos obter a probabilidade desejada, P(E), impondo uma condição em relação 
ao resultado da primeira tentativa. Isso é feito da seguinte maneira: suponha 
que E seja o evento em que a primeira tentativa resulta em um 5, G o evento 
em que a primeira tentativa resulta em um 7 e H o evento em que a primeira, 
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Entretanto. 
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exatamente igual àquela que se tinha no início do problema - isto é, a pessoa 
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3.56 Suponha que você colecione cupons e 
que existam cupons de m tipos diferen- 
tes. Suponha também que cada vez que 
um novo cupom é recolhido, ele seja do 
tipo i com probabilidade p,, i = 1 ,..., m. 
Suponha que você tenha conseguido seu 
n-ésimo cupom. Qual é a probabilidade 
de que ele seja de um novo tipo? 
Dica: Condicione no tipo deste cupom. 

3.57 Um modelo simplificado para a variação do 
preço de uma ação supõe que em cada dia 
o preço da ação suba 1 unidade com proba- 
bilidade p ou caia 1 unidade com probabi- 
lidade 1 - p .  Supõe-se que as variações nos 
diferentes dias sejam independentes. 
(a) Qual é a probabilidade de que após 

2 dias o preço da ação esteja em seu 
valor original? 

(b) Qual é a probabilidade de que após 
3 dias o preço da ação tenha subido 
uma 1 unidade? 

(c) Dado que após 3 dias o preço da ação 
tenha subido 1 unidade, qual é a pro- 
babilidade de que ele tenha subido no 
primeiro dia? 

3.58 Suponha que queiramos gerar o resul- 
tado da jogada de uma moeda honesta, 
mas que tudo o que tenhamos a nossa 
disposição seja uma moeda viciada que 
dá cara com alguma probabilidade des- 
conhecida p diferente de 112. Considere 
o seguinte procedimento para realizar 
nossa tarefa: 
1. Jogue a moeda. 
2. Jogue a moeda de novo. 
3. Se ambas as jogadas resultarem em 

duas caras ou duas coroas, volte para 
o passo 1. 

4. Deixe que o resultado da última joga- 
da seja o resultado do experimento. 

(a) Mostre que o resultado tem a mesma 
probabilidade de dar cara ou coroa. 

(b) Poderíamos usar um procedimento 
mais simples no qual continuamos a 
lançar a moeda até que as duas últi- 
mas jogadas sejam diferentes e então 
deixamos com que o resultado seja 
aquele obtido na última jogada? 

3.59 Realizam-se jogadas independentes de 
uma moeda que dá cara com probabilida- 
de p. Supondo que H e T representem os 
eventos "cara" e "coroa','qual é a probabi- 

lidade de que os primeiros quatro resulta- 
dos sejam 
(a) H, H, H, H? 
(b) T, H, H, H? 
(c) Qual é a probabilidade de que o pa- 

drão T,  H, H, H ocorra antes do pa- 
drão H, H, H, H? 

Dica para a letra (c): Como pode o padrão 
H, H, H, H ocorrer primeiro? 

3.60 A cor dos olhos de uma pessoa é determi- 
nada por um único par de genes. Se eles 
forem ambos genes de olhos azuis, então 
a pessoa terá olhos azuis; se eles forem 
ambos genes de olhos castanhos, então a 
pessoa terá olhos castanhos; e se um deles 
for um gene de olhos castanhos e o outro 
de olhos azuis, então a pessoa terá olhos 
castanhos (por causa disso, dizemos que o 
gene de olhos castanhos é dominante em 
relação ao de olhos azuis). Uma criança 
recém-nascida recebe independentemen- 
te um gene de olhos de cada um de seus 
pais, e o gene que ele recebe tem a mesma 
probabilidade de ser de qualquer um dos 
tipos de gene daquele pai. Suponha que 
João e seus pais tenham olhos castanhos, 
mas que sua irmã tenha olhos azuis. 
(a) Qual é a probabilidade de que João 

possua um gene de olhos azuis? 
(b) Suponha que a esposa de João tenha 

olhos azuis. Qual é a probabilidade 
de que seu primeiro filho tenha olhos 
azuis? 

(c) Se seu primeiro filho tiver olhos cas- 
tanhos, qual é a probabilidade de 
que seu próximo filho também tenha 
olhos castanhos? 

3.61 Genes relacionados ao albinismo são 
chamados de A e a. Apenas aqueles que 
recebem o gene a de ambos os pais são al- 
binos. Pessoas com o par de genes (A, a )  
têm aparência normal e, como eles podem 
passar o traço para os seus descendentes, 
são chamados de portadores. Suponha que 
um casal normal tenha duas crianças, com 
uma delas sendo albina. Suponha que a 
criança não albina se case com uma pessoa 
que se sabe ser portadora. 
(a) Qual é a probabilidade de que seu 

primeiro descendente seja albino? 
(b) Qual é a probabilidade condicional 

de que seu segundo descendente seja 
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Às vezes, um experimento de probabilidade consiste em realizar uma 
sequência de subexperimentos. Por exemplo, se um experimento consiste 
em lançar uma moeda continuamente, podemos pensar em cada lançamen- 
to como sendo um subexperimento. Em muitos casos, é razoável supor que 
os resultados de qualquer grupo de subexperimentos não tenham efeito nas 
probabilidades associadas aos resultados dos outros experimentos. Se esse é 
o caso, dizemos que os subexperimentos são independentes. Mais formalmen- 
te, dizemos que os subexperimentos são independentes se E,, E, ,..., E ,,... é 
necessariamente uma sequência independente de eventos sempre que E, for 
um evento cuja ocorrência é completamente determinada pelo resultado do 
i-ésimo subexperimento. 

Se cada subexperimento tem o mesmo conjunto de resultados possíveis, 
então os subexperimentos são frequentemente chamados de tentativas. 

Exemplo 4f 
Deve-se realizar uma sequência infinita de tentativas independentes. Cada ten- 
tativa tem probabilidade de sucessop e probabilidade de fracasso 1 -p. Qual é 
a probabilidade de que 

(a) pelo menos 1 sucesso ocorra nas primeiras n tentativas; 
(b) exatamente k sucessos ocorram nas primeiras n tentativas; 
(c) todas as tentativas resultem em sucessos? 

Solufão Para determinar a probabilidade de pelo menos 1 sucesso nas pri- 
meiras n tentativas, é mais fácil calcular primeiro a probabilidade do evento 
complementar de que nenhum sucesso ocorra nas primeiras n tentativas. Se E, 
representar o evento fracasso na i-ésima tentativa, então a probabilidade de 
não haver eventos bem-sucedidos é, por independência, 

Portanto, a resposta da letra (a) é 1 - (1 -p)". 
Para computar a resposta da letra (b), considere qualquer sequência parti- 

cular em que os primeiros n resultados contenham k sucessos e n - k fracassos. 
Cada uma dessas sequências, pela hipótese de independência das tentativas, irá 
ocorrer com probabilidade J I * ( ~  - p)n-k .  Como existem (E )  sequências como 

\ r 

essa [há n!lk!(n - k)! permutações de k sucessos e n - k fracassos], a probabili- 
dade desejada na letra (b) é 

P{exatamente k sucessos] = pk(l  - p)n-k ( i  
Para responder à letra (c), notamos, pela letra (a), que a probabilidade de 

que as primeiras n tentativas resultem em sucesso é dada por 
P(ET E; . . . E:) = pn 
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Assim, usando a propriedade da continuidade das probabilidades (Seção 2.6), 
vemos que a probabilidade desejada é dada por 

P (1 ) = P  (n+mi:i iim ) 
= lim P n E: 

n+m (i:l ) 
= limpn = 

n 
Osep < 1 
l s e p = l  

Exemplo 4g 
Um sistema formado por n diferentes componentes é chamado de sistema pa- 
ralelo se ele funcionar quando pelo menos um dos componentes estiver fun- 
cionando (veja Figura 3.2). Em um sistema como esse, se o componente i, que 
é independente dos demais componentes, funcionar com probabilidade p,, i = 
1, ..., n, qual é a probabilidade do sistema funcionar? 

Solução Seja Ai o evento em que o componente i funciona. Então 
P{sistema funciona} = 1 - P{sistema não funciona) 

= 1 - P{nenhum componente funciona} 

n 
= 1 - n ( l  - pi) por independência 

i=l 

Exemplo 4h 
Realizam-se tentativas independentes que consistem no lançamento de um par 
de dados honestos. Qual é a probabilidade de que um resultado igual a 5 apa- 
reça antes de um resultado igual a 7 quando o resultado de uma jogada é igual 
à soma dos dados? 

Figura 3.2 Sistema paralelo: funciona se a corrente fluir de A para B. 
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i-ésimo subexperimento. 

Se cada subexperimento tem o mesmo conjunto de resultados possíveis, 
então os subexperimentos são frequentemente chamados de tentativas. 

Exemplo 4f 
Deve-se realizar uma sequência infinita de tentativas independentes. Cada ten- 
tativa tem probabilidade de sucessop e probabilidade de fracasso 1 -p. Qual é 
a probabilidade de que 

(a) pelo menos 1 sucesso ocorra nas primeiras n tentativas; 
(b) exatamente k sucessos ocorram nas primeiras n tentativas; 
(c) todas as tentativas resultem em sucessos? 

Solufão Para determinar a probabilidade de pelo menos 1 sucesso nas pri- 
meiras n tentativas, é mais fácil calcular primeiro a probabilidade do evento 
complementar de que nenhum sucesso ocorra nas primeiras n tentativas. Se E, 
representar o evento fracasso na i-ésima tentativa, então a probabilidade de 
não haver eventos bem-sucedidos é, por independência, 

Portanto, a resposta da letra (a) é 1 - (1 -p)". 
Para computar a resposta da letra (b), considere qualquer sequência parti- 

cular em que os primeiros n resultados contenham k sucessos e n - k fracassos. 
Cada uma dessas sequências, pela hipótese de independência das tentativas, irá 
ocorrer com probabilidade J I * ( ~  - p)n-k .  Como existem (E )  sequências como 

\ r 

essa [há n!lk!(n - k)! permutações de k sucessos e n - k fracassos], a probabili- 
dade desejada na letra (b) é 

P{exatamente k sucessos] = pk(l  - p)n-k ( i  
Para responder à letra (c), notamos, pela letra (a), que a probabilidade de 

que as primeiras n tentativas resultem em sucesso é dada por 
P(ET E; . . . E:) = pn 

11 0 Probabilidade: Um Curso Moderno com Aplicações 

Assim, usando a propriedade da continuidade das probabilidades (Seção 2.6), 
vemos que a probabilidade desejada é dada por 

P (1 ) = P  (n+mi:i iim ) 
= lim P n E: 

n+m (i:l ) 
= limpn = 

n 
Osep < 1 
l s e p = l  

Exemplo 4g 
Um sistema formado por n diferentes componentes é chamado de sistema pa- 
ralelo se ele funcionar quando pelo menos um dos componentes estiver fun- 
cionando (veja Figura 3.2). Em um sistema como esse, se o componente i, que 
é independente dos demais componentes, funcionar com probabilidade p,, i = 
1, ..., n, qual é a probabilidade do sistema funcionar? 

Solução Seja Ai o evento em que o componente i funciona. Então 
P{sistema funciona} = 1 - P{sistema não funciona) 

= 1 - P{nenhum componente funciona} 

n 
= 1 - n ( l  - pi) por independência 

i=l 

Exemplo 4h 
Realizam-se tentativas independentes que consistem no lançamento de um par 
de dados honestos. Qual é a probabilidade de que um resultado igual a 5 apa- 
reça antes de um resultado igual a 7 quando o resultado de uma jogada é igual 
à soma dos dados? 

Figura 3.2 Sistema paralelo: funciona se a corrente fluir de A para B. 
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3.5 Q = P( . | A1)  é uma probabilidade (p.121)
Seja A1 um evento. A função Q que, a cada evento A2, atribui a 
probabilidade condicional Q(A2) = P(A2|A1) é uma função de probabilidade. 
Isto é,  Q satisfaz todos axiomas da probabilidade e, desta forma, todas as 
propriedades que deles decorrem.



Ca~í tu lo  3 Probabilidade Condicional e Inde~endência 123 

Exemplo 5a 
Considere o Exemplo 3a, que trata de uma companhia de seguros que acredita 
que as pessoas podem ser divididas em duas classes distintas: aquelas que são 
propensas a sofrer acidentes e aquelas que não o são. Durante um ano, uma 
pessoa propensa a acidentes terá uma probabilidade de 0,4 de sofrer um aci- 
dente, enquanto o valor correspondente a uma pessoa não propensa a aciden- 
tes é de 0,2. Qual é a probabilidade condicional de que um novo segurado sofra 
um acidente em seu segundo ano de contrato, dado que ele ou ela tenha sofrido 
um acidente no primeiro ano? 

Solução Seja A o evento em que o segurado é propenso a sofrer acidentes, e 
A,, i = 1,2,  o evento em que ele ou ela tenha sofrido um acidente no i-ésimo 
ano. Então, a probabilidade desejada, P(A,IA,), pode ser obtida colocando-se 
uma condição na propensão ou não de o segurado sofrer acidentes, da forma a 
seguir 

P(A21A1) = P(A21AA1)P(A IAi) + P(A21ACA1)P(ACIA1) 

Agora, 

Entretanto, assume-se que P(A) seja igual a 3/10, e foi mostrado no Exemplo 
3a que P(Al) = 0,26. Com isso, 

Assim, 

Como P(A2JAAl) = 0,4 e P(A,IAcA,) = 0,2, tem-se que 

Exemplo 5b 
Um chimpanzé fêmea deu a luz. Não se tem certeza, contudo, de qual dos dois 
chimpanzés machos é o pai. Antes da realização de qualquer análise genética, 
tinha-se a impressão de que a probabilidade de o macho número 1 ser o pai era 
p; da mesma forma, imaginava-se que a probabilidade de o macho número 2 
ser o pai era 1 - p .  O DNA recolhido da mãe, do macho número 1 e do macho 
número 2 indicou que, em uma localização específica do genoma, a mãe tem o 
par de genes (A, A), o macho número 1 tem o par de genes (a, a), e o macho 
número 2 tem o par de genes (A, a). Se o teste de DNA mostra que o chim- 
panzé filhote tem o par de genes (A, a), qual é a probabilidade de que o macho 
número 1 seja o pai? 

0,4 0,2

0,4 0,20,3 0,7

0,4 0,3

=  6/13

 6/13  (1 - 6/13)

=   0,29…



Independência condicional

Considere o exemplo 5a, p. 123. Note que A2 é independente de A1 dado A
Contudo, A2 não é independente de A1, pois

mas,



Exemplo 5f   Atualizando informações sequencialmente

Suponha que H1, H2,… HN sejam N eventos (hipóteses) mutuamente e 
exaustivamente possíveis. Por exemplo, N = 2, H1 =  (propenso a 
acidentes)  e  H2 =       (não=propenso a acidentes).

Suponha que a cada tempo t, recebamos a informação de que um novo 
evento At ocorreu, t =1, 2… Então no tempo t =1 (dada a informação de 
que A1 ocorreu) a probabilidade de Hi é dada por

Consequentemente,  no tempo t = 2 (dada a informação de que A1 e A2 
ocorreram) a probabilidade de Hi é dada por

?



Exemplo 5f   Atualizando informações sequencialmente
A resposta à questão

é positiva desde que, para cada k = 1, 2,…,N, os eventos A1 e A2 sejam 
independentes dado Hk.

Por exemplo. Dado que o segurado do exemplo 3a tenha cometido um 
acidente pela segunda vez, qual é probabilidade de ele ser propenso a 
acidentes? Solução. Neste caso, N = 2,  Hi = H1 = A = “segurado é 
propenso a acidentes”, sendo H2 o evento complementar de H1. Assim: 

?

PROVA. Basta notar que, para qualquer k = 1, 2,…,n (incluso k = i), vale:

 6/13  (1 - 6/13) 4/10  2/10

 4/10  6/13

 = 0,63… >   0,46… =   6/13



Exemplo 5f   Atualizando informações sequencialmente
Supondo A1, A2, … An+1, independentes dado Hi (i =1,2,…N), temos

e em geral, 

 Finalmente, se P(At | Hi) = P(A1| Hi) para todo t = 2, 3,…,n+ 1, temos 

Reaplicando a formula sucessivamente, concluímos 



Exemplo 5f   Atualizando informações sequencialmente

Considere o exemplo 3a. Calcule a probabilidade de que o segurado seja 
propenso a acidentes dado que ele cometeu um acidente nos anos 1, 2,…, n.  

Assim, 

Calcule a probabilidade                                         . Qual é o seu limite?



Exemplo 5f   Atualizando informações sequencialmente

Mostre que em geral, quando existem N hipóteses H1, H2,…HN, então 

converge para P(A1| Hi) onde i maximiza P(Hi| A1). 
Assuma para tanto que, para cada k = 1, 2,…N, os eventos A1, A2, … An+1 
são independentes dado Hk. Além disso, suponha que  P(At | Hk) = P(A1 | Hk) 
para quaisquer t = 1, 2,… n, e k = 1, 2,…,N.



Fim


