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Equacoes basicas do interior estelar

dP M, e L

—=-G £ Equilibrio hidrostatico (10.6)
dr r?

dM, — 47”,2,0 Conservacao de massa (10.7)
dr

dL, _ 47”,2'0‘E Gradiente de luminosidade (10.36)
dr € = €nuclear OU € = €pyclear T €gravity
aT 3 kp L, Gradiente radiativo (10.68)
dr =~ 4ac T3 47,2 detemperatura '

dT (10.89)

P ??? Gradiente convectivo de temperatura



Transporte de energia: conveccao

A conveccado é 3D: hidrodinamica. Devido a limitacoes, os
modelos estelares sao 1D (dependem s6 de raior) e o
tratamento da conveccao é simplificado.
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Escala de altura da variagao da pressao Hp
Definicao: : = LdP
Hp P dr

Resolve’ndo considerando p—Pp e_r/HP
que H, € uma constante: 0

Parar = H, > P=P, 1
Lembrando que dP/dr = -pg
2> H,=P/pg




Exemplo 10.4.1. Estimar o valor da altura da
variagao da pressao (). Usar uma pressao media
= P~/2 e usar a densidade média do Sol.

Hp, = P/pg

— G(MG/Z) . -2
g = Ro2E 550 m s

Hp >~ 1.8 x 108 m ~~ R@/4

Célculos mais detalhados mostram: Hp ~ R /10



Primeira lei da termodinamica
dU = dQ - dW

1

Energia cedida
pelo elemento ao
entorno na forma

Mudanga da energia Energia térmica

interna de um | | recebida (calor
elemento de massa acrescentado)

de trabalho

No texto, as mudancas da energia acima sao por
unidade de massa



Primeira lei da termodindmica: dU = dQ - dW

As mudancas da energia acima sao por unidade de massa

Forcapelogds: FF =P A
Trabalho pelogads = F dr

Trabalho por dW = F dr/m
unidade de massa: Jiw= P4 dr/m= PdV

V: volume especifico

2 dU = dQ - PdV (volume/massa)

ouV=1/p




Energia interna para um gas ideal
monoatdmico neutro (sem ionizacao)

Energia total interna por unidade de massa é:

U = (energia média/particula) x (nimero de particulas/massa)

— K x — onde m = umy € amassa média de
m uma particula no gas
Para um gas ideal: K = 3kT /2
ia] : 3 k 3
= Aenergiainterna:| ,, _ 2 ( ) T — 2 RT
k 2 mmgy 2
nR =

n: numero de moles por unidade de massa
R =8,314472 ) mole?! K (cte. univ. gases)

1 mole = N, particulas, N, = 6,02214199x10%3
(numero de Avogadro)

KMy



Calores especificos

A mudanca de calor é expressada em termos do calor

especifico C (quantidade de calor requerida para elevar a

temperatura de uma unidade de massa de material por intervalo de
unidade de temperatura):

Calor
Calor especifico d e
CV = aQ avolumz p = Q especifico a
aT V constante aT P pressao
constante
. 3
Para umAga§ ideal Cy =-nR Cp=Cy+nR
monoatdmico: 2
Defini¢do do Cp Gas neutro mono 2> y=5/3

R Y=
parametro y: Cv lonizagdo acontecendo 2 y ~ 1



Mudanca da energia interna dU em funcao
do calor especifico C),

Primeira lei da termodinamica: dU = dQ - PdV

- A volume constante: dU = dQ
dUly = dQly

9
iv = 29 dT = Cy dT
oT |,

[It is important to note that because dU is independent of any specific process, the second
equality of Eq. (10.74) is always valid, regardless of the type of thermodynamic process

involved.]
dU = C, dT




Lei do gas adiabatico
Processo adiabatico:  d(Q = ()
Primeira lei da termodindmica: dU = dQ - PdV

2 dU = -PdV

dU
LembrandodU = C,,dT > dT = —

Cv
PdV
Cy

dT =




PdV
Cy

Gas adiabatico: 4T =

Lei do gasideal: PV = nRT
Diferenciando: PdV + VdP = RT dn + nR dT

Para n = cte: PdV + VdP =nR dT

R
PdV +VdP = —("—) P4V
Cv

C,PdV+ C,VdP=-nR PdV

Fator comumdvP > dV P (C,+nR)=-C,VdP
dVPC,=-C,VdP

Lembrando que -
para um gas ideal: Cp=Cy+nR



Lei do gas adiabatico

Gasideal: dVP Cp=-C,VdP

Lembrando a Cp
definiciodo Y = Cv
parametro y:

Resolvendo, temos a
lei do gas adiabatico:

2> dVPy=-VdP

vy dV/V = - dP/P

PVr=K

K: constante



Lei do gas adiabatico

PVr=K

Lei do gas ideal: PV = nRT

K: constante

> P=K'T"r-1

K’: constante

O y e chamado de “y adiabatico” e define
as simples equacdes de estado acima



Velocidade do som adiabatica: vy = \/y P/p

Exemplo 10.4.2. Estimar a velocidade adiabatica

no interior do Sol.
Usar uma pressao média = P-/2, densidade média do
Sol, e considerar gas monoatémico neutro (y = 5/3)

sP\
tyx|=—] ~4x10°ms™!
3 06

— Tempo para onda de _ .
PO P t ~ Ry /vs =~ 29 minutes
som atravessar o Sol:



Gradiente de temperatura adiabatico

Para estudar a conveccao,
consideremos uma bolha
gue sobe e se expande
adiabaticamente (dQ = ()

Qual o gradiente de
temperatura dT/dr?



Gradiente de temperatura adiabatico

PVr=K

V: volume especifico (volume/massa), V= 1/p

- P = pr
Diferenciando: dP/dr = K)/py_ldp/dr

Como P = Kp? =2 -(-If- = yf_d_p
dr o dr




Gradiente de temperatura adiabatico

Gas ideal: P, = pkT
Hm gy
Diferenciando: dp _fi’f Pdp 56_11
dr wdr p dr ' T dr
Considerando w constante: dp — Pdp +££
Ip P dp dr pdr T dr
Como: — =y —
dr " pdr dT (1 1) T dP
Gradiente de| = — -
temperatura adiabatico: dr | y) P dr




Gradiente de qT I\ T dp
temperatura S — —_—
adiabatico dr | y) P dr
Usando a eq. de equilibrio hidrostatico: d__ - -G M, p = —pg
e a lei do gas ideal: dr r?
Pg= ka dT 1 1 my GM,-
Hmpy — = — — —

It is sometimes helpful to express Eq. (10.89) in another, equivalent form. Recalling that
g =GM,/r* k/umy =nR,y =Cp/Cy,and Cp — Cy = nR, and that n, Cp, and Cy
are per unit mass, we have

dT g

dr ad Cp




Critério para conveccao estelar
s: entorno b: bolha

56 o(® Se a densidade final da

f / bolha b for maior que
T} AT fifinal 6 entorno s > estavel
p;f» o® > p®
I Se a densidade final da

bolha b for menor que no
entorno s = convecgao

P P (b) (s)

p” P,-(b) C .

Surrounding Bubble iz inicial

gas



Critério para conveccao estelar
(b) (s)
P < Pf
Usando uma expansao de Taylor para determinar a
densidade final da bolha b e do entorno s:

b py . dp ® (s) (5) |
b ~ & P e ~ p.” + —| dr
Supondo densidade inicial similar na bolha e no entorno:

d,O (b) d,O (s)
ar| " ar




Critério para conveccao estelar
(s)

(b)

dp dp act: actual
dr < E :> 1 1\ L aP > 51_7; Quer dizer o
y ) P dr dr act gradiente

E possivel demonstrar:

real de
O Termodaesquerdaé dT7T dT temperatura
o gradiente de — >
temperatura adiabatico: dr ad dr act
Como T diminui com o dT dT
aumento do raio (dT/dr<0), |—— > |—

dr dr |,

no valor absoluto a act a

desigualdade é revertida: Se o gradiente de temperatura for
super-adiabatico = conveccao



Critério para conveccao estelar

Outras formas de escrever o critério de conveccao:

T dP % dln P %
< <
PdT vy —1 dinT y—1

Considerando um gas monoatomico (y = 5/3)
2 v/(y-1)=5/3/(5/3-3/3)=5/3/(2/3) =5/2=2,5.

Gas monoatomico
- conveccao: d [nP/d I[nT< 2,5



dT 3 %p L, | dT _( 1)po
ad

g | — —
dr dac T3 4mrr?| dr y/) P dr

Gradiente radiativode T Gradiente adiabaticode T
dT dT
dr dr

>

act ad

Convec¢ao:

1) Opacidade alta.

2) Regidoes onde esta acontecendo ionizacao
(Y pequeno ~ 1).

3) Dependéncia muito forte da geracao de
energia com T.



Conveccao: a aproximacao do
comprimento de mistura ¢

{ — (XHP Hp: escala

de pressao
bpeILcurso da Parametro livre a:
olha
l convectiva a = E/Hp
até ficar

Comparacao entre modelos

termalizada
e observacdes, 0,5<a <3




Fluxo convectivo

k 2 T 3/2 - AT ~3/2
oo C) ]
HMH 8 - \dr ]|

1/2 1/2
ve=pn (D)7 (2 )[5(."_7)]/a prentrana
8 JAm gy dr velOocCl a e medid

Diferenca no dT dT AT convectiva; 0<f<1
gradientede § (—) = (— _— )

temperatura: dr dr |,q  dr | L,
Se todo o fluxo for carregado pela convecgao: F. =

4 r?

nd (dT) [471;;2 pciaz (WZH)z (é)mﬂ‘”z]

2/3




Exemplo 10.4.3. Estimar o gradiente de
temperatura adiabatico e a velocidade convectiva

na base da zona convectiva. Usara =1, =%

Assume that M, =0.976 My, L, =1Ly, r =0.714 Ry, g = GM, /r* =525 m s ™2,
Cp=5nR/2, P=559%x 102 Nm™2, p=187 kgm™, u = 0.606, and T = 2.18 106 K

dT T
Usando: —| = _5 - d—— ~ 0.015K m™!
dr ad CP dr ad
Usando:
r a2 g\ dT ) .
5(50) = [ e (A2 (£)"577] 5(dr)~6.7x 10~ K m™!
NAT/Ar) 4 4 % 1077
IdT/drlad

1/2 1/2 —_— _
vczﬁvz(Z) ( ‘ )[a(ﬂ)] « > V.~50ms”
g umpy dr s
~ 1077 vy



10.5 Modelos estelares

apP M, p

- = -G > Equilibrio hidrostatico (10.6)
r r
d;/lf — 47”,2’0 Conservacao de massa (10.7)
r
dL, _ 2 Gradiente de luminosidade (10.36)
= 4dnrpe
dr € = €nuclear OU € = €pyclear T €gravity
dr 3 kp L, Gradiente radiativo (10.68)
dr =~ 4ac T3 47,2 detemperatura '
AT 1\ umy GM, Gradiente (10.89)
—d— =—|1- 2 convectivo de '
r 4 temperatura 4°f _ ¥

<
dinT vy —1



Relacoes constitutivas

P = P(p, T, composition)

p pkT | 1 4 T4 Aproximadamente gas ideal
t — ' — ~ ] ~
umpy 3 + pressao de radiacao

. . L Interpolado em

K = K (p . T, COITIpOSlthIl) tabelas. Formulas
aproximadas para
opacidade do continuo

€ = €(p, T, composition)
— _ -1/3 _
Por exemplo:  €pp = 0.241pX% £y ppC T 2/3 ,=33.8075" yy kg~
écno = 8.67 x 1020 X XcnoCono T, e 922875 W kg™

Calculo mais sofisticado: usando cadeias de reacao para cada isétopo



Condicoes de contorno

M, = Ol asr — 0
L, — 0

7 — 0

P — 0 asr — R,
o — 0



Teorema de Vogt-Russell

The mass and the composition structure throughout a star uniquely determine
its radius, luminosity, and internal structure, as well as its subsequent evolution.

A massa e composicao da estrela determinam
seu raio, luminosidade e estrutura interna,
assim como a sua evolucao.

Gémeas solares sao estrelas da sequéncia principal com
massa e composicao quimica similares ao Sol. Como as
gémeas solares devem seguir o mesmo caminho
evolutivo que o Sol, podemos usar gémeas solares de
varias idades para estudar o passado e futuro do Sol ©



Modelagem numeérica

P P; + — )
i+1 = P + —or
+1 A
Codigo StatStar:
oy modelo estelar
7 A simples baseado

no material do
livro (apéndice L)

Link:

http://wps.aw.com/aw_carroll_ostlie_astro _2e/
48/12319/3153834.cw/index.html



Codigo livre mais completo para estudo da
estrutura e evolucao das estrelas: MESA

http://mesa.sourceforge.net

MESA

e Openness: anyone can download sources from the website.

e Modularity: independent modules for physics and for numerical algorithms; the
parts can be used stand-alone.

e Wide Applicability: capable of calculating the evolution of stars in a wide range
of environments.

e Modern Techniques: advanced AMR, fully coupled solution for composition and
abundances, mass loss and gain, etc.

e Comprehensive Microphysics: up-to-date, wide-ranging, flexible, and
independently useable microphysics modules.

e Performance: runs well on a personal computer and makes effective use of
parallelism with multi-core architectures.



A sequéncia principal

70% massa de H (X~ 0.7), metais < 3% (Z=0—
0,03); oresto € He (Y ~ 0,3)

Supor composicao inicial homogénea

Quais as reacoes nucleares inicialmente
favorecidas? p-p: baixa massa, CNO: alta massa

Limite aproximado para uma estrela:
0,08 M <M <90M,



Limite de luminosidade de Eddington

Em alguns casos a pressao d P kKp L
de radiacao pode dominar i

: o 2
sobre a pressao do gas dr c 4mr

Qual a maxima luminosidade para manter a estrela em
equilibrio?

A Gce
dr r2 K

Importante em estrelas @. ~ 3 8 x 104
massivas L@

S|



I

Log;o (L/L;)

-

A sequéncia principal

120 M,

| ! I 1 | ! | 1 | ! |

4.6 4.4 4.2 4.0 3.8 3.6

Logy 7T, (K)



