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9 LUGAR DAS RAIZES
9.1 Introducéo

O projeto de um controlador consiste, em esséncia, na definicdo dos polos da
funcdo de transferéncia em malha fechada, que depende, por sua vez, das funcdes de
transferéncia do sistema a ser controlado, do sensor e do controlador. Em geral, ndo ha
liberdade para alterar as duas primeiras funcOes de transferéncia. Sendo assim, resta
somente a opcdo de ajustar os parametros da funcdo de transferéncia do controlador
para se obter os polos desejados do sistema em malha fechada. Para selecionar,
adequadamente, estes parametros, muitas vezes, € interessante conhecer o impacto das
alteracOes dos parametros do controlador nos polos do sistema. O objetivo do método
do lugar das raizes é verificar graficamente a localizacdo dos pélos do sistema em malha
fechada quando se varia um dos parametros do controlador que é, em geral, 0 ganho.
Aqui vale ressaltar que o procedimento do lugar das raizes permite obter a localizacao
dos pdlos da fungdo de transferéncia de malha fechada a partir dos zeros e pélos da
funcdo de transferéncia de malha aberta.

9.2 Método do Lugar das Raizes
Seja G(S)G,,,(s) a funcdo de transferéncia de malha aberta. A funcéo de

transferéncia de malha fechada sera dada por:
T(s)=—20)

_ 9.1
1+G(5)Gen (S)

Os polos deste sistema sdo as raizes da equacao caracteristica, isto é:
1+G(S)G,,(s)=0

ou

G(s)G,,,(s)=-1 9.2

Como G(s)G
como:

(s) € um namero complexo a equacdo 9.2 pode ser expressa

sen



£G(s)G,,(s) =+180°(2k +1), k=012...
G(5)Ggn ()| =1

O grafico dos pontos do plano complexo que satisfazem simultaneamente as
condicGes de angulo e de modulo sdo as raizes da equagdo caracteristica. O gréafico dos
pontos do plano complexo que satisfazem apenas a condi¢do angular € o lugar das
raizes. As raizes da equacdo caracteristica correspondentes a um dado valor do ganho
podem ser determinadas a partir de condi¢do de modulo.

A seguir é mostrado um procedimento para esbocar o lugar das raizes. Para isto
admita que a funcéo de transferéncia em malha aberta seja dada por:

K(s+z)(s+2,)...(s+2,)
(s+ p)(s+ py)-.(s+ py)

G(S)Gg,, (s) = com m<n 9.3

A equacado caracteristica € dada, portanto, por:

K(s+2)(5+7,)..(s+2,) _
(s+p)(S+P,)-(s+ py)

O objetivo é obter o lugar das raizes da equacdo caracteristica ao variar o ganho K,
onde K>0. Convém observar que a ordem da equacdo caracteristica (9.3) é n e, portanto,
deve haver n segmentos no plano s correspondentes a cada uma raizes. Cada um destes
segmentos é denominado de ramo. Os principais passos para eshocar o lugar das raizes
sdo:

1. Obter e localizar os polos e zeros da Funcdo de Transferéncia de Malha Aberta
(FTMA) no plano s.
a) Os ramos dos lugares das raizes comecam nos pélos da FTMA.
b) Os ramos dos lugares das raizes terminam nos zeros da FTMA. (zeros
finitos ou infinitos)

2. Determinar os lugares das raizes sobre o eixo real.
Um segmento do eixo real é pertence ao lugar das raizes se a soma dos nimeros
dos polos e zeros no lado direito do ponto sob teste for impar

3. Determinar as assintotas dos lugares das raizes.
a) 0 numero de assintotas € igual a n-m
b) os angulos das assintotas &, sdo dadas por:

180°(2k +1)
n—m
c) O ponto de partida das assintotas do eixo real corresponde ao centroide
dos polos e zeros da FTMA que possuem, respectivamente, as massas 1 e
-1

(k=012,,.n—m-1)
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Onde p; e z; sdo, respectivamente os polos e zeros da fungdo de
transferéncia de malha aberta.

4. Determinar os pontos de ruptura ou de chegada que s&o dados por:
dK
-0
ds



