PME 2556 — Dinamica dos
Fluidos Computacional

Aula 9 - Modelo k-¢
Standard



Decomposicao de Reynolds

¢§A

A decomposicao de Reynolds aplicada a um escoamento nio-
permanente. segundo Wilcox (1993).
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Decomposicao de Reynolds

Setemos 3 << 1 << 1
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Equacoes de Reynolds (1)

Equacdo de Navier-Stokes na forma conservativa para
um fluido incompressivel:

3(pu.) B(pu,uj) _ap 0 {/{au auﬂ

ot d X; dX; JdX; dX, 0X

Onde:

u, =U, +u, ; p=P+p’



Equacoes de Reynolds (2)

RANS (Reynolds Averaged Navier-Stokes)
Uiuj) _aJp N J

alou;) , dlpu;)_ /{auiﬁujﬂ
dX; dX

Resulta:

ot d X; dX; dX;
a(pui)+a(pu,.u,)_ IP 3 { (au,. BU,)

=— + + —pu U
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Continuidade

Resulta, para fluido incompressivel:
d Uj _

ax]. R
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Hipotese de Boussinesq para as tensoes de Reynolds (1)

+6. 29U

Y dx,

U, BU,}

Tensdes Laminares: 0,=— 0, p+/ +
dx, dx,

onde A =—§ U1 —(hipotese de Stokes)

Tensdes turbulentas ou Tensdes de Reynolds:

2 oU, dU, _g@_ﬂtaUk
3 Y7 dx,

Nesta expressao k € a energia cinética da turbuléncia:
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Hipotese de Boussinesq para as tensoes de Reynolds (2)

Para fluido incompressivel:

Substituindo na Equagao Média de Reynolds:

Apu,) , ApUU;) 3P, . 2 { ﬁ(au, aU,”

ot d X; dX; dX; dX; dX,

Onde:

2
Peff:P+p§k , Mer =+ U



Equacao de k

Multiplicando a equagdo de Navier — Stokes

pela flutuagdo u; e fazendo a média resulta -

Jk a(U k) a( ok uuu u;p'j U, o ou

at dx, Ox dx; 2 0 S 'dx;  dx; dx,
onde P, = —u;u gU > (produgdo de k)
x
E=V ou; du, > dissipacdo de k

ax ax



Equacao modelada para k

Dk

Y Difusao de k + Producao de k —Dissipacao de k

dloU .k
o(pk) , U k)_ P LS S
ot ij ij ij

Onde o, € uma constante.



Equacdo de €

Derivando a equagdo de Navier — Stokes com respeito a x,,

multiplicando por 2v ou e fazendo a média :
Xk
ou’ ‘U,
De oy du; auk du, |0U. oy ,ou, 9°U,
Dt ox, axk ax ox; | ox, “ Ox ; 0x,0x,

du;, du;, du, oy ’u, d’u
dx, dx_ox dx,dx, dx,0x,

Jd [ de , Ou, ou, v op’ ou
+ | v——vu -2
ox "ox dx ~ pox, ox,
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Equacao modelada de £(1)

Obviamente, mera inspec¢do visual permite
concluir que a equacao do slide anterior
nao serve para nada. Assim:

De
D Difusao de €+ Producado de £—Dissipacao de €
Supomos que a producido de &€ proporcional a produgao
de k multiplicada por &k. O mesmo raciocinio € feito para
a dissipacdo de &



Equacao modelada de € (2)

Resulta:

k k

8(p€)+8(pUj€): d K“Mj e

£ £
+pC,—P,—pC,—
o | ax,  ox, }pl TP

Onde o, C, e C, sao constantes.



Viscosidade Turbulenta (Eddy Viscosity)

U, € determinado por analise
dimensional a partir das grandezas
usadas para caracterizar a
turbuléncia . Logo:

k 2
U =pC u_ Onde C,¢éuma constante.
E



Modelo k-¢ standard

(oK) dpU k) 3 [(Mﬂtjak

+pP —pe&
axj}/)kp

Temos portanto cinco constantes: Cu, o, o,, C,, C,.



Determinacao das Constantes do Modelo k-€ (1)

Na camada logaritmica, para 30<y*<400, medidas de k
permitem inferir que os efeitos de conveccgao e difusdao sao
despreziveis. A equagao de k se reduz a igualdade entre
producdo e dissipa¢do. Considerando que nessa regido a unica
tensdo turbulenta importante € 1y :

’ /aU
P=-uv—=¢
dy
oU uV u'e
mas, como = = —, resulta:
dy v, C,k

4 2
(%j =C, ; de medicdes C,=0.09




Determinacao das Constantes do Modelo k-€ (2)

No escoamento 4 jusante de uma grade que provoque uniformidade
do mesmo, a producao de turbuléncia se torna desprezivel.
Desprezando efeitos difusivos, as equacoes de k e £ficam:

2
v X . u%o_c &
0x k

Medidas de k nesse caso sugerem que k=//x, onde £ é uma
constante. Substituindo esse resultado nas equagdes acima,
resulta:

C, =2




Determinacao das Constantes do Modelo k-€ (3)

Na camada logaritmica, temos:

1 ES
U+=—ln(Ey+)0nde U' = U* ey+='0U Y
K U U
» - A
U é a chamada velocidade de atrito: U =_|—
0

k' é a chamada constante de Von Karman, x=0.41, e E
depende da rugosidade, E=9.0 para parede lisa. Com a lei
logaritmica obtemos:

oU U
dy Ky




Determinacao das Constantes do Modelo k-€ (4)

Percebe-se também que, para 30 < y* < 400, a tensao de
Reynolds € constante ¢ aproximadamente 1gual a tensao
viscosa na parede. Da relacdo entre a tensdo de Reynolds e
k, derivada anteriormente da condi¢ao de equilibrio local
(producdo de turbuléncia igual a dissipacao):




Determinacao das Constantes do Modelo k-€ (5)

Voltando a condi¢do de equilibrio local na camada logaritmica:

k* 0 '
mas, lembrando que v,=C  — e que v_U ,
£ dy Ky

com o resultado obtido para k :




Determinacao das Constantes do Modelo k-€ (6)

Voltando a camada logaritmica, considerando que o
transporte convectivo e a difusao longitudinal sdo
despreziveis, e aplicando a condi¢do de equilibrio local
entre producao e dissipacao de turbuléncia, a equacao de £
fica:

2

0 e ad +(C1 _Cz)g_:()

dy\ o, dy k

Substituindo as expressodes obtidas nos
dois ultimos slides para k e & obtemos
finalmente:




Determinacao das Constantes do Modelo k-€ (7)

Alguns experimentos computacionais permitiram uma
otimizac¢do do valor das constantes segundo a tabela:

C O;, O, C, C,

009 | 1.0 | 1.3 | 1.44 | 1.92




Condicoes de Contorno

Finalmente, € preciso lembrar que o modelo k - € standard
ndo vale na sub-camada viscosa. E um modelo valido apenas
para altos Re, onde Re = v,/ v. Assim, 0 n0 mais proximo da
parede deve ficar dentro da camada logaritmica, para 30 < y*
< 400 (1dealmente, 30 < y+ < 100 a 200).




Condicoes de Contorno

Para a primeira c€lula nas imedia¢des de uma parede, temos:

3
U * -An ok U
Vwall ~— = — — :O 8]) —
(UP o Uwall ) € an KAn

Ou seja, calcula-se uma viscosidade efetiva na parede para que a
tensao calculada pela diferenca de velocidade seja 1gual a tensao
resultante do perfil logaritmico. Usa-se uma condi¢ao de Neumann
para a energia cinética devido ao efeito da subcamada viscosa.

wall

€n

€g
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