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Hipoteses de De Broglie

A hipoétese de de Broglie em sua tese de doutorado de 1924, era que
0 comportamento dual (onda-particula) da radiacdo
eletromagnetica poderia ser aplicado a materia

Vimos que podemos associar a um foton uma frequéncia de uma
onda luminosa que governa seu movimento E=hv

E um momento do foton é relacionado ao comprimento de onda

,_h
A

Entdo segundo de Broglie se ondas de luz tem propriedades de
particulas, particulas devem ter propriedades de onda. E prop0s que
ambas as relacdes cima sédo validas também para particulas.
Deste modo, o comprimento de onda (nao relativistico) associado a
particula de massa m e velocidade v é: h h
2{ —_—— = —
P mv



Exercicio:

Determine o comprimento de onda de de Broglie para elétrons de

54eV? 2

E =P h  hc 1240eV.nm
2me ﬂ/ — — — -
P PC \/2mc E

p° =2m_E

1240eV.nm

1 =
\/2x0,511x10° x54

=0,167/nm

Bola de golfe de massa 0,05kg = 50g e velocidade de
250km/h=~70m/s

= A =h/mv =6,6 x 1034 J.s/ 0,05 * 70 kg.m/s
=>A=19x103%m=26,6 x 10-1° fm.
Corpos macroscopicos = massa = momento = A pequeno



Exercicio:

Aprendemos inicialmente que a particula (gas ideal) em equilibrio
térmico com o ar ao redor tem energia cinética de 3/2kT. Calcule o
comprimento de De Broglie para: h

a) Neutron a temperatura ambiente (300K) A= E p° =2mE

b) Néutron frio a 77K (nitrogénio liquido) 3
p° =2mE =2m—=KkT
h  hc 1240eV.nm 2

A= — —
P pPC  /3mc2kT p= J3mkT
m.c? =939,6MeV
1240eV.nm a) T=300K
A = - ]
/3x939,6x10° x8,62x10°°T A =0,145nm
,_ 252

g ) T=77K A =0,287nm



‘Bragg em 1912 estudou a difracédo de raios X em varias
familias de planos paralelos de atomos

*As ondas difratadas com o0 mesmo angulo por atomos
situados em planos diferentes estardo em fase
(interferéncia construtiva) se a diferenca entre os dois
percursos fol igual ao um numero Inteiro de

comprimento de onda
P 2dsend =nA

Diffraction pattern of X-ray
beam passing through Al foil

10,000-
40,000 volts

Lnsad
Crystalline solid  screan

T——_ Spot from incident beam

~ Spots from diffracted X-rays
N
> Photographic plate




Difracdo de elétrons

A existéncia deste pico em
50° mostra qualitativamente 0O
postulado de de Broglie pois
s6 pode ser explicado com
uma interferéncia construtiva
de ondas espalhadas

E a energia que
tem corrente
maxima no detect

Scattered intensity (arbitr

Diffraction pattern of X-ray LDdfraction patiern of electron

1927 DaV|SSO n e Germer (U SA) e G . beam passing through Al fod beam passing 'r':-.mh Al foil
Thomson (Escocia):

- Estudaram a quantidade de
elétrons que eram espalhados em
uma superficie de Ni em funcéo do
angulo de espalhamento

@®




Ei!r'agao !e eIe'rr'ons

Maximo =

oo Nl =2dsend=2dcosa ¥ -

&) 0 angulade.espalhamerto
d 6_Il_ ¢
o o
\ 2
d
e \ 4
PA

d e a distancia entre os planos de Bragg esta relacionada a distancia
Interatdmica D atraves da relacdo: d = Dsena
nA =2Dsena cosa

nA = Dsen2a = Dseng
Medidas de difracdo de RX revelaram que D=0,215nm para o Ni.
O comprimento de onda entdo calculado para n=1

A =0,2155en50=0,165nm



Caso relativistico

- Para se determinar uma expressao equivalente que se aplique

tanto as particulas relativisticas como nao-relativisticas: Energia de
2 E repouso da
2 2 2 \2 MC = .00 particulg
E2 = (pc) +(mc?) 0

\ (E, + E, f = (pcf + (E,

Energia total

/2
E = E, +Ey p:(ZEOEKJrEﬁ)l
C
ﬂ, — h — hC ° 0 O Aplicavel a qualquer

particula com qualque

P (2E,E, +E2 )" energi



Exercicio:
Qual a energia cinética gue 0s néutrons devem ter se
forem difratados por cristais?

As difracdes ocorrem se o comprimento de onda de De Broglie do néutron for da
mesma ordem de magnitude da distancia interatomica.

A ~1A~1019m
—34
P = h_ 6’63)(1(_)10 J.S _ 6,63x10**kgm/ s
A 1x107"m
= p>  (6,63x107%*)? kgzmz)

2m_~ 2x1,66x107%" * s2kg

A energia cinetica 20
E. =132x107"J =0,082%V

Note que sdo néutrons nao relativisticos, E. <<m.c? =9396MeV
Energia menor que a massa de repouso do

— néutron

Justifico o uso de E.=p4/2m



Associaremos uma funcao de onda v (probabilidade da
particula ser observada em uma certa posicdo em um certo
Instante de tempo)

Vea
velocidade
de fase

Funcédo de onda LP(X,J[) 62LP _ 1 82
x> V- ot?

¥(x,t)= Acosk(x —vt)

¥(x,t)= Asenk(x —vt)

gue é solucao da equacéo de onda

Uma solucéo simples é a chamada
onda harmonica

2z P(xt)= Acos(kx—wt)

Cujo n° de onda ﬂu

Curva que viaja na
direcdo de x positivg

Velocidade defase V = fA



Particula <» onda localizada
(pacote de onda).
Como produzir um pacote?

Superposicao de 2 ondas

Fora defase em fase

Para representar uma
particula, devemos
utilizar uma onda
“localizada™ no espaco,
ou seja, um “pacote de
ondas’’, cuja velocidade
de grupo coincide com a

" envelope
velocidade da particula '

1) pacote de onda € obtido a partir de uma combinacdo de varias ondas de
frequéncias diferentes
2) Neste caso, duas onda de frequéncias proximas se combinam resultado em
varios pacotes ou grupos de onda



Ak

B / offLthle A\ZACOS(—Q—?C) Podemos interpretar a onda
-~
\ '

p ﬂ\ soma como sendo um
p |
f\\ < [\ /‘\\\ envelope que modula
/
_ Wvﬂ ‘ f}.!o., > » lentamente uma onda com
U/’ | \U | \//, | k e w medios
< I \\\ -~ i :
J /U/ Y )~ | A velocidade de
sl . T J propagacdo das ondas
r A individuais

Y(x,t) =V, + ¥, = 2AcosS @M—Awt)cos(ﬁx ~at)
< C(wrw,) /2 W

V, = =
(k,+k,)/2 K

amplitude
(envelope)

1(Akx—Acot): LAk x—22 |- EAk(x—vgt)
2 2 AK 2 ° .
S © A velocidade de
velocidade propagacao do grupo
de_grupg
Em contraste com o pulso a combinacéo de v =W —w)/2 Aw _ do

ondas nao € localizada no espaco o (k,—k,) /2 - Ak dk



- Para o postulado de de Broglie %
E = hf =7 LU = =5
A
K — 2n
wo En_p° p v )
Vf

k hp 2mp “om 2

» A velocidade de fase nao corresponde a
velocidade da particula
' _do _d(he) dE _p _y
° dk  d(ik) dp m
O pacote de onda se propaga com
velocidade do eletron




L
Ondas harmonicas gue compoem um

pacote de ondas. A velocidade € dada por:

K

(27 @
Velocidade de fase """\« j(zfzj

(w
e
K

V. K=w

A velocidade de grupo esta relacionada a
velocidade de fase por: 4, 4

(kv )=v, 1k
—_— — _|_ -
9 dk dk- "7 " dk

» Avelocidade v, pode ser > ou < que Vg



Meios nao dispersivos

do d dv,
vV, = = kv.)=Vv, +k—
o = dk gk Y=V TR g
Se a velocidade de fase € a mesma para todas as frequéncias

e para todas os comprimentos de onda  dv,
dk

O meio pelo qual a v; € a mesma para todas as frequéncias &
dito o) NAO DISPERSIVO

Exemplos de meios nao dispersivos: o
+ Corda perfeitamente flexivel pargaractéristicaimportante:

o . como todas as ondas harmonicas que
ondas mecanicas formam um pacote de ondas que se

e Ar para as ondas SONOras movem com a mesma velocidade, o

pacote se propaga sem mudar de forma

 \Vacuo para ondas eletromagnéticas

SV =V




Meios dispersivos

do d dv,
vV, = = kv.)=Vv, +k—
o =k ok V=Y TR
Por outro lado quando a velocidade de fase e diferente para
as diferentes frequéncias, temos que ~ dv¢ L0 Ve VY

dk

Neste caso 0 meio € dit0o =) DISPERSIVO

Exemplos de meios dispersivos:
Agua para as ondas do mar
« Corda que néo é perfeitamente flexivel para ondas mecanicas
Meio transparente como o vidro (indice de refracdo varia com )
Ou agua para as ondas luminosas
Qualquer meio para as ondas da materia



Exercicio:
Certas ondas de oceano viajam com velocidade de fase

gl onde g e a aceleragao da gravidade. Determine
2. a velocidade do grupo do “pacote de onda”
destas ondas (expresse em termos da velocidade
de fase).

V. =

do
Lembrando que a velocidade de grupo: Vs = gk

27 27\ o 0,
Sabemos que: K :7 e w=2xH4 e Vi =Af = ( ” j(Zﬂj:(F]

entao: d o d

V:g_ﬂ:illzz_ﬂ'jllz Vg: _
f 27T 27 K

_1 (




e ﬁ“‘ A incerteza Ax
o,

(\\\ /7\ o nesta localizagéo
| N corresponde a
_ f\\ fhﬂ ‘ /\ AA » 1 p

_ [~ distancia entre
P dois nulos \
e
-~
‘M/'

Q consecutivos do
< envoltorio |

Para um dado instantea 1 1
distancia entre dois nulos E (AkX2 - Aa)'[)— E (AkX1 — Aa)t) =T

consecutivos sera;

Isto mostra que
guanto mais
tentamos localizar
a particula no
espaco Ax, maior
sera o numero de
ondas utilizado
¢ para a construgao

AK(X, — %, ) = AKAX = Z%QQ

e

AWAL =27




Werner Heisenberg, 1927:
Propde o principio de incerteza que diz que € impossivel determinar (fazer

medidas) simultaneamente da posi¢cdo e momento de uma particula) (X e p,,
por exemplo) apresentam uma relagao entre suas incertezas dada por

AKAX > 1 Quanto mais bem definida a posigdo
2 de uma particula (pacote de onda mais
h estreito), menos definido serd o
APAX > E P=— momento dessa particula (uma
2 A combinagdo maior de comprimentos
de onda, e portanto de momentos
=27 =1 serd necessario)

O principio de incerteza também pode ser enunciado em
termos da energia e do tempo:

Das propriedades do pacote de onda, tem-se que: A At >

1
a) 2
E=hf =h——=nao AE.AtZ%



Exercicio:

Um elétron se move na dire¢do x com velocidade de 3,6x10°m/s.
Podemos medir sua velocidade com precisdo de 1%

a) Com que precisdo podemos medir simultaneamente sua posic¢ao
b)o que podemos dizer sobre 0 movimento na direcao y

— —10
Py =MV, = 9,1)(10_31 X3,6X1O6 Apx o mAVX =1% Py

_ _26 m
px _ 3,3)(10_24 (kgm) Apx = 3,3X1O (kg S )
S A 1,05x107%*J.s

. _ AX = >
Do principio de incerteza 2Ap, 2x3,3x10°°°kg/ms

ADAX > % AX > 0,16x10°m =1,6nm = 16x10°m

sobre 0 movimento na direcao y: Ap =0 l
Se 0 elétron se move na dire¢édo x Y O que é aproximadamente 16
temos que AyApy >hl?2 distancias atomicas (distancia
atbmica A ~1A ~10-1°m)
Nao sabemos nada sobre y Ay = 0O



Feixe de luz incidindo sobre fendas

Um feixe de luz incide sobre
um anteparo com duas fendas E e D

E
D

@
N




Interferéencia

- A luz ao atravessar duas
fendas em um anteparo
apresenta um padrdo de
interferéncia como o das
ondas na superficie da dgua.

- A luz apresenta também
aquelas outras propriedades
(superposigdo, reflexao,
refracdo, ...) = fenomeno
ondulatério.

- Mas...

E e D
abertas

E - fechada
D oberto

E : aberta
D : fechada .

Detectores

de luz
I SN »
S o e FOTE &t
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Eletrons

Feixe de elétrons
incidindo sobre um
anteparo com duas

fendas:
Interferéencial

Mas nhdo deveria
haver um

comportamento como 4

o das esferas?

Elétrons: particulas
ou ondas?

25

120 s




S
Eletrons e ondas

Hipoteses:
- Os ele’rr'ons dividem-se em dous e essas me’rades

SepEinese esse aliron avilile

- Os ele‘rr'ons do felxe ao cn‘mgurem as fendas
mTer'agem e pr'oduzem esse padr'ao coletivo de

'BAISET Bilsta fazer passar s6 1 por vez

O que precisamos é saber por onde o
elétron passou.
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iluminando-o com 1 foton

Foton:— psend < p, < psend =

= Ap, =2psend = 2Thsenéf = Ap,

Microscopio: limite na definicdo da imagem
devido a difracdo = poder de resolucao (Ax)

A
M= send
Portanto: Sen
Scattered photon

p = h/A o 7 2h y) A
57/ Scattered e~ APXAX ~| —send | —— |=h>—
o N4 A 2send 2

e~ initially e o -

at rest e e —s] Se Ax diminui = Ap, aumenta. Por %(..O

A = Ax| = Ap g

Esta analise mostra que o
principio de incerteza é

uma imposicao da

natureza

Incident photon
po = h/Ag



Ear
i

Minimo— Dsenfd=A/2=senfd~0 = ——

EXPERIMENTO DA FENDA DUPLA ) ‘

Flectron —

detector

P

counts
min

Caracteristica fundamental: fase.
Ondas iguais, caminhos diferentes =
fases diferentes = interferéncia

-



¥y —

counts/min

Y=+,
W=+, =[]+, + 2w |, cosg

EAP




elétron

Caso Funcao de onda | Contagens/min.
na tela
Elétron é medido ¥, oup, W, 2+ |P,)2
passando pela
fenda 1 ou 2
Sem determinar a Y, + Y, W, |2+ [W,[% +
passagem do 2| ||'¥,|cos¢




Probabilidade
Em 1925-1926 Max Born prop0s como relacionar a ¥

(funcdo de onda) com o comportamento das particulas que
ela descreve:

A probabilidade que a particula seja encontrada no instante t
em uma coordenada entre X e X+dx é :

P(x)dx = ¥ (x, t)| dx
P(X)dx =¥ (X, t)P(X,t)dX

Y nao é uma quantidade mensuravel, mas o seu modulo ao
quadrado é mensuravel e e justamente a probabilidade por
unidade de comprimento ou densidade de probabilidade P(x)

para encontrar a particula no ponto x no tempo t.




Ja que a particula deve ser encontrada em algum lugar ao longo do eixo X, a soma
das probabilidade sobre todos os valores de x deve ser 1.

N A -
“\P(X, '[)‘2 dy =1  Qualquerfuncao que satisfaz

esta equacao é dita normalizada

A probabilidade de uma particula estar no intervalo
a=<x<=Db esta relacionado area embaixo da curva de a até b
de uma funcao densidade de probabilidade P (x t)‘z

[0 () |2

P = h‘l’(x,t)\zdx =

a

0 area embaixo da
X curvaentreaeb




Exercicio:

2) A funcao de onda inicial de uma particula é dada por:

\I—’(X,O) — Ce_‘x‘lxo onde C e X, S&0 constantes

a) Desenhe esta funcao  °°

w(x)
/




Exercicio:
2) A funcao de onda inicial de uma particula é dada por:

\P(x ()) — Ce—\x\/ Xo  onde C e X, sdo constantes.
| T oze 2
2 ~—2|X|/ X, .
b) Encontre C em termos j Coe dx=1
de X, temos que :

—2|x|/%q

e
— 21X,

202 j e 22X gy = 2C?
0

+00 5 -
L‘T(X’t)‘ x=1 —C’%,(0-1)=C*x, =1

c-_L1_

VX




Exercicio:

2) A funcao de onda inicial de uma particula é dada por:
onde C e X, sdo constantes.

¥(x,0) = Ce ' o

c)Calcule a probabilidade
de encontrar a particula no —%o
intervalo —x,;=<x<=x,,

— 0

b
2
P = _D‘P(X,t)‘ dX —szo (9_2 _1) = iXO(:I'_e_Z)

1 X
X J P=(1-e?)=0.8647=286,5%




OBSERVAVEIS:

Y nao é uma quantidade mensuravel

MAS como podemos relacionar a funcdo de onda com grandezas
observaveis????

COMO podemos obter a posicao, 0 momento ou a energia de uma
particula a partir da funcdo de onda (de maneira exata no mundo

VALORES ESPERADOS:

USANDO a interpretacao probabilistica de Bohr, podemos
obter apenas os valores médios ou valores esperados das
grandezas oo

X = j XP(x,t)dx = j P (X, 1) XP (X, 1)dX




