Mecanica Quantica I - 4300403

5% lista

1) a) Mostre que a soma de dois operadores hermitianos é também hermitiano.

b) Suponha que Q seja hermitiano e que « seja um ntmero. Mostre que aQ ¢ hermitiano se
a for real.

¢) Mostre que o produto dois operadores é hermitiano quando os dois operadores comutam.
d) Mostre que o operador posigao e o operador hamiltoniano, para V' (z) real, sao hermitianos.

2) O operador hermitiano conjugado, ou adjunto, de um operador Q é o operador QT, tal que

(f1Qg) = (Q'flg)

a) Calcule os adjuntos dos operadores z, i e d/dx.
b) Mostre que o adjunto do operador levantamento do oscilador harmonico
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¢ o operador abaixamento, ou seja:
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¢) Mostre que (QR)! = RTQT.

3) Considere o operador Q = d?/d¢?, no qual ¢ é o angulo azimutal das coordenadas polares,
e que as fungdes , nesse espago estao sujeitas a condigao f(¢ + 2m) = f(¢).
a) Q é hermitiano?
b) Encontre as autofungdes e os autovalores de Q.
¢) O espectro é degenerado?
)

4) Suponha que f e g sao duas autofuncoes de Q com o mesmo autovalor q.

a) Mostre que qualquer combinagao linear de f e g é também autofuncao de Q com 0 mesmo
autovalor.

b) Verifique que f(x) = exp(x) e g(x) = exp(—z) sdo autofungoes do operador d?/dx? com o
mesmo autovalor. Monte duas combinagoes lineares de f e g que sejam ortogonais no intervalo

(—1,1).

5) a) Verifique que os autovalores do operador hermitiano Q= id/d¢ sao reais. Demonstre
que as autofuncoes , para auto-valores distintos, sao ortogonais.
b) Faga o mesmo com o operador do problema 3.

6) Considere um espago vetorial tridimensional gerado por uma base ortonormal |1), [2), |3).
Os estados |a) e |5) sdo dados por:

1, .
) = 5 (i) = 212) —il3), [8) = —=(ill) +213).
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a) Monte os “bras” (a| e (/3| correspondentes.



b) Mostre que (a|a) = (B|8) = 1.

c¢) Calcule («|B) e (B|a) e mostre que («|5) = (B|a)*

d) Calcule os nove elemento de matriz do operador A = |a)(8] nos termos dessa base. Esse
operador é hermitiano?

7) O Hamiltoniano para determinado sistema de dois niveis é:
H = e(|1){1] = [2)(2] + [1)(2] + [2)(1])

em que |1), |2) é a base ortonormal e € é um nimero real com dimensao de energia. Qual é a
matriz que representa H nessa base? Encontre os autovalores e autovetores de H nessa base.

8) Um operador anti-hermitiano é igual a menos o seu hermitiano conjugado: Q=-Q".

a) Demonstre que o valor esperado de um operador anti-hermitiano é imaginério.

b) Demonstre que o comutador de dois operadores hermitianos é anti-hermitiano. O que é o
comutador de dois operadores anti-hermitianos?

9) Considere um espago de dimensao dois, e sejam A, B dois operadores hermitianos nesse
espago. Se os autovalores e autovetores desses operadores sao:

Ali) = ailii), Bloi) = bildi), i=1,2.
Na base de B temos: [1)1) = (3|¢1) + 4[¢2))/5, [th) = (4]¢1) — 3|¢2))/5.

a) Se numa medida de A se obtem a;, em que estado o sistema se encontra logo ap6s a medida?
b) Se imediatamente apds a medida de A se mede B , quais valores podem ser obtidos e quais
probabilidades?

c¢) Se imediatamente ap6s a medida de B se mede novamente A, qual a probabilidade de se
medir a;?

10) Mostre que se P e Q tém um conjunto completo de auto-funcdes comuns, entao []5, @] =0.

11) Mostre que
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O que essa relacao nos diz para estados estacionarios?

12) Use a relagao :
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Q) = (H,Q) +{5)
nos seguintes casos especias: a) Q=1 b) Q= H; c) Q = i d) Q= p: e) Q = #p. Comente
o resultado em cada caso tentando relaciona-lo com alguma lei de conservacao . No caso do

item d) o calculo fornece:
d ov

£<P> = —<%>,
que é o Teorema de Ehrenfest.
No caso do item e) o calculo fornece:
d oV
a@@ =2(T) - <x%>7



em que T ¢é a energia cinética (H = T'+ V). Em um estado estaciondrio o lado esquerdo ¢é
zero (por qué?) e obtem-se

§T) = (250

que é conhecido como Teorema do virial. Mostre que no caso particular dos estados esta-
ciondrios do oscilador harmoénico tem-se (T') = (V).

13) Teste o principio de incerteza “energia-tempo para o observavel z”:

S N |d{x)
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calculando o,, og e d{x)/dt diretamente para a fun¢ao de onda:
1
V2

onde ¢, (z) e E, sao as autofungoes e autovalores do pogo quadrado infinito paran =1 e 2.

U(z,t) = (% (z)e Pt 4+ @/)z(x)e_iE?t/h) :

14) O Hamiltoniano e o operador A, para um determinado sistema de trés niveis, sdo repre-
sentados pelas seguintes matrizes

0
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onde w e A\ sao numeros reais positivos.

a) Esses operados sdo compativeis?

b) A é observavel?

¢) Quais sao os autovalores e autovetores normalizados de H e A?

d) Se numa medida de H se obtem E = hw, em que estado o sistema se encontra logo apds a
medida?

e) Se imediatamente apds a medida de H se mede A, quais valores podem ser obtidos e quais
probabilidades?

f) Se numa medida de A se mede 2\ e se imediatamente apés essa medida se mede novamente
H . quais valores podem ser obtidos e quais as probabilidades?

g) Usando o estado

calcule og e 04 e verifique que o principio de incerteza generalizado
1
opoa > L |([H, A)
¢ véalido.

15) O estado fundamental do pogo quadrado infinito é uma autofungdo do operador momento?
Se sim, qual o seu momento? Se nao, explique porque temos E; fixo sem ter p definido, ja que
para V(x) = 0 temos E = p?/2m?



16) a) Calcule a fungao de onda no espago dos momentos:

1
\V2mh

para uma particula no estado fundamental do oscilador harmonico.
b) Mostre que a probabilidade de encontrar a particula com momentos fora do intervalo

classico: |p| > vVmwh, é:
1 /e
le——/ e “dz.
ﬁ 0

0p) = o= [ dw e Mp(a)

17) Mostre que
)= [ o) (in 5 ) ot

onde ¢(p) é a funcdo de onda no espago dos momentos. A interpretacdo do resultado acima
¢ de que no espago dos momentos o operador posicao é dado por

A 0
X =ih—
7 ap

18) Usando o resultado do exercicio 16 a) para a funcdo de onda no espago dos momentos
para o estado fundamental do oscilador harmonico

1 p?

o(p) = W@‘%

calcule (p) e (p*) usando o fato de que no espaco dos momentos

W) = [ dps" ()" o(p).

Compare seu resultado com o obtido no exercicio 4 da lista 3.



