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1. Consideracdes gerais sobre o comportamento elasto-plastico

Plasticidade e encruamento sdo fendmenos associados tipicamente a resposta
de materiais metalicos, os quais podem ser identificados nos graficos da
relacdo tensdo-deformacdo obtidos em ensaios experimentais de tracdo ou
compressdo uniaxial. Ambos os fendmenos se manifestam para além do
regime elastico. A plasticidade se caracteriza pelo aparecimento de
deformacdes irrecuperaveis, ou permanentes, enquanto que o encruamento
fica evidenciado pelo ganho de resisténcia com o crescimento da deformacéo.

Estudos da microestrutura dos metais indicam que o mecanismo fisico
responsdvel pela plastificacdo €é a movimentacdo irreversivel de
“discordancias” (defeitos nas sequiéncias das ligagdes atdmicas) sem que haja
perda de coesdo ou rupturas internas. Ja 0 encruamento pode decorrer de
processos fisicos distintos. Um primeiro € o acumulo de discordancias
ocasionado pela presenca de uma barreira fisica, como uma inclusdo ou um
vazio, que por sua vez induz uma concentracao de tensées. Em outro processo,
0 encruamento € induzido por incompatibilidades na acomodacdo das
deformacdes dos gréos da rede cristalina, as quais se localizam nas superficies
que definem suas fronteiras comuns. Tal processo também proporciona
concentracOes de tensOes, particularmente em pontos angulares dessas
fronteiras.

Todavia, em escala macroscépica, na qual se pressupde a validade da hipotese
de continuidade do meio, ndo se observa o arranjo micro estrutural, ou mesmo
a geometria da rede cristalina que o compde. Além disso, ha macro escala 0s
processos fisicos de plastificacdo e encruamento que ocorrem na micro-escala
sdo levados em conta mediante medidas macroscopicas equivalentes inseridas
nos modelos constitutivos ditos elastoplasticos com encruamento. Assim
sendo, por coeréncia com a abordagem continua, diz-se que a resposta
constitutiva descrita possui representatividade puramente fenomenologica.

Uma consequéncia importante da modelagem continua € que, criteriosamente,
0s modelos elasto-plasticos podem ser estendidos inclusive aos materiais nao-
metalicos, desde que esses materiais apresentem respostas macroscopicas
evidenciadas experimentalmente com caracteristicas tipicamente elasto-
plasticas. E o caso, por exemplo, do concreto em compressio. De fato,
fenomenologicamente o concreto comprimido pode apresentar tanto
deformacdo residual quanto encruamento, apesar de estas respostas
macroscopicas decorrerem de processos fisicos que ocorrem na microescala
de natureza bastante distinta daqueles dos metais; é o caso da microfissuracao,
por exemplo.
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Conceitualmente, o comportamento fenomenologico elasto-plastico, incluindo
plastificacdo e encruamento, fica evidenciado pelo aparecimento de
deformacdes ou tensdes residuais quando se operam ciclos de tensdo ou
deformacao, respectivamente (Figura 1).

Chama-se a atengéo que em qualquer dos ciclos, o descarregamento (de o,
para o,) se da segundo uma reta com inclinag¢éo igual a da resposta elastica
inicial.
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Figura 1 — Ciclos de deformacéo e de tenséo

A caracteristica de irreversibilidade das deformacdes permanentes pode ser
contextualizada mecanicamente numa analise de balanco de energia envolvida
no processo de deformacéo. Nesse balanco, a parcela de energia movimentada
na formacdo da deformacédo plastica ndo fica acumulada no meio, mas sim
liberada para o ambiente na forma de calor, portanto, irrecuperavel.

Ainda do lado conceitual, o modelo mecanico aqui descrito desconsidera
qualquer dependéncia da resposta constitutiva em relacdo a velocidade da
deformacdo. Esta restricdo implica que efeitos viscosos ndo sdo considerados
e, portanto, a certo incremento de deformacgédo corresponde, imediatamente,
um incremento de tensdo. Tal resposta impera nos processos de carregamento
e solicitacdo ditos quase estaticos. Quando a sensibilidade do material a
velocidade de deformacéo passar a ser um fenémeno importante a considerar,
a descricdo do processo evolutivo de plastificacdo pode ser modelado no
ambito da elasto-viscoplasticidade.

2. Relacgéo constitutiva elasto-plastica unidimensional

A versdo unidimensional do modelo matematico que descreve a relacéo
constitutiva de um meio elasto-plastico é de formulacdo mais simples e
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permite evidenciar aspectos conceituais importantes para a compreensdo da
modelagem bi e/ou tridimensional.

Enquanto nos modelos elasticos a relacdo tensdo-deformacéo € biunivoca, no
sentido que a cada nivel de deformacgéo (s) estd sempre associado um Unico

nivel de tensdo (o), valendo a reciproca, nos modelos elasto-plasticos é
necessario conhecer a ‘historia prévia’ da deformacao plastica () para se

determinar a intensidade de tensdo correspondente a certa intensidade de
deformacao. Justifica-se esse importante aspecto no que segue.

Na Figura 2 apresenta-se, por simplificacdo, um modelo elasto-plastico
perfeito, assim denominado por se caracterizar pela auséncia de encruamento.
Idealmente, uma vez atingida e mantida a solicitacdo no nivel limite de tensdo
o, 0 material pode escoar indefinidamente (um regime de resposta, a rigor,

visco-plastica). Por esse motivo o, € denominada tensao de escoamento.
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Figura 2 — Possiveis niveis de tensdo em correspondéncia a certa deformacéo dada

Ainda considerando-se a Figura 2, admita-se que inicialmente o material
tenha sido solicitado até a intensidade de tensdao o, e mantido neste nivel de

solicitacdo durante algum tempo; por consequéncia, caracteriza-se um regime
de escoamento. Numa etapa seguinte, considerem-se duas possibilidades de
descarregamento a partir de intensidades arbitrarias de deformacéo, ao final

das quais correspondam deformag0es plasticas " e &/.

Tendo-se em vista as possibilidades descritas de descarregamento, seja, agora,
a questdo da determinacédo da tensédo correspondente a uma dada deformacéo
¢ (indicada na Figura 2). Em principio, qualquer intensidade de tensdo, o,

o, Ou o, poderia ser compativel com aquela deformagdo, o que

caracterizaria uma multiplicidade de solugdes. Entretanto, se for acrescentado
0 dado que o nivel de deformacdo pléastica decorrente da historia prévia de
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deformacéo é &, entdo a unicidade é restabelecida, pois o nivel de tensdo
correspondente somente poderéa ser o,.

Justifica-se, dessa forma, a colocacdo anterior sobre a importancia do
conhecimento da ‘historia prévia’ da deformagao plastica.

Nota-se, por outro lado, que a diferenca entre ¢ e &’ define a parcela de

deformacdo elastica que poderia ser recuperada se houvesse descarregamento
a partir de o,. Evidencia-se, assim, um aspecto fundamental: no regime
elasto-plastico a deformacdo total é sempre composta de uma parcela
elastica e outra plastica.

Ainda em carater preliminar, pode-se adiantar que no material com
encruamento, o regime elastico, inicialmente limitado pela tensdao o, varia.

Como se verd mais adiante, a variacdo desse limite também é funcéo da
historia prévia da deformacéo pléstica.

1.1 Relacgéo constitutiva para elasto-plasticidade perfeita

Tendo-se em vista 0s comentarios anteriores e o diagrama tensao-deformacéo
idealizado para este comportamento, mostrado na Figura 3, valem as relacgdes:

= € + P
e=¢g"+¢ (1ab)
o =E&® =E(e —&")

Observa-se que em (1b) a tensdo é determinada em funcdo da deformacéo
total e da parcela de deformacéo pléstica (trata-se da chamada formulacéo no
espaco das deformacoes).

elastofplojstico perfeito

Figura 3 — Comportamento elasto-plastico perfeito
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A presenca da deformacdo plastica empresta a relacdo constitutiva um carater
ndo-linear, uma vez que ela decorre da historia prévia de deformacdo e,
portanto, ndo pode ser determinada exclusivamente com a configuracao atual.

Em outras palavras, a deformacdo plastica total num certo processo de
deformacdo serd determinada mediante o acumulo dos diferenciais de
deformacéo plastica ao longo do processo, isto é:

gp:jdgp (1c)
0

Para melhor entender a ndo-linearidade intrinseca ao modelo elasto-plastico,
considere-se, por exemplo, uma situacdo em que o material esteja solicitado
por um nivel de tenséo correspondente ao patamar de escoamento (intensidade
de tensdo o, na Figura 3). Seguem duas possibilidades de resposta imediata, a

depender do sinal da variagdo de deformacdo imposta. Tais possibilidades se
denominam ‘carregamento plastico’ ou ‘descarregamento elastico’, se a elas
corresponderem acrescimos imediatos, ou ndo, da deformacdo plastica,
respectivamente. No primeiro caso o material continuard em processo de
escoamento, com aumento da deformacdo plastica; no segundo o
descarregamento vird acompanhado de recuperacdo elastica.

E importante que o modelo matematico inclua essas possibilidades de modo a
registrar corretamente a histéria de deformacdo plastica. Nesse sentido, €
necessario exprimir a relacdo constitutiva em termos de variagOes
(infinitesimais) de tenséo e deformacéo, forma que serd adotada no que segue
(adianta-se que para fins de implementacdo computacional serd necessario
introduzir uma estratégia de verificacdo do modelo em passo finito, isto &,
com incrementos finitos de deformacdo, estratégia que serd detalhada ainda
neste capitulo).

Admitindo-se, entdo, continuidade para as fungdes que descrevem ¢, oe &°,
quando a resposta imediata implicar em de&® =0 as deformacdes irreversiveis
passam a existir, se ainda ndo existiam, ou, se ja existiam, sofrem alteracdo.
Neste caso, diz-se que a resposta imediata produz deformacgdes plasticas.
Ainda como consequéncia da continuidade assumida, a relacdo tenséo-
deformacao pode ser expressa em termos diferenciais por:

do=Ede® =E(de—deP) )
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Por outro lado, considerando-se 0 mesmo diagrama representativo da relacdo
tensdo-deformacéo, mostrado na Figura 3, e supondo que o material apresente
resposta simétrica na compressdo, verifica-se que a tensdo em valor absoluto
ndo pode ser maior que o, (o, >0). Portanto, os estados admissiveis de

tensdo (ou compativeis com o modelo idealizado) devem sempre obedecer a
seguinte condicao:

f(a)z‘a‘—ayso (3)
Essa relacdo tem um papel importante no modelo matematico, pois estabelece

um critério, denominado critério de plastificagcdo, que serve para identificar a
natureza dos regimes de resposta imediata, se elastica ou pléastica.

Como exemplo de funcionalidade do critério, se o nivel atual de tensao for tal
que: f(o)<0 a resposta imediata serd puramente elastica. Isto também pode

ocorrer quando o estado atual de tensdo corresponder a: f(o)=0. De fato, se
0 novo estado for tal que: f(o+do)<0, entdo, -configura-se
descarregamento e a resposta imediata ndo tera proporcionado alteracdo na

deformacdo plastica acumulada até entdo, ou seja: de”=0. Portanto, em
correspondéncia a do havera um descarregamento elastico.

Como em ambos os casos exemplificados de” =0, a relagdo (2) assume uma
forma particular que indica, claramente, que o incremento de deformagéo tem
natureza puramente elastica, isto é:

do=E(de®+dsP)=Eds® =Ede (4)

A Figura 4 ilustra outros estados de tensdo cujas respostas imediatas tém
correspondéncia com essa situagao.

Na outra hipdtese de funcionalidade do critério, considere-se um estado atual
de tensdo tal que: f(o)=0. Pode-se supor a possibilidade que o novo estado

continue verificando o critério, isto é: f(o+do)=0. Trata-se, no modelo

elasto-plastico perfeito, de se manter sobre o nivel de tensdo de escoamento.
Segue que nessa hipotese a resposta imediata associada a uma variacdo na
deformacéo total vird acompanhada de um acréscimo na deformagéo plastica
acumulada.
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Figura 4 — Respostas imediatas sem variacdo da deformacéo plastica
Assim, f(o)=0 se configura como condi¢cdo necessaria para que possa
ocorrer variacdo da deformacédo plastica. A Figura 5 ilustra essa condicéo,
pressupondo um ponto sobre o patamar de escoamento e as possibilidades de
existéncia ou ndo de variagdo imediata para a deformacao plastica.

fla)=0
y e A o0
de’= o

Figura 5 — Possibilidades de evolucédo da deformacao plastica

Seja, entdo, d4 >0 o valor absoluto, ou medida do incremento de deformacéo
plastica, se ela ocorrer. Levando-se em conta que a evolucdo da deformacéo
plastica pode-se dar, ou ndo, tanto na tracdo quanto na compressao, segue que:

de?=d1>0 se o=0,(>0)

de?=-dA1<0 se o=-0,(<0) (5a,b)
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Observando-se que o sinal de de® coincide com o de o, pode-se introduzir o
operador de sinal, sign(.), e reunir essas duas relagdes numa Unica. Assim, por
definicao:

+1 se o0>0
sign(a)z{ ° (7)
-1 se o<0
e, portanto,
deP=dAsign(oc) se f(o)=0 com di=0 (6)

Obs.: no modelo elasto-plastico perfeito a condicdo f (o) =0 é verificada em
dois pontos: o =0, € o =—0o,. Adianta-se que em situacoes mais complexas,

“estados de tensdo” que verificam o critério de plastificacdo pertencem a uma
regido limite do espaco das tensoes denominada ‘superficie de plastificagdo’.

Do que foi visto, observa-se que dA e f(o)=0 verificam certas condicdes
complementares em termos de sinal, isto é: d4>0 e f(o)<0. Além disso, se
f(o)=0 entdo dA>0 e se f(o)<0 entdo dA=0. Essas possibilidades
podem ser reunidas na relacdo dA f(o)=0, denominada condi¢cdo de
complementaridade.

Considerando-se a condicdo de complementaridade, para qualquer estado de
tensdo admissivel (que verifique f (o) <0) a lei de evolugdo da deformacao
plastica pode ser expressa como:

de® =dA sign(o) (8)

Nota-se que o incremento de deformacéo plastica possui sinal!

Mas falta ainda uma condicédo para a existéncia efetiva de d 4. Seja, entdo, um
nivel atual de tensdo tal que f(o)=0. Admitindo-se que no proximo
incremento exista dA>0, entdo o novo nivel de tensdo também devera
verificar o critério de plastificacdo, isto é: f(o+do)=0. Na hipotese de
continuidade da funcédo f, pode-se proceder a uma linearizacdo dela em torno
do nivel o e escrever que: f(o+do)=f(o)+df. Assim sendo, dA>0

implica em df =(£)d o =0.

do



Analise Nao-linear de Estruturas: Teoria da Plasticidade 9
Autor: Sergio P.B. Proenca
De acordo com essa analise, partindo-se de um estado onde f(o)=0 as

situacbes de carregamento ou descarregamento se caracterizam,
respectivamente, como: dA >0 se df =0 e d4 =0 se df <0. Resulta dai uma

nova condicdo: dA df =0, denominada de condicdo de consisténcia.
Observa-se que a condicdo de consisténcia implica em df =0 na hipdtese de
dA>0.

Finalmente, as relacdes que definem a forma incremental do modelo
constitutivo elasto-plastico perfeito (sem encruamento) sdo:

de=de&® +de’

do=Ed&s® =E(de—degP)

f(o)=|o|-0, <0 — critério de plastificacdo

deP =dAsign(c) — leide plastificacdo

dif=0 com di>0 e f <0 — condicdo de complementaridade
dAdf =0 com df <0 — condicéo de consisténcia

1.2 Comportamento elasto-plastico com encruamento linear positivo

O encruamento se caracteriza pela alteracdo, em tamanho e/ou em posicéo, do
intervalo elastico inicial de tensdes sempre que houver evolugdo da
deformacdo plastica.

Observa-se, de inicio, que no modelo constitutivo elasto-plastico com
encruamento as seguintes relacdes incrementais permanecem validas:

de=de&® +deg’
do=Ede*=E(de—d&P) (9)

H& mais de uma maneira de modelar o encruamento. O modelo de
encruamento linear is6tropo é ilustrado na Figura 6. Neste caso, a expansio
do intervalo elastico inicial de tensdo ([-o,,o,]), indicado no eixo das

tensdes, se da simetricamente em relacdo ao seu centro e ocorre sempre que 0
passo implicar em evolucdo da deformacéo pléastica.

) Esse modelo teria correspondéncia fisica com o processo de acimulo de discordancias.
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Figura 6 — Modelo com encruamento linear

Na situacdo particular representada, apesar da deformacao plastica acumulada
ser nula ao final de todo o ciclo de tenséo, iniciado e concluido na origem do
sistema, 0 intervalo elastico inicial alterou-se sucessivamente para
[-(o, +ka). (o, +ka,)] € [(o, +ka,), (0, +ka,)], em funcdo da evolucdo
da plastificacdo ocorrida no ciclo. O parametro k é denominado moédulo
plastico de encruamento isotropo e « (>0) uma medida que registra,
justamente, a histéria da deformacédo plastica no ciclo. De fato, a simples
existéncia de deformacdo plastica em algum momento anterior, independente
do seu sinal, é suficiente para provocar a expansdo do intervalo inicial de
tensdes admissiveis.

Genericamente o encruamento pode ser inserido na expressao do critério de
plastificacdo por meio de um acréscimo p sobre o valor da tensdo de
referéncia oy. No encruamento isétropo, para p vale a seguinte relacéo:

p=ka — dp=kda com k>0eda>0 (10)

Naturalmente, pela sua caracteristica, « tem uma lei de evolucdo atrelada a lei
de evolucdo da deformacdo plastica. No chamado encruamento por

deformagdo (‘strain-hardening’) define-se daz‘dep‘. A consideracdo do

maodulo nessa relacdo é essencial, pois permite que um encruamento diferente
de zero possa ser representado mesmo que a deformacdo plastica acumulada
seja nula ao final do ciclo, como na situacdo particular ilustrada na figura
anterior.
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Adotando-se a hipdtese de encruamento por deformacéo (da =

dg"‘) e sendo

‘ deP ‘ =dA, tem-se que da=dA. Tendo-se em vista as consideracdes
anteriores, a expressao do critério de plastificacdo passa a ser escrita na forma:

f(a,a):‘a‘—(ay+ka)£0 (11)

observando-se que o,>0e k>0 sdo constantes do material e que «>0.

Mais uma vez, nota-se que a parcela (ko)) altera a dimensdo do intervalo
elastico inicial.

Por outro lado, no modelo elasto-plastico com encruamento isétropo valem
também as mesmas condicdes anteriores de complementaridade e
consisténcia. A condicdo de consisténcia, em particular, permite obter uma
relacdo explicita para dA. De fato, admitindo-se uma linearizacdo da funcéo
de plastificacdo em torno de certo nivel de tensdo e considerando-se que

g_f =sign (o) e que de” =dA sign(o), pode-se escrever:
(o}

df=2Td4o+2"4a

oo oa
=sign(c)E(de —d&eP)—kda
=sign(o) Ed & —sign(o) E dA sign(o) —kdA
=sign(c)Ede —dA(E +k) <0 (12)

Impondo-se d f =0, o que possibilita dA >0, resulta:

_sign(o)Ede
~ (E+K)

dA

(13)

Nota-se da relacdo anterior que a condi¢cdo dA >0 exige que sign(o)de >0.
Assim, sendo f =0, num regime de tragdo existirhA dA>0 se de>0,
enguanto que num regime de compressao existird dA >0 se de <0.

Com a (13), obtém-se por substituicéo:

Ede

deP =dA sign(o) = E+ 1
+

(14)
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do=E(dse——292 y__EK 4
E+K)’ (E+K)

e se dA>0 (15)

ondeEE—kk é denominado modulo constitutivo elasto-plastico tangente.
+

O desenvolvimento seguinte, ilustrado na Figura 7, permite dar uma
interpretacdo para 0 modulo plastico de encruamento k:

Se dA>0: da:E—kdg e dg:wdgp;entéo d—G:k.
(E+k) E def
o (e}
y //
‘ —B
o'y X O'y
Ek tgh=k
gyz(F+k)
it —> g —» gP

Figura 7 — Parametro de encruamento linear is6tropo

Outro modelo de encruamento é o cinematico”. Neste caso, o intervalo
elastico inicial ndo altera seu tamanho, porém muda de “posi¢do” no eixo das
tensOes de acordo com a evolucdo do processo de plastificagdo. Postula-se,
entdo, que o centro daquele intervalo se desloca em sentido governado pelo
sinal da deformacéo plastica, de uma quantidade que também esta relacionada
com a deformacéo plastica. A Figura 8 ilustra esse modelo.

O deslocamento do centro do intervalo elastico fica identificado pela variavel
q e tem sua lei de evolugdo expressa por:

dg=Hde" (16)

onde H é o médulo de encruamento cinematico.

) Esse modelo tem correspondéncia fisica com o encruamento por incompatibilidades de deformaces entre
0s contornos dos cristais.
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Figura 8 — Encruamento linear cinematico

Neste caso o critério de plastificacdo passa a ser dado por:
f(G,Q)Z‘O‘-Q‘—GySO (17)

Por sua vez o incremento de deformacdo plastica passa a ser caracterizado
pelas seguintes condicdes:

deP=dA>0 s o-q= o, (>0)

s degP? =dA sign(o—
de’=-dA<0 se o-Q=-o0, (<0)} gn(o -q)

(18)

sef(c—q)=0 e com dA>0. Na ultima relacdo o operador de sinal
introduzido apresenta a seguinte definicao:

+1se (o0—q)>0

sign(a—q):{_l se (c—Qq)<0 (19)

Tendo-se em vista a relacdo para de”, segue que:

dq=Hde" =dA H sign(c—q) (20)
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E possivel combinar os modelos de encruamento is6tropo e cinematico num
modelo misto. O critério de plastificacdo passa, nesse caso, a ser dado por:

f(o,0,) =|O'—q‘—(ay +ka) <0 (21)
As outras relagdes que complementam o modelo misto séo:

do=E(de—d&P)

de® =dA sign(oc—q)

dAf=0 com dAi>0 e f<0

didf =0 com df <0

dg=dA H sign(c—q)

da=dA (22)

Procedendo analogamente ao caso do encruamento isotropo, a condicdo de
consisténcia permite obter uma relacdo para dA:

4t =T+ 4q+ 2 da (23)
oo oq oa

of ot do-q .ot ot do—q

oo do-q do o4 do-q oq @)
As derivadas dos modulos fornecem:

do-dl_ sign(o —q);

M:sign(q—a). (25a,b)

Observando-se ainda que: sign(q—o)=-sign(c—q), d f passa a ser dada
por:

d f =sign(c—q)do-sign(c—q)dg—kdea
=sign(c—q) E(de—de&P)—sign(oc—q) dA Hsign(c—q) —kdA
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=sign(c—-q)Ede —dA(E+H +k) (26)

Na situacdo em que d f =0 obtém-se:

P sign(oc—q) Ede

(27)
(E+H+k)
eP = _ Ede (28)
(E+H+k)
Finalmente, a relagdo constitutiva em termos incrementais resulta:
do=Ede se dA=0
J:Md(q se di>0 (29)
(E+H +k)

2. Algoritmo para verificacdo em passo finito do modelo constitutivo
elasto-plastico com encruamento isotropo linear

Nas simulacGes numeéricas de estruturas em regime elasto-plastico pelo
método dos elementos finitos, a analise se desenvolve em correspondéncia a
um processo incremental, ou passo-a-passo, de forca ou deslocamento
controlado. Nesse caso, somente é possivel dispor de incrementos finitos de
deformacao para a verificagdo do modelo constitutivo. A diferenca conceitual,
portanto, estd justamente na forma incremental e ndo mais infinitesimal que o
modelo constitutivo deve apresentar.

Como condicdo geral a ser verificada, impde-se que havendo evolugdo da
deformacdo plastica no passo, ao final do incremento o novo nivel de tensédo
deve verificar com a igualdade o critério de plastificacao.

Ocorre que a forma incremental acaba por relaxar certos requisitos essenciais
da forma infinitesimal. Por exemplo, f(o)=0 deixa de ser condicédo

necessaria para a evolucdo da deformacéo plastica no passo, pois, a depender
do tamanho do incremento de deformacdo total imposto, a mesma pode
ocorrer dentro do passo mesmo partindo-se de uma situagédo onde f (o) < 0.

Segue que na chamada forma em passo finito as condi¢cbes de
complementaridade e consisténcia do modelo incremental sdo substituidas por
uma condicdo Unica: A4 f(o+40)=0. Garante-se, assim, que ao final do
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passo tanto a lei quanto o critério de plastificacdo sdo verificados. Todavia,
essa condicdo é implicita, pois f(o+ Ac) ndo é conhecido a partida. Assim,
para tratar a forma implicita, emprega-se dentro de cada passo uma estratégia
iterativa, dita de previsdo e correcdo, para a verificagdo do modelo
constitutivo.

Considere-se, entdo, que sejam conhecidos, num certo passo n do
procedimento de analise, a deformacdo total & , a parcela de deformacéo

plastica ¢”, a medida acumulada de encruamento «, e a tensdo total o..

Admita-se que tenha sido imposto um novo passo de carregamento (n+1)
gerando um acrescimo de deformagéo total Ac,_ .

Naturalmente esse acréscimo implica em alteracdo do estado conhecido. O
que se deseja determinar sdo os valores dos acréscimos Ae’ ., Aa, , € Ao,

n+1 n+1?

de modo que as relacbes que governam o modelo constitutivo sejam
verificadas no novo estado. Em outras palavras, representando-se os valores
das variaveis de interesse ao final do novo passo por:

gn+1 = gn + AgnJrl
p _ &P p
gn+l - gn + Agml

an+l = an + AanJrl
c.,=0,+Ac,, (30 a,b,c,d)

Os acréscimos devem ser tais que:

— _ b
O, 1 E (gn+l 8n+1)

[z —(o, +ka,,)<0

n+l n+l

Ag’ =AA . sign(o

n+1 n+1 n+1)

Aa, , =AA

A4, f.., =0 (31 4a,b,c,d,e)

o)

n+

Chama-se a atencdo, em particular, para a condicdo (31c), que exige o
conhecimento do estado de tensdo ao final do passo para a determinacédo do
incremento de deformacdo plastica (novamente, caracteriza-se uma forma
implicita). Esse aspecto é que efetivamente justifica a estratégia iterativa,
baseada em etapas de previsdo e correcdo, para a determinacdo das incognitas
no passo.
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Em sintese, na etapa de previsdo calcula-se o incremento de tensdo admitindo-
se uma resposta puramente eldstica no passo, portanto sem evolucdo das
deformacdes plasticas. Mediante controle do sinal do critério de plastificacéo,
no qual se considera a tensdo total acumulada, incluindo-se o incremento de
tensdo, a hipoOtese adotada na previsdo € confirmada, ou ndo. Um sinal
negativo para o critério confirma a hipotese. J& um sinal positivo contraria a
hipdtese de resposta puramente elastica, e indica o aparecimento de
deformacéo pléstica no passo. Nessa condicdo, passa-se, entdo, a etapa de
correcdo, calculando-se nela o acréscimo finito de deformacdo plastica e
atualizando-se os valores totais da tensdo e da variavel de encruamento.

Pois bem, na etapa de previsdo se admite, conforme mencionado, uma
resposta puramente elastica e, portanto: A4, =0 e Ag’, =0. De imediato,
também se conclui pela (31c) que: A«,,, =0. Seguem, das relagdes (31a) e

(31b), os valores de tensao total e da funcao de plastificagcdo, ditos de previsédo
ou tentativa (o sobre indice t € usado para indicar este aspecto):

O-rtH-l =E (gn+l - gnp)
—(o, +ka,) (32 a,b)

t
n+1

t —_—
fn+1 - ‘O-

A hipotese da etapa de previséo se confirmara, ou nédo, a depender do valor de
f' . Caso este valor resulte negativo, ou nulo, a hipétese se confirma, ou seja,

Aeg® =0 no passo, e as variaveis de interesse podem ser atualizadas de acordo

n+1

com as seguintes relagoes:

0,. =Ele,, ~&!)

n+l

P P
gn+l - gn

a.,=a, (33a,b,c)
Porém, se o valor de f' resultar positivo a hipétese ndo se confirma e o passo
implica em acréscimo de deformacao plastica, que precisa ser calculado. Nesta
condicdo a determinacdo de AA , resulta da imposicdo de f , =0, que no
caso de encruamento isotropo linear se escreve:

—(o, +ka,.,) (34)

fn+l = ‘G

n+1
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Na relagéo anterior aparece |o,,|. Uma maneira de determinar esse modulo

consiste em partir da relacéo (31a) e reescrevé-la, considerando-se a (30b), na
forma:

(35)

n+l

O-n+l = E (8n+1 - gnp ) - EAEP

Com a (31c) e representando o,, como |o,,[sign(o,,,), a relagdo anterior
resulta:
o,.|sign(o, ) =E(s,,, — &’ )—EA4 , sign(o,,,) (36)

t

Nota-se que a primeira parcela do lado direito da igualdade coincide com o, , .
Alem disso, usando também para ele a representagéo \a;ﬂ sign(o,,,), a (36)
fornece:

(

Da relagéo anterior, conclui-se que:

+ EA/lnﬂ) Slgn(o-n+l) =

T 0,.4|Sign(o;.,) (37)

Sign(anﬂ) = Slgn (Grtwl)

P
O, - 0n+1

n+1

—-EAA (38 a,b)
Pode-se, agora, voltar a (34) e com a ajuda das (30c) e (31d), escrever:

t
Gn +1

f .=

n+1

—(o, +ka,)-EA4,, —kA4,, (39)

Finalmente, reconhecendo na (39) uma parcela idéntica a (32b), e impondo-se
a condigdo f , =0, segue que:

ft
AL =—"0 40
n+1 (E+k) ( )

Assim sendo, combinando-se as relacdes (31c) e (38a), o incremento de
deformacéo plastica resulta:
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= Aﬂ’ml Slgn(o-:w-l) (41)

AgP

n+1

Todas as varidveis de interesse podem, entdo, ser atualizadas a partir do
resultado anterior. Em particular, incremento de tensdo no passo resulta:

Ao, =EAg, , —EAs)

n+1

(42)

Com as relacgdes (41), (40) e (32), e considerando-se que no passo n verifica-
se a condicéo f,=0, conclui-se que:

E

Ag’ =—A¢ 43
n+1 (E + k) n+l ( )

Consequentemente, a relagdo (42) passa a ser dada na forma:

Ao =—EK A (44)

A (44) representa a relacdo constitutiva incremental valida quando houver
incremento da deformacdo plastica no modelo com encruamento isotropo
linear.

3. Exemplo de aplicacdo: caso unidimensional

Neste capitulo, procura-se ilustrar a aplicagdo do modelo constitutivo
incremental mediante um exemplo simples de trelica plana.

Seja o0 arranjo estrutural simétrico indicado na Figura 9. O material das barras
apresenta uma resposta elasto-plastica com encruamento isétropo linear,
ilustrada na mesma figura. O que se pede € a representacdo do comportamento
estrutural em termos do grafico da forca, (P), contra o deslocamento do seu
ponto de aplicagéo.

Dados complementares:

EK
E+K)

=100.

E =1000; o, =4; K:111;S:1;a:60°;(
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Figura 9 — Trelica plana

A resolucdo do problema sera primeiramente apresentada impondo-se
incrementos de deslocamento vertical ao no livre da trelica, numa analise
passo-a-passo. A forca P resulta, entdo, como reacdo associada ao
deslocamento imposto.

A opcéo por incremento de deslocamento, e ndo de forca, é basicamente para
ressaltar a integracdo do modelo constitutivo, sendo também consistente com
uma andlise convencional pelo MEF, aonde as deformacg6es decorrentes do
campo de deslocamentos sdo os dados de entrada para a determinacdo das
tensdes compativeis com o modelo constitutivo.

As condicBes de equilibrio e compatibilidade decorrem das representacfes
indicadas na Figura 10 e se escrevem como:

2N, cosa+ N, =P
AL =dcosa; AL, =6
Ao

o o AS
g =—CO0Sc; gzzr - AglerOSa; A52=T
2 2

Nota-se que as for¢as normais nas secdes transversais das barras séo
resultantes de distribui¢bes uniformes de tensbes normais, isto €:

N,=0,5;N,=0,S — AN,=A0,S; AN,=Ac,S
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P v

Figura 10 — Equilibrio e compatibilidade
O modelo constitutivo em forma incremental resume-se a:

gn+l = gn + A(c"r‘|+l
Ag,.,=A& +A&’,
c,,=0, +Ac,
a,.,=a, +Aa,,

—(o, +Ke,,)<0

fn+l = | 0n+l

_(GY + KartHl)

t_ |t
fn+l _‘Gn

+1

se f' <0 > Ag’,=0; A, =0; Ao, =EAcg |

n+1
t

se f'. >0 —> Al =—0"
n+1 n+1 (E + K)
A‘C"anrl = A/Inﬂ Sign( GrtHl )’ Aaml = ‘Agnp+l ’ Aaml = E Agml - E A‘C"anrl

Num primeiro passo, aplica-se, por exemplo, As =6, =0,4. Com as relagdes
de compatibilidade, determinam-se os incrementos de deformacdo em cada
uma das barras:

Ag =g :A—IjCOSa :%:0,00L Ag, =g, :%:%=0,004

O passo de tentativa admite uma resposta puramente elastica para o primeiro
incremento imposto, isto é:
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Ag”=0; Ao, =0; Ag)=0; Aa,=0

Ao}:Equlmmﬂgi)zt AongAgzﬂmm(Qﬁ)=4
400 100

Em seguida, verifica-se o sinal da funcéo critério de plastificacdo para cada
estado de tensé@o determinado na tentativa:

_(GY + KartHl)

t t
fn+1 = ‘ Gn+1
Naturalmente, neste passo, para cada barra valem:

t_ t. t_ t. t_ . t_
o, =Ao,; o,=A0,; o, =Aa,; a,=Aq,

Para as barras (1) e (2) obtém-se, respectivamente:

fl =1-4<0

n+l

ff,=4-4<0

Assim sendo, 0 passo de tentativa é admissivel e corresponde a uma resposta
puramente elastica para a estrutura. As tensdes e for¢as normais nas barras
resultam:

Pela condicéo de equilibrio, conclui-se que: P =5.

Seja imposto, no passo seguinte, o0 seguinte incremento de deslocamento:
A6 =0,4. Tem-se, portanto que 6 =0,8. Em cada uma das barras, novos

incrementos de deformacéo se calculam com as relag6es de compatibilidade:

AS 0,4 AS 0,4
Ag =—C0Sa=—r; Ag,=—=—"—
L 400 L, 100

O passo de tentativa continua a admitir uma resposta puramente el&stica para o
incremento imposto, isto €, em cada uma das barras valem:

Ag”=0; Ao, =0; Ag)=0; Aa,=0
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Ao, =EAg, 1000(04)—1; Ao, =EAg, —1000(04j 4
400 100

Em seguida, verifica-se o sinal da funcédo critério de plastificacdo para cada
estado de tenséo total de tentativa:

fl —‘0

n+1l

(GY + KartHl)

As tensdes normais totais e fatores de encruamento de tentativa para cada
barra valem:

o.,=0,+Ao,; o.,=0,+A0,; a., =a,+Aa,; a., =a,+A«,

Para as barras (1) e (2) obtém-se, respectivamente:

fl,=2-4<0
fl,=8-4>0

Conclui-se que o estado de tentativa para a barra (1) é admissivel. Porém, o
estado de tentativa para a barra (2) ndo é admissivel e, portanto, para ela deve-
se proceder a correcdo de acordo com as relagdes:

t

f
A, =—" - AgP =AA
n+1 (E + K) 8n+1 n+1

AO-n+1 =E (Agml _Aganrl)

sign(o’,,); Aa,, ‘Ag

n+l| ?

Seguem:

Ag} =——=0,0036; Aa,=0,0036; Ao, =1000.(0,004—-0,0036)=0,4

(1111)

Resultam ao final do passo:

o, =N,=2; o,=N,=4,4; & =0; & =0,0036; o, =0; &z, =0,0036
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Pela condicdo de equilibrio resulta que: P=6,4.

Num passo seguinte, impde-se Ao =0,8. Tem-se, agora, que 6 =1,6. Com as
relagcGes de compatibilidade, determinam-se os incrementos de deformagéo em
cada uma das barras:

Az =20 cosa =28 _0.002; As,=22-98_4 008
L, 400 L

=
(@)

O passo de tentativa admite uma resposta puramente elastica para o
incremento imposto, isto €, em cada uma das barras valem:

Ag’=0; Ao, =0; Ag)=0; Aa,=0

Ao, =EAg, :1000(%)= 2; Ao,=EAg, =1000(%J=8
400 100

O estado de tentativa fornece as seguintes tensées normais totais e variaveis de
encruamento:

0,=2+2=4; 0,=4,4+8=12,4; o, =0; a,=0,0036
O critério de plastificacdo para as barras (1) e (2) resulta:

fl =4-4<0
ft =12,4—(4+111.0,0036)=8>0

Portanto, o estado de tensdo na barra (1) estd no limite da admissibilidade,
enquanto que para a barra (2) deve-se proceder a correcdo de modo a atender
ao critério de plastificacdo. Com as relagdes:

ft
Ay =" Agy
n+1 (E+K) gn+1

Ao, =E(Az,, -Asl,)

n+l

=AA

n+1

Sign( O-rtH—l )’ Aan+l = ‘Agp

n+1

seguem:
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AA :%:0,0072; Aa,=0,0072; Ao, =1000.(0,008-0,0072)=0,8

00)

o,=N,=4; o0,=N,=4,4+0,8=52; &’ =0;
g} =0,0036 +0,0072 =0,0108; o, = 0; o, = 0,0108

p=)

T

A

—
|

Pela condicdo de equilibrio determina-se: P =9,2. Pode-se verificar que num
ulterior passo de As =04, totalizando 6 =2,0, também a barra (1) passa a

responder com evolucdo do processo de plastificacdo. Repetindo-se o
procedimento de anéalise para esse passo, obtém-se o seguinte estado final:

o, =N, =41, o,=N,=5,6; &"=0,0009; ¢’ =0,0144;
o, =0,0009; o, =0,0144

Pela condicdo de equilibrio determina-se: P =9,7. A resposta da estrutura esta
ilustrada no grafico da Figura 11.

resposta

12,00

10,00 //,
8 8,00
el / —— resposta
6,00 //
4,00

2,00

0,00 T T T T
0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50

deslocamento

Figura 11 — Resposta da estrutura
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4. Algoritmo para verificagdo em passo finito do modelo constitutivo
elasto-plastico com encruamento is6tropo ndo-linear

O encruamento isotropo ndo-linear aqui considerado consiste da sobreposicao
do caso linear com uma lei de encruamento exponencial, de modo que o
critério de plastificacdo passa a ser escrito na forma:

f:‘a‘—K(a) ¢/ K(a)=o,+ka+(oc,—o,)(1-e) (45)

Na relagdo anterior o, € uma tensdo que limita o regime de encruamento e
estabelece o inicio do processo de escoamento indeterminado. Ja w € um
pardmetro material adicional que determina a evolucdo mais ou menos
acentuada do encruamento. Para ilustrar o papel desses parametros, adotando-
se, por exemplo, os valores: o, = 450; o, = 750; @ = 20; k = 200, obtém-se

as seguintes representacOes para K(«), ilustradas na Figura 12. Na figura,

mostram-se 0s casos particulares de encruamento puramente linear,
exponencial e a sua sobreposi¢cao em coeréncia com a relagéo (45):

1000 1000
900 900

800 800

700 700
600 600

500 S 500

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 12 - Encruamentos linear, exponencial e combinado
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Analisando a Figura 12, pode-se notar que o regime de encruamento fica
limitado uma vez que se opte exclusivamente pela lei de encruamento
exponencial, recuperando-se um patamar de escoamento em correspondéncia
ao,.

A dificuldade introduzida pelo encruamento ndo-linear esta no célculo do
parametro A4 quando da integracdo do modelo constitutivo em passo finito.
Agora esse calculo ndo mais pode ser feito com uma expressao fechada, como
no caso de encruamento linear, onde se tem:

t

AA,, = —t 46
n+1 (E + k) ( )

Para ilustrar esse aspecto, considere-se, novamente, a integracdo em passo
finito do modelo constitutivo e que os estados de tensdo e deformacéo sédo
conhecidos na iteracdo n. Deseja-se atualiza-los na iteracdo n+1 para dado
Ag, . Nessa iteracdo o modelo elasto-plastico com encruamento isotropo néo-

linear em forma incremental apresenta o seguinte conjunto de relacdes:

8n+l = gn + Agn+1

(47 a,b)
O-n+l = E( €n+l - gnp+l )
fn+1 = f ( Gn+l’an+1 ) = |G| - |:Gy + k an+1 +(O-oo - Gy )(1_ eia)am ):| (48)
8np+1 = gnp + Aﬂ’m—l (49)
an+l = an + Aﬂ'nﬂ (50)

Conforme visto anteriormente, a integracdo se processa mediante etapas de
previsao e corregdo. Na previsdo, admite-se AA ., =0 e as relagdes (47) a (50)

resultam:

— - p
= gn+l

n+1 n?

94

s (51 a,b)

GrtHl = E( gn+1 - 8p ) (52)

n

n+1

fnt+1 = f ( GrtHl’an ): ‘o-t

~[o, +ka,+(o, -0, )(1-e")] (53)
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Passa-se a verificacdo da etapa de previsdo. Se f' <0, a solugdo em (n+1)
fica determinada pelo estado de previsdo; se f' >0, ha que se corrigir a
previséo, o que implica em determinar uma expressao para A4, (a partir da
imposicao da condicao f,+; = 0).

Admita-se que a condicdo de correcdo tenha sido identificada. O passo de

correcdo pressupde que o critério de plastificacdo seja atendido de tal forma
que:

f =

n+1

—(o, +ke,,,+(0,—0, )(1-e“"))=0 (54)

0n+1

_Gt

n+1

Como na corregdo AA , >0,entdo: ¢, =, +AAL , €
. Segue que a (54) assume a forma:

o-n +1

- E Aﬂ’m—l

—-EAA, —[o,+k(a,+A%,, )+ (0, —0, )(1—e =" )] =0 (55)

O-rtH—l
Nota-se que em forma implicita a Gltima relacdo pode ser representada como:
fn+1 (A/anrl) = 0 (56)

Claramente, a determinagdo de AA , exige um procedimento nao-linear
unidimensional, e 0 método de Newton constitui-se em estratégia a adotar.

Linearizando a relagdo (56) em torno de um valor 44! (onde o indice i agora

estd associado a uma iteracdo genérica, caracteristica do metodo de Newton),
segue que:

+ S AA

n+1

fn+l (A/ll

n+1

) = fn+l (A/ll

n+1

)+ £/ 5AA, =0 (57)

n+1 n+1

A variagdo f' SAA

derivada de Gateaux (‘direcional’):

pode ser calculada pela conhecida definicdo da

+1

dfn+l(Aﬂ’i

n+1

+ LS AA
f' §Aﬂ' _ IB n+1)

58
n+1 n+1 d ﬁ ( )
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Aplicando-se essa definicdo, com o auxilio da (55), determina-se para
f' SAA,, aseguinte relagdo:

n+1

(59)

n+1 n+l n+1

fr SAA ——{E+k+(a® o, )(e“”(“"”‘“i“’a))}éA/i‘

Substituindo-se este resultado na forma linearizada (57), obtém-se uma
relagdo para o calculo do incremento a ser adicionado a estimativa A4, :

5Aﬂ’r:+1 — fn+1( A/ln+l ) . (60)
{E+ k+(o, -0, )(e“"“’“““*”w)}
E importante observar que na iteragdo inicial, pode-se tomar A4°, =0, e a
relacdo acima assume a forma:
f
5A10 _ n+1(0) (61)

" {E+k+(0, -0, )(e o))}
Nota-se que:

fn+1( O) = fnt+l =

t
Gn +1

—(o,+ka,+(o, -0, )(1-e°"))

E ainda, no caso particular em que se queira considerar apenas a parcela de
encruamento linear (isto ¢, impondo-se o, =0, ou o = 0), entdo a (69)

fornece simplesmente: f/,=—(E+k). Sendo 44’, =0 ecom f_(0)=1,, a

n+l?

(57) permite recuperar a relacdo unica ja deduzida anteriormente para o
célculo de 44, reproduzida pela (46).

n+1?

Com a nova estimativa, tem-se que: Al =41 +544 .. Com esse
resultado, volta-se a verificar a (55). Caso o valor obtido ndo verifigue uma
tolerancia adotada, passa-se a uma nova iteracdo, determinando-se nova
correcdo com a (60). O processo iterativo se repete até que a (56) seja

verificada dentro de uma tolerancia adotada.

Como exemplo de aplicacdo do procedimento iterativo apresentado acima,
considere-se certo material caracterizado pelos seguintes parametros:
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o, = 450; o, = 750; = 20; k = 200; E = 833,33

Admita-se que o estado de previsao atual seja tal que:

= 500; & =0,01.

t
Gn +1

O que se deseja é determinar 44

n+11?

tal que:

f .=

n+1

O-rtHl - E Aﬂ“nJrl
~[o, +k(a, +A4,,)+(0, =0, )(1-e ")) =0

A solucdo é encontrada mediante um procedimento iterativo de correcdo de
estimativas para 44 ,, sendo o valor nulo adotado para estimativa inicial.

n+l?
Sendo i o indice da iteracdo, genericamente, o procedimento gera uma
sequéncia:

+ O AA

n+1

= AA

n+1

AA

n+1

1=0,...,n

a qual converge para a solucdo correta com erro associado a uma tolerancia
adotada.

Partindo-se do valor nulo (AA’, = 0), substituindo-se os valores prescritos,
obtém-se na primeira iteracao:

fn+1( O) = fnt+1 =

t
Gn+1

—(o,+ka, +(o,—0,)(1-e""))=

f .(0) 93,62
0 n+l
OAA, ., {E+[k+(a —-o )(e‘”“"a))]} 5945,7
® y

=0,0157

AL, = AL +SAX

hl hil il 0,0157
Com esta nova estimativa, testa-se o valor da funcéo f:

—EAL

n+1

O-rt1+1 - [ o, + k(an +Aﬂ,§+l ) +(aoO -0, )(1_e—w(an+%+1) )]

s (A,)=
= 11,2

Segue nova estimativa:
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5Ail _ n+1(A +1) _ 11’2

= 1 ~ =0,002423
(E+[k+(0, —0,)(e " p)]} 46219

= AL

n+l

AA?

n+1

+SAAL, =0,018123

Com esta nova estimativa, testa-se o valor da funcdo f:

—EAX 2 )+(0, — 0, )(L-e et

n+1

fos(A40) =|o
= 0,215

n+l _[O-y+k(an +A n+1

Uma ulterior estimativa resulta de:

2 n+l(A n+l) _ 07215

Ava = P RS =0,0000483
(E+[k+(0,—0,)(e " p)]} 4452133

Aﬂ"ril Aﬁ’nil + Aﬂ’nzﬂ

— 0,01817

Determina-se para a fungéo f o valor:

CEAX )+(0, -0, )(L—e )]

n+1

—[o, +k(a, +A4

fos(A40) =|o
= 0,006

n+l n+1

Tendo-se em vista 0 valor muito proximo de zero obtido para a funcdo, pode-
se considerar que o critério de convergéncia foi atendido e o passo de correcédo
pode ser concluido empregando-se: A4, = 0,01817.



