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Vibragoes da Rede

Ligagoes cristalinas (T=0K) = Os datomos do cristal estdo
sujeitos a um pogo de potencial e, desprezando as vibragdes de
ponto zero, os dtomos permanecem fixos em suas posigcoes de
equilibrio.

Ligagdes cristalinas (T#zOK) = Os atomos vibram em torno de
suas posigdes de equilibrio e, em primeira aproximagdo, podemos
dizer que eles vibram em um pogo harmonico (MHS),
apresentando certas frequéncias permitidas de oscilagdo.

Poco de potencial dependente do tempo = O pogo de potencial a
que um dtomo estd sujeito € causado pela ligagdo dele com os
atomos que estdo ao seu redor, que por sua vez também estdo
vibrando em torno de suas posigdes de equilibrio = o potencial a

ue um atomo da rede esta sujeito é dependente do tempo, em
?ungﬁo da vibragdo dos atomos vizinhos.

Descricdo simples das vibragdes da rede = Supor que os dtomos
estdo conectados entre si por molas = vibra¢do de um deles
implica na vibragdo dos demais (conjunto de dtomos vibrando em
torno de suas posigoes de equilibrio).
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Vibracoes da Rede

Vibragdo de um dado dtomo = determinada se conhecermos as cons-
tantes de forga (C) das molas que ligam os vdrios dtomos da rede.

Vibragdes da rede = sdo ondas eldsticas e nosso objetivo é determinar
as frequéncias de vibragdo das ondas da rede em termos dos vetores de
onda que as caracterizam. Para isso vamos utilizar a aproximagdo de
pequenas oscilagdes e, de modo geral, a forga sobre certo datomo da
rede, de massa M e colocado em £=0, de acordo com a lei de Hooke, sera:

. d2 ~ ~ 00 3 3 . L
FO:M@{CO_EO}:S J:Ae}'j(@_gi)ey
040 i=1 j=1

onde A~ é o coeficiente que da a relacao entre a forca criada na direcao

7 quando o atomo situado no ponto ¢ da rede sofre um deslocamento na
direcao i; léa posicao de um atomo da rede e é definido por { = (E ByT5),

com £, p = vetor de translacao da rede de Bravais e r; = vetor da base.
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Vibracoes da Rede

Uma maneira possivel e a mais indicada para se resolver essa equagdo é
através da transformada de Fourier de seus dois membros. Entretanto,
vamos resolvé-la, do modo como esta definida, para o caso mais simples
possivel: unidimensional e interagdo somente entre primeiros vizinhos

12 caso: Cadeia linear de pardmetro de rede a e um dtomo na base

(em um instante t)

Para esse sistema, a equagdo de Hooke fica:

d2 [Co — fo} =C {(C—l —£-1) — (Co — ﬁo)} +C {(Cl — 1) — (Co — fo)}

42
dt - _J/ N _/
, W v
deslocﬁa_n(l)ento dol atomo deslocamento do dtomo deslocamento do dtomo
, cm =0 e refagao em ¢{=—1 com relacao em ¢=1 com relacao
a sua posigao de equilibrio ao atomo em ¢=0 ao atomo em ¢=0
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Cadeia Monoatomica

Definindo uy = (y—¥, a equacao que devemos resolver para o deslocamento
ug do atomo em ¢ =0 é

d?ug equacoes semelhantes para uw; em funcao
M—=C {u_1+u1—2u0} —

dt? de ug e ug, u_q em funcao de ug e u_s , ....

A solucao ndo é simples, mas podemos usar o fato de que as vibracdes da rede
tém que ter propriedades de simetria translacional e tém carater ondulatorio,
apresentando modos normais de vibracdo, e, para 0 caso da cadeia
monoatomica unidimensional, escrever:

U(I,t) _ ei(kx—wt)

w é a frequéncia da
onda e k seu nimero

de onda (27/\)

y
OBS.: Se levassemos em conta todos os Atomos da cadeia:
d?ug -
M 2 = —C Z (uo — Ug) (¢ equagoes acopladas)

10
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Cadeia Monoatomica

Vamos, agora, imaginar que a cadeia tem um comprimento finito L = Na,
onde N é o nimero de dtomos. Devemos, portanto, aplicar condigoes
periodicas de contorno ou condigdes de Born-von Karman, represen-
tadas esquematicamente, de dois modos diferentes, nas figuras abaixo.

O objeto conectando o dtomo do extremo es-

querdo com a mola do extremo direito da cadeia

% urr]\va haste rigida, sem massa, de comprimento
= Na

O datomo em £=0 é
conectado ao atomo em
¢ = Na por uma mola de

constante C

u(z,t) =u(r + Na,t) = cilkz—wt) _ Jilk(z+Na)—wt] _ i(kz—wt @

2T N 1

. kNa = 27mn (n = inteiro) = k = — —

a N

Os valores possiveis de k sao discretos e existirao /N deles, pois se k£ muda
de um valor 27 /a o valor do deslocamento do dtomo é o mesmo. O maior
valor possivel de k é 2n/a (n = N), que é a dimensao da 12 zona de

Brillouin.
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Cadeia Monoatomica

Voltando a equacao do deslocamento do dtomo em ¢ = 0 (12 vizinhos):

L _ o {ut+u—2u}, ond
R - u_1+ur — 2u onde
dt2 1 1 0¢(>
up = ei(ka:mwt) - ei(ka:mwt) eika7 U_q = ei(kxmwt) o tka
Assim,
d2u0 2 tka —ika
MW:_W Mug=C {uoe + upe —2U[)}
‘ \
2 ika —ika 2 20
— —w'M=C{ e +e 1—2>:>w:ﬁ{1—cos(ka)}
[ 2cos(ka) J relacao de dispersao w(k)
k 1— k k
Como sen” ?a = C;S( a)) entao — cos(ka) = 2sen” {70} —1, entao

a relacao de dispersao fica:
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Cadeia Monoatomica

Como w é uma fungdo par de k, é suficiente tomar-se somente a raiz
positiva. Um movimento arbitrdrio da cadeia é determinado especifi-
cando-se as N posigoes e velocidades iniciais dos dtomos. A figura
mostra o grafico da relagdo de dispersdo.

1,2
1,0

0,8

W
ac/ iz 06

0,4 (4C/M)Y/2

0,21

0,0
-Tt/a

<= primeira zona de Brillouin m—

0
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Cadeia Monoatomica

Analise da expressao da relacao de dispersao

independente da frequéncia,
como nas ondas sonoras
— ramo acustico

C C I
— — KaQ e Ve =V, = — mel1o nao dispersivo
\ 7 F=Y% =\ : b

ka

—= A >a (ka k1)

kx—wt) ika

uy = et " = ype"? = ug = Atomos vibram em fase

—> k = +7/a (limites da 12 ZB)

41C L,
W=7 C vy = 0 = ondas estacionarias

_ ez(k:c—wt)ezka _ i

U1 upe™" = —ug = atomos vibram em oposi¢ao de fase

0 n/!2a n/a
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Cadeia Monoatomica

A primeira zona de Brillouin descreve as propriedades de
vibracdo sem necessidade de irmos mais além. Ao somarmos ou
subtrairmos 2m/a, ou multiplos desse valor, o grafico da relagdo
entre w e k sofre somente uma translacdo, sem modificagcdo do
conceito fisico. Os deslocamentos dos atomos descrevem ondas
se propagando ao longo da cadeia de dtomos, com velocidade de
fase vy = w/k e velocidade de grupo v, = dw/dk (velocidade
de transmissdo de energia ho meio).

Movimento
~~~~~~ dos atomos e

-~
ﬁ‘
L]
ﬁ. " L]
- ——
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Cadeia Diatomica:
Massas diferentes e mesma constante de mola

r

il

)

’U;g(m, t) _ ez’(kx—wt) eiké’a e v, (.’E, t) _ ei(ka:—wt) eikLa

m (e) M (o)
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Cadeia Diatomica (m, M, C)
. { m(—w?)ug = C {’Uo + yge ke _ 2u0}
M(—w*)vg =C {uo + uge ke — 21}0}

—mw?ug — C {fuo [1 +e_“m] — 2u0} =0
p— .
—Mw%o —C {uo [1 +e”‘“‘ ] — 2’00} =0

(2C —mw?) —C(1+e ) ] [uo ] _ [o]

C(l+e®) — (20— Mw?) 0

vo

lsolugélo nao trivial

(20 — mw2) - (1 + e_ik“)

det .
Tlo@retn) — (20— Mw?)

|ZO
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Cadeia Diatomica (m,M, C)

Resolvendo o determinante:

— (2C = mw?) (2C = Mw?) + C? (147 (14 ™) =0

-

(2C — mw?) (2C — M w?) = C? [2 + g“m + e_““ﬂ = 2 4 — 4 sen” (ka/2)] = 4C? cos? (ka/2)

402 -2C(m~+M)w?+mMw? 2 COS(k‘O‘,)
N —’
2—4sen?(ka/2)

— 4C* = 2C(m + M)w? + mMw* — 4C* cos® (ka/2) = 0

— mMw* —2C(m + M)w?® 4+ 4C? [1 — cos® (ka/2)] =0

mM

Usando a definicao da massa reduzida do sistema =— u = VL

equacao a ser resolvida é:
2

W' — —w" +
v m

a

sen® (ka/2) = 0

C 1 /4C? 16C*?
Cujas raizes sao: wr=—4 = —5 —
w2\ u mM

sen? (ka/2)
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Cadeia Diatomica (m,M, C)

Definindo s = 1 ou s = 2, temos

C  (—1)5 [4C? 4p?
2 —_ — — 2
Wi P + 5 \/ 5 [1 — 7 Sen (ka/2)

L4

C 412 possiveis solugoes para
w? = —ql14+(—-1)°4/1— sen? (ka/2) a relacao de dispersao
H mM w(k) da onda

Para verificarmos a forma da funcao w(k) x k, vamos examinar as

solucoes nos limites da 12 ZB: £k —-0e k = £ z.

a
1. ka<<louk—0o0ul>a ka < 1
2 9 2 9
k%a C \/ k2 a?)
2 2 S
2) ~ = w:=—<1+ (-1 1 —
sen” (ka/2) 1 Wi M{ (—1) 7 }
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Como

Cadeia Diatomica (m,M, C)

r < 1 temos que

ka < 1], vamos expandir a raiz em série de Taylor, pois para
12 k2 g2 2 1.2 ;2
1 — 1/2N1—— :>\/1— %1—“
1-2 ! mM omM

C u? k? a?
2 _ ¥ __1\S .
:>w8—ﬂ{1—|—( 1) [1 5 ]}

C 1?2 k2 a? C

=1 =w=—91-1 = k2a?
0 - ) { i 2mM 2(m + M) ‘

Relagdo linear C

' > | = w_ =ka (w_ o k)

2(m + M) ka < 1
21.2 2
§ =2 :>w2:€ 1_|_1_,uka :g 2”
T 2mM 7 2mM
constante 20
' | wy = — (wy independe de k)
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Cadeia Diatomica (m,M, C)

¢=== relag¢do de dispersdo, no limite ka < 1

w_
0L 2
2. k=+n/a ou ka = *+7
Nesse caso: sen? (ka/2) =1 ¢ u? = (;,L””ijj‘\/fj)gz
o C s ~ AmM
Wi = {1+( 1) \/1 (m—|—M)2}
mMé D e
i m-ll—M V(m+M)? —AmM = QI%
C
i M —1)’(m —M }
—> | @i = g {0 M)+ (1) 6n = M)
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Cadeia Diatomica (m,M, C)

C 2C
s=1 =>w? = mM{m+M m+ M} =w_ = —
2C
§ =2 iwi:mM{m-l—M—l—m M} =jw, = I
W
2C [ [pmmmmmm e 4
V20 /M fmmmmmmmmmmmamaee + | 4= relagdo de dispersdo para k = :|:7T/a,
supondo M >m
% T a

Utilizando os resultados obtidos para k — 0 e k = + r/a, pode-

mos fazer o grafico da relagdo de dispersdo para a cadeia dia-
tomica, supondo M >m
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Cadeia Diatomica (m,M, C)

Relacdo de dispersdo: M >m

w

V2C [

-1t/a 0 k n/a

|<— primeira zona de Brillouin —>|
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Cadeia Diatomica (m,M, C)
Vamos encontrar, agora, os deslocamentos dos atomos:
1. ka—0 e w_ =0:

20
- 2C

—2C
—2C

0
0

ug = Vo

Os atomos mo-
vem-se em fase

2. ka— 0 e wy =+/2C/pu=+/2C(m+ M)/(mM):

20 {1 - [#57+]}

2C

- —m/M
1

—1
M/m

0
0

—2C
20 {1 - [m2))

=

uo 0

Vo 0
M

ug — —E (%))

Os dtomos vibram em sentidos opostos,
mas o centro de massa permanece fixo
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Cadeia Diatomica (m, M, C)
Interpretagdo:
k - Ooul » a(w_=0-uy =vy): Os dtomos movem-se em
fase e a relagdo de dispersdo é linear (w < k), como nas ondas
sonoras .. modo de vibracdo chamado acustico.

Ore ()-o- i o (0l)-o- (i) 1)

modo acustico

k - Ooud >» a(wy =+/%¢/u—>uy=—-—"/nvy): Os dtomos vi-
bram em sentidos opostos, mas o cenTro de massa permanece
fixo. A relaglo de dispersdo ¢ independe de k (w = constante),
como nhas oscilagdes do tipo dipolo elétrico, e ondas eletro-
maghéticas ha r'egmo do infravermelho podem excitar este tipo
de vibracdo da rede .. modo de vibracdo chamado otico.

cee -gq;i)}'.rgy1p "

modo otico
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Cadeia Diatomica (m,M, C)
3. ka=4me w_ =/2C/m:

2C — mw? 0 w | |0 0 uo _0
0 —2C + Mw? w | |0 (M —m)/m v |

(atomo de massa m oscila com frequéncia
w_ e o de massa M fica parado)

4. ka =4me wy =+/2C/M:

2C — mw? 0 uo | (M —m)/M 0 U 0
0 —20+Mw2][v0]_[0 0][90]_

up =0 (a&tomo de massa M oscila com frequéncia
w, e o de massa m fica parado)

’UOIO

A massa do dtomo que oscila determina a frequéncia do modo de
vibragdo (para M > m = m apresenta as maiores frequéncias)

— - 5,
S
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Cadeia Diatomica (m,M, C)

w = cte para k — 0
(u/v=—M/m)

w x k para £k — 0
(u=v)

* Para que w tenha valores reais, nesse intervalo, k deve ser complexo (e

W

V2C [

oscila

ramo

acustico

k

n/a

<>
ﬁ
Q
~

3

L

Regiao proibida de
frequéncias: nenhum
valor real de k sa-
tisfaz a relacao de
dispersao*

oscila

ikx)

e a onda sera amortecida no espaco, nao representando vibracoes.
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Cadeia Diatomica (m,M, C)

m — M, distancia entre as massas d e a = 2d

1. m = M = cadeia linear monoatémica de parametro d = a/2
W

|
|
|
: 12 zona de Brillouin
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

d
>-{(lil)-¢
a

)

e

relagdo de dispersdo — i
-mi/d /24 0 k& w2d n/d
2. m ~ M = cadeia linear diat6mica de parametro a = 2d
] w ]
d— o i E
SomZSimE TN e Brilouin -5 i
a l l l l
relagdo de dispersdo = i i i
n/2d = n/a ? : | !
-m/d -1/2d 0 k  m2d n/d
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Vibracoes da Rede

As figuras mostram planos de dtomos nas posigoes de equilibrio
(linhas pontilhadas) e os planos de atomos quando deslocados
(linhas sdlidas). u's representam deslocamentos dos planos.

'.E: :é;_a_)'.i: i zi:
. . .:‘E’: & : Q9 ‘:" ® ‘E’ ® ‘E’ ®
onda longitudinal me | [ f - if i L[ LT
.'.‘:’: & :‘E’:. ':‘ L ] ':' e} ':' [ ] T
S B X B
£=-1 0 1 2 3 4
_l lf”—z {Tu—l Iuo :l..Tu1 lfuz
1 !
onda transversaq| = & 2 I ¥ I 2
™1 t+ 1 t {7
¢ T e
i i : - ; i
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Vibracoes da Rede

Cristais_Tridimensionais: Se existirem p dtomos por célula pri-
mitiva, ocorrerdo 3p ramos na relagdo de dispersdo: 3 ramos
acusticos e 3p-3 ramos oticos. Se a dimensdo do cristal for d, o
ndmero total de ramos € dp, o nimero de ramos acusticos é d e o
ndmero de ramos éticos é pd - d.

w i | Curvas de dispersdo ao longo de uma
diregdo qualquer do espago k para

. | uma rede ftridimensional com uma

base de dois dtomos por célula

primitiva. As trés curvas vermelhas
(ramos aclsticos) sdo lineares para
valores de k muito pequenos. As trés
curvas verdes (ramos dticos) sdo
quase horizontais, indicando que a in-
teracdo intra-celular é muito mais
forte que a entre as células.
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Vibracoes da Rede

w (1012 Hz)

| | |
5()-000 oLO
(o)
4_
¢ . TO
([
o
3_
(o)
2k AT
..
© e TA
1} .
0 | | | |

0"k /kys na direcio [111]

Curvas de dispersdo do
KBr a 90K. A extrapo-
lagdo para k — 0 dos ramos
LA (longitudinal acldstico) e
TA (transversal aclstico)
apresenta relagdo de dis-
persdo linear e a extrapo-
lagdo para k = 0 dos ramos
TO (fransversal dtico) e
LO (longitudinal 6tico) sdo
chamados wt e wy,
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