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1 Introducao

O estudo de circuitos elétricos em regime permanente senoidal (RPS) é muito importante do
ponto de vista pratico. Grande parte dos sistemas de geracao, transmissao e distribuicao de
energia elétrica operam em regime senoidal, pelo menos de maneira aproximada. Além disso,
entender o comportamento senoidal de um circuito elétrico permite prever o comportamento
de circuitos com excitagoes nao senoidais*.

Nesta apostila, inicialmente é feita uma breve explicagdo sobre a operagao em regime perma-
nente senoidal de circuitos elétricos. Posteriormente, uma ferramenta importante que facilita a

analise de circuitos em RPS, conhecida como fasor, é apresentada.

2 Regime permanente senoidal (RPS)

Suponha que um circuito elétrico linear qualquer é excitado por uma tensao ou corrente cosse-
noidal. Quando todas as correntes e tensoes desse circuito puderem ser descritas somente por
fungoes cossenoidais, na mesma frequéncia da excitacao, diz-se que o circuito atingiu o regime
permanente senoidal (RPS).

Em geral, esse regime é atingido apds a passagem de um tempo suficiente para que as
respostas transitérias do circuito desaparecam. Considere, como exemplo inicial, o circuito R,

L série alimentado por um gerador ideal de tensao mostrado na Figura 1.
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Figura 1: Circuito R, L série alimentado por um gerador ideal de tensao.

*A explicagdo tedrica para isso é estudada no curso de Sistemas e Sinais.
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No instante ¢t = 0, a chave S é acionada e o gerador ideal de tensao é ligado ao circuito. Ao

se escrever a segunda lei de Kirchhoff para esse circuito, considerando-se ¢ > 0, obtém-se
o (t) + vn (t) = ea(t) 1)

Aplicando-se as relagoes constitutivas do indutor e do resistor (lei de Ohm), chega-se a equacao

diferencial que descreve a corrente i(t) do circuito para t > 0, ou seja,

di(t)

L
dt

+ Ri(t) = eg(t). (2)
Vamos considerar que a excitagao é cossenoidal de frequéncia angular w, ou seja,
es(t) = By cos(wt + ).

Nesse caso, a Equagao (2) pode ser reescrita como

di(t)
dt

L + Ri(t) = Ep, cos(wt + ). (3)
A fim de determinar a expressao da corrente i(t) no intervalo ¢ > ty, seria necessario resolver
a equagao diferencial (3) usando ferramentas abordadas em cursos de Calculo. Isso sera feito
mais tarde no curso de Circuitos Elétricos I, a comecar pelo estudo de circuitos de 1* ordem.
Aqui, somente indicaremos o resultado. A solugao i(t) da Equagao (3) é dada por

i(t) = o Pw cos(p — )e HR/E 4 __Em
T VRt W VR + 212

em que § = arctg(wL/R). O primeiro termo da solugao tende a 0 a medida que t — +oo.

cos(wt+¢p —46), t>0, (4)

Assim, considerando que passou tempo suficiente para que o primeiro termo seja desprezivel
em relacao ao segundo, a corrente i(t) pode ser reescrita como

T o
i~ ilt) = 7

Portanto, para ¢ > 0, a corrente i(¢) é puramente cossenoidal e possui a mesma frequéncia

cos (wt+¢ —0). (5)

angular w da excitacdo es(t). Além disso, as tensoes vgr(t) e vy (t) também serdo puramente
cossenoidais e de frequéncia angular w para t > 0, pois sdo proporcionais, respectivamente, a
corrente i(t) e a derivada dessa corrente. Conclui-se que, para t > 0, todas as grandezas do
circuito da Figura 1 sdo cossenoidais e de frequéncia angular w — dizemos, portanto, que nesse

caso o circuito elétrico opera em regime permanente senoidal.

Exemplo 1(a) — Regime permanente senoidal no circuito R, L

Considere o circuito da Figura 1 com E,;,, = 100V, ¢ = 90°, w = 10rad/s, R=1Q e L = 1 H.

Substituindo os valores em (4), a expressao para a corrente i(t) resulta

i(t) = —9,9901e™" + 9,9504 cos (10t + 5,7106°), ¢t >0 (A,s). (6)
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Note que (0) = —9,9901 + 9,9504 cos (5,7106°) = 0 como era de se esperar, pois a chave fecha

em t = 0. Para t > 0, a corrente i(t) pode ser reescrita como
i(t) = ip(t) = 9,9504 cos (10t 4 5,7106°) . (7)

Na Figura 2 sdo mostrados gréaficos das correntes i(t) e i,(¢) em fungao de ¢. Nesse caso, para
t > 4s, iy(t) é¢ muito préxima de i(t). Pode-se dizer que, para t > 4s, o circuito opera em RPS.
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Figura 2: Gréficos das correntes i(t) e i,(t), para o circuito da Figura 1, em func¢ao do tempo.

No estudo de circuitos em RPS, estamos interessados em determinar as correntes e tensoes
de um circuito elétrico linear excitado por fonte cossenoidal para t — +o0, ou seja, supondo que
o circuito opera em regime permanente senoidal’. Por isso, a chave S do circuito da Figura 1 é
usualmente omitida nesse contexto, j4 que supomos que as fontes estdo ligadas no circuito ha

muito tempo e o RPS foi devidamente atingido.

3 Representacao fasorial

Para circuitos em RPS, sabemos que todas as tensoes e correntes do circuito sdo cossenoidais
e de frequéncia angular igual aquela da excitacao. Logo, para determinar essas grandezas
elétricas de um circuito em RPS, basta descobrir as amplitudes e fases de cada uma delas.
Esse procedimento ¢é facilitado com o uso de fasores. Os fasores sao ntimeros complexos que
representam fungoes cossenoidais, como as tensbdes e correntes de um circuito em RPS. Uma
fungao cossenoidal f(t) é escrita como

f(t) = Fy cos(wt + ), (8)

em que w = 2% ¢é a frequéncia angular e T é o periodo do cosseno, Fj, > 0 é a amplitude e ¢

é a fase, usualmente dada em graus no intervalot —180° < ¢ < 180°. Lembre-se que essa f(t)

TAlguns circuitos nido alcancam o RPS, mesmo com ¢ — +o0o. Esses circuitos ndo sio abordados nessa
apostila. As condi¢oes para um circuito elétrico alcangar o regime permanente senoidal envolvem a compreensao
do conceito de estabilidade assintdtica, que é estudado durante o curso de Circuitos Elétricos II.

fTambém ¢ usual considerar a fase no intervalo —180° < ¢ < 180°.
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pode também ser escrita como$
f(t) =Re {Fmej“’ ej“t} : 9)

sendo j2 = —1.

O nimero complexo F,e/?, que aparece na Equagao (9), contém informagao sobre a ampli-
tude e a fase de f(t). Embora esse nimero complexo nao tenha informacao sobre a frequéncia
w, sabemos que em RPS essa frequéncia é dada pela frequéncia da excitagdo, conhecida na
maioria dos casos, e € igual para todas as tensoes e correntes do circuito. Portanto, a fim de
facilitar a resolugdo do circuito elétrico, pode-se trocar momentaneamente a fun¢ao f(t) pelo
niimero complexo F,e/?, que contém todas as informagdes relevantes para se representar f(t).
Esse ntimero complexo é o fasor associado a fungao f(t), denotado por F' e definido como

F 2 F.e®=F,/¢ . (10)

A determinacdo do fasor F' a partir de f(¢) ¢ direta, desde que f(t) esteja na forma da Equa-
¢ao (8). Embora o fasor F nao dependa do tempo t, para transformé-lo em funcao cossenoidal,
basta lembrar que o fasor dado pela Equagao (10) corresponde ao cosseno da Equagao (8).

O procedimento usual para a resolugdo de um circuito elétrico em RPS com fasores é:

e inicialmente, representam-se todas as tensoes e correntes de interesse do circuito como

fasores;

e depois, resolve-se o circuito utilizando-se as relagoes constitutivas fasoriais para encontrar

os fasores das grandezas de interesse;

e finalmente, é preciso converter esses fasores para suas correspondentes fungoes cossenoi-

dais.

O uso de fasores é conveniente pois permite trocar uma funcio cossenoidal por um ntmero
complexo durante a resolu¢do de um circuito elétrico em RPS. As leis de Kirchhoff continuam
valendo quando se utilizam fasores e as relagdes constitutivas para os bipolos elementares sao
consideravelmente simplificadas ao se lancar mao da representacao fasorial. Isso é visto com
mais detalhe a seguir.

Exercicio 1

[. Determine o fasor E correspondente a excitacao

e(t) = 3sen(4t +30°) (V,s).

SPara se convencer disso, basta lembrar da formula de Euler para os niimeros complexos,

eI” = cos(z) + jsen(z).
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II. Assinale a opcao falsa:
(a) Re{2/45°7} = 2 cos(4t + 45°)
(b) VAL =VA/9)2

(c) cost + cos(t + 90°) = /2 cos(t + 45°)

30 | —j0
(d) & = sen 0
2J
(e) 1/j=—j
ITI. Em um circuito em que f = 60 Hz, o fasor E = 5/—30° V corresponde a qual das seguintes
excitacoes?
(a) e(t) = 5sen(377t + 60°) (V,s)
(b) e(t) = 5sen(377t — 30°) (V,s)
(c) e(t) = 5cos(60t + 30°) (V,s)
(d) e(t) = 5cos(60t — 30°) (V,s)

IV. Sabendo-se que o seno hiperbélico é dado por

ey — efy

senh y = 5

pode-se afirmar que:

4 Relacoes fasoriais nos bipolos elementares
Inicialmente, considera-se que a tensao de um bipolo elementar é dada por
v(t) = Vipcos(wt + @), (V,s), (11)

sendo Vi, > 0 a amplitude do cosseno e ¢ a sua fase em graus. O fasor dessa tensao, segundo
a definigao (10), é dado por
V = Vel (12)

A seguir, vamos encontrar a relacao entre esse fasor de tensdo e o fasor de corrente I em cada

um dos bipolos elementares ideais.
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4.1 Resistor ideal

Considere um resistor ideal de resisténcia R (ou condutancia G) com a tensao v(t) = Vi, cos(wt+

¢) na convengao do receptor, como mostrado na Figura 3.

Figura 3: Resistor ideal na convenc¢ao do receptor.

A corrente i(t) no resistor, de acordo com a lei de Ohm, é dada por
(1 " cos(wt + ) (13)
i(t) = —=* = — cos(w .
R R 4
=GV. (14)
Calculando-se o médulo dos dois lados de (14), tem-se

il-lovl =67

: (15)

ou seja, o moédulo de Ié igual ao médulo de 1% multiplicado por G. Ao tomar a fase dos dois
lados de (14), resulta
LT=4{GV}=4V. (16)

Logo, para o resistor na convencao do receptor, a tensao e a corrente estao em fase. Na
Figura 4(a) é mostrado o diagrama de fasores para V e I, e na Figura 4(b) sdo mostradas as
formas de onda de v(t) e i(t) ao longo do tempo.

(b)
Alm (t>
; oA A
f \
S \VARVERV

Figura 4: (a) Diagrama de fasores para V e I do resistor na convencgao do receptor. (b) Formas

de onda de v(t) e i(t) ao longo do tempo.
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4.2 Capacitor ideal

Considere um capacitor ideal de capacitancia C' com a tensao v(t) = Vi, cos(wt—+¢) na convengao
do receptor, como mostrado na Figura 5.

Figura 5: Capacitor ideal na convencao do receptor.

A corrente i(t) no capacitor, de acordo com a sua rela¢do constitutiva, é dada por

du(t)

iit)y==C o

= —wC'Vy sen(wt + ¢) = wCVy, cos(wt + ¢ + 90°). (17)
Portanto, o fasor correspondente a corrente i(t) vale

[ = wCVye??e? = juCV. (18)
Calculando-se o médulo dos dois lados de (18), tem-se

1] = |jweV| =we |V

, (19)

ou seja, o moédulo de Ié igual ao moédulo de 1% multiplicado pelo fator wC, dependente da

frequéncia. Ao tomar a fase dos dois lados de (18), resulta
LT =L{jwCV} =4V +90° = LV =4«I-90°. (20)

Logo, para o capacitor na convencao do receptor, a tensao estd atrasada de 90° em relagao a
corrente. Na Figura 6(a) é mostrado o diagrama de fasores para V e I, e na Figura 6(b) sdo
mostradas as formas de onda de v(t) e i(t) ao longo do tempo.

(a) (b)
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Figura 6: (a) Diagrama de fasores para V e I do capacitor na convencio do receptor. (b)

=)
=
/

Formas de onda de v(t) e i(t) ao longo do tempo.
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4.3 Indutor ideal

Considere um indutor ideal de induténcia L com a tensao v(t) = V;, cos(wt + ¢) na convengao

do receptor, como mostrado na Figura 7.

i(t)

L v(?)

Figura 7: Indutor ideal na convencao do receptor.

A corrente i(t) no indutor, de acordo com a sua relagio constitutiva, é dada por¥

Vin
=7 / Ydr = — sen(wt + @) = I cos(wt + ¢ —90°). (21)
Portanto, o fasor correspondente a corrente i(t) vale
~ 1 . oo 1 -
[ = —V,e%e 9 = — V. 22
oL e JwL (22)
Calculando-se o médulo dos dois lados de (22), tem-se
-~ ~ 1 -~
I|=|—V|=—1|V 23
=[5z =22l =)

ou seja, o médulo de Ié igual ao modulo de 1% multiplicado pelo fator L%L, dependente da

frequéncia. Ao tomar a fase dos dois lados de (22), resulta

4?:4{%?}:4?—90‘3 = AV =41+90° (24)

Jjw
Logo, para o indutor na convencao do receptor, a tensao estd adiantada de 90° em relagao a

corrente. Na Figura 8(a) é mostrado o diagrama de fasores para V e I, e na Figura 8(b) sao

mostradas as formas de onda de v(t) e i(t) ao longo do tempo.

(a) (b)

S NS, NN
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Figura 8: (a) Diagrama de fasores para V e I do indutor na convencao do receptor. (b) Formas

de onda de v(t) e i(t) ao longo do tempo.

As relagoes fasoriais obtidas para o resistor, o capacitor e o indutor ideais sdo resumidas na

Tabela 1. Note que, nessas relacoes, considera-se que o bipolo estd na convencao do receptor.

YNa relacdo constitutiva, utiliza-se a integral indefinida e desconsidera-se a condicdo inicial pois a andlise do
circuito é feita em regime permanente senoidal. Portanto, as condiges iniciais sdo irrelevantes.
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Tabela 1: Relagoes fasoriais para bipolos elementares na convencao do receptor.

Bipolo Relacgoes fasoriais
Resistor V =RI [=GV
~ 1 - ~ ~
. Ve~ 7 _
Capacitor Tl I = jwCV
~ ~ -~ 1 ~
Indutor V =jwlLI oL

Exemplo 1(b) — Obtencgao de resposta em RPS utilizando fasores

Considere o circuito da Figura 1 com e4(t) = Ey, cos(wt+y), Fy, = 100V, ¢ = 90°, w = 10rad/s,
R=1Qe L =1H. Trata-se do mesmo cenério do Exemplo 1(a). Supondo que o circuito opera
em RPS, vamos encontrar a corrente i(t) = i,(t) utilizando fasores, mesmo sem conhecer a
resposta completa do circuito dada pela Equagao (4). Inicialmente, reescreve-se o circuito da
Figura 1 trocando as grandezas cossenoidais por fasores e os valores dos componentes por suas
respectivas impedancias, como mostrado na Figura 9. A chave S foi omitida pois o circuito
opera em RPS.

VR
A T~
AN
R=1Q I
—~ _'_ . . o~
E,=100/90° V () jwL =510 Q % .

Figura 9: Circuito R, L série da Figura 1, reescrito em RPS.

Deseja-se encontrar o fasor I. Escrevendo-se a segunda lei de Kirchhoff para o circuito,

obtém-se
Vi + Vi = E.. (25)
Aplicando-se as relagoes constitutivas do indutor e do resistor em corrente alternada, resulta
(juL+RI=E, = 1T . (26)
w —= S = .
J jwL+ R

Substituindo-se os valores numéricos fornecidos, tem-se
100/90° 100/90°
j10+1  /101/arctg 10

Finalmente, convertendo o fasor para grandeza cossenoidal, tem-se

I=

~ 9,9504/5,7106° A. (27)

i(t) = 9,9504 cos(10t + 5,7106°) (A, s). (28)

Note que a corrente encontrada pressupoe que o RPS ja foi atingido.
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Exercicio 2

A tensao sobre um capacitor de 100 pF é dada por
v(t) = 10cos(200t) (V,s).
Determine o fasor I correspondente a corrente nesse capacitor na conven¢ao do receptor.

Exercicio 3

Considere o circuito da Figura 10, excitado por um gerador senoidal cuja tensao é dada por
es(t) = Escos(wt +0) (V,s), com E > 0.

+
es(t)_<> C =] ve(t)

Figura 10

(a) Para que o médulo do fasor Ve seja Fg/2, quanto deve valer a capacitancia C7
(b) Qual deve ser o valor da resisténcia R para que v¢(t) fique atrasada de 45° em relagao a
es(t)?
Exercicio 4

Considere o circuito da Figura 11, em unidades SI, operando em regime permanente senoidal
de frequéncia w.

Figura 11

Sabe-se que Ic = 1/30° A.
(a) Se I, = /¢ A, quanto vale ¢?

(b) Determine a func¢ao de excitagao da tensdao do gerador, ou seja, eq(t), em fungao de I, C'

e w.
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Exercicio 5

Considere o circuito da Figura 12, em que a corrente vale i(t) = v/2 cos(20t — 15°) (mA, ms).

i(t) 10 k)

——AN——
v

VR (t)

+
ei(t) O () %OﬁH

Figura 12

Forneca a expressao de es(t). Use o Sistema de Unidades Consistentes AF mostrado na Tabela 2.

Tabela 2: Sistema de Unidades Consistentes AF.

tensao corrente resisténcia indutancia tempo

Vv mA kQ H ms

5 Impedancia e admitancia

Nessa secao, as relagoes fasoriais encontradas na Sec¢ao 4 sao reescritas de uma forma mais geral,
também conhecida como lei de Ohm em corrente alternada. Considere um bipolo elementar

qualquer na convencao do receptor, em RPS, conforme mostrado na Figura 13.

~

1
R, L ouC v

Figura 13: Bipolo elementar R, L ou C' na convencao do receptor.

A partir das Equagoes (14), (18) e (22), observa-se que as relagoes entre tensdao e corrente

para os bipolos elementares podem ser escritas na forma geral
V = Z(jw)l, (29)

em que Z(jw) é chamada de impedéncia do bipolo. A Equagao (29) é conhecida como a lei
de Ohm em corrente alternada. Observe que Z(jw) varia com a frequéncia e depende do bipolo
considerado. Podemos também representar as relacoes entre tensao e corrente como

I =Y (jw)V, (30)
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1
Z(jw)
varia com a frequéncia e depende do bipolo considerado. Na Tabela 3, sdo resumidos os valores

em que Y (jw) = é chamada de admitancia do bipolo. Novamente, observe que Y (jw)

de impedancia e admitancia dos bipolos elementares na convencao do receptor.

Tabela 3: Valores de impedancia e admitancia dos bipolos elementares na convencao do recep-

tor.
Bipolo Z(jw) Y (jw) Defasagem entre tensao e corrente
1
Resistor R G = - tensdo e corrente em fase
Capacit L2 jwC tensao at da de 90° lagdo a corrent
apacitor Tl e jw ensdo atrasada de em relagdo a corrente
: 1 1 < . <
Indutor JjwL —=—j— tensao adiantada de 90° em relacdo a corrente
JwL wlL

No caso de um bipolo qualquer, obtido, por exemplo, a partir da associagao de bipolos
elementares, a impedancia pode ser colocada na forma geral

Z(jw) = R(w) + 7 X (w), (31)

em que R(w) é o componente resistivo ou dissipativo da impedéancia e X (w) é o componente
reativo da impedancia ou reatdncia. A admitancia desse bipolo pode ser obtida invertendo-se

Equacao (31), resultando em

. 1 1
U 200 T R )

1 [ (W )—JXW)l

(
R(w) +jX(w) | R(w) = jX(w)

_ R(w) o X(w)
T Rw) + X2(w) Y R2w) + X2(w) (32)
= G(w) + jB(w), (33)

em que G(w) é o componente condutivo da admiténcia e B(w) é denominada susceptancia.

Exemplo 2 — Calculo de impedancia e admitancia de um bipolo R, C

Considere um bipolo constituido de um resistor ideal de resisténcia R em série com um capacitor
ideal de capacitancia C', em RPS de frequéncia w. Adota-se convenc¢ao do receptor para o bipolo,

conforme mostrado na Figura 14.

Figura 14
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A tensdao V pode ser escrita como

V= VR + VC. (34)
Utilizando-se as relagoes da Tabela 3 para as tensoes Vi e Vg, resulta
. ~ 1 - 1\ =
V=RI+—I=|R+—| I 35
* JwC' ( * Jjw ) (35)
A impedéancia do bipolo na convenc¢ao do receptor é dada por
1% 1 1
J(jw)===R+—=R—7j—. 36
(w) = = * 0 e (36)

Portanto, o bipolo considerado possui componente resistiva da impedancia igual a R e reatancia
—i. A admitéancia do bipolo pode ser calculada invertendo-se a impedéncia (36), resultando

e1m

1 1 wC
Y ] = = —
(jw) Z(jw) R—jL  wRC—j

_ wC (wRC+j>

WwRC —j \wRC +j
2 P2
w*RC _ wC
= +7 . (37)
w?R2C? +1 w2R2C? + 1
Sendo assim, o bipolo considerado possui componente condutiva da admitancia igual a %&Cil
e susceptancia igual a #gli-l'

Exercicio 6

Reescreva a Tabela 3 considerando que os bipolos elementares estao na convencao do gerador.

Exercicio 7

Considere o circuito da Figura 15, em que todas as formas de onda sdo senoidais.

P >\VR\ v
_I_
vg(t) =10 cos(wt) (V,S)_() L

C=05F

4

Figura 15
(a) A partir dos valores indicados no circuito, e sabendo-se que w = 2rad/s, determine o
valor de L.

(b) Para um certo valor de w, a impedancia do conjunto R, L, C resultou puramente resistiva.

Qual é o valor desse w?
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Respostas dos exercicios
1. L E=3/-60°V.
II. Alternativa (d).
III. Alternativa (a).
IV. Alternativa (c).

2. T=0,2/90°A.
V3

3. (a) C_E'
(b) R:%.

4. (a) p = —150°.
(b) es(t) = % cos(wt —60°) (V,s).
5. es(t) = 20cos(20t + 30°) (V,ms).

6. Veja a Tabela 4.

Tabela 4: Valores de impedancia e admitancia dos bipolos elementares na convengao do gerador.

Bipolo Z(jw) Y (jw) Defasagem entre tensio e corrente
Resistor -R -G = —% tensdo e corrente em inversao de fase
C it L2 jwC tensdo adiantada de 90° elagdo 3 t
apacitor Tl e —jw ensdo adiantada de em relagdo a corrente
‘ 1 1 < <y
Indutor —jwL - =J]— tensao atrasada de 90° em relagao a corrente
JwlL wL
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