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METODO DOS ELEMENTOS FINITOS (MEF)

Permite resolver problemas de dificil geometria com
relativa  facilidade. Originado em 1955, do metodo
matricial de modelos reticulados (industria aeronautica).
Sua formulacao foi feita por Argyris e Kelsey (1955) e por
Turner, Martin e Topp (1956).

Mas, antes de apresentar e resolver a estrutura por MEF,

vamos apresentar um problema mais simples:



SISTEMA LINEAR DE BARRAS COM MOLAS ELASTICAS
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Equacdes de equilibrio:
F( + F@ + F®
Fi® 4 F{) 4 F§
FS‘) + F(?S) == Ry

+ F{¥ = Ry
= R

Eq. (2)

Substituindo as Egs. (1) na Eq. (2), tem-se o sistema linear a ser resolvido
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METODO DOS ELEMENTOS FINITOS
Subdividir o dominio em subdominios, em elementos finitos;

Aplicam as funcbes aproximadas para o campo das variaveis
pertinentes nas EDPs de um problema de valor de contorno
(PVC);

Para o caso de se basear no metodo dos deslocamentos, o
campo aproximado € o dos deslocamentos, associados a
parametros nodais. ‘




METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Permite resolver problemas de dificil geometria com
relativa facilidade.

Originado em 1955, do método matricial de modelos
reticulados (industria aeronautica). Sua formulacao foi
feita por Argyris e Kelsey (1955) e por Turner, Martin e
Topp (1956).
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Partindo-se entao das equacoes diferenciais de equilibrio:

Jlj,j_l_bI:O i,j:1,2,3

Pi = Pi =0y - N; em T, 1, j=123 forcas de superficie prescritas

: em I, 1,]=123 deslocamentos prescritos NS

Método dos Residuos Ponderados

Vv

YR

Ui : campo de deslocamentos continuo e virtual, que satisfaca: G;=0 em T,

u

Aplicando-se o teorema da divergéncia, e uma identidade matematica, tem-se:

[é7 o dv=[a-bdv+ [a-pds ):
V S,

Vv
p




METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Na mecanica dos solidos, € comum empregar o famoso método de Bubnov-

Galerkin no PTV, o qual impGe que as fungdes pesos e admissiveis sao iguais u = U

U=H(x) ume =123 o=De

e=B(x) u™® =123

H e B sao as matrizes de interpolacao de desloc. e desloc. - deformacéo.

13 ».,

Para um elemento finito genérico “e”:

Gy D B! D,B, dv} MR j Hlb, dV +{a°®}" [H]

Srp
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Para o elemento “e”:

K
F

. vetor resultante devido as forcas externas |
U

e maitriz de rigidez (ngdl x nr_nos_ elem)’

e  Vvetor dos deslocamentos nodais

Fazendo-se o somatoério de todos os elementos “ne” que compdem o dominio em
estudo:

Para a estrutura total:

ne
K= Z jBeT D.B.dV matriz de rigidez (nn x ngdl) x (nn x ngdl)

e=1| v,
F = i[IHgbedv + jHJ pedS:| Vetor de forgcas nodais equivalentes (nn x ngdl),
e=1| v, Sy conhecidos
Vetor de desloc. nodais (nn x ngdl),
K.y = desconhecidos

Y

nn: nr. de nds; ngdl: nr. de grau de liberdade de cada no



METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Caracteristicas:

As funcdes aproximacodes, tem valor unitario no noé i e nulo nos outros
nds. Técnica de interpolacéo lagrangiana:

L
u(x) =@ (x)+ ar@, (x) + ...+ a;0.(x) +... + &, @, (x) l‘.'x!: — HT-
[(x—x;_
(=%) se X SX=X;
(% — x;-1)
9;(x) =+
X 1—X
ﬁ s€ X XS X, - .
(%1 — 5 uven do nd X ;-
i+ 1 Q - Malho de dominlo
..,‘_________d_____,_.;—"’
Xj"/_) ) (‘
:{(I) H E(x) a(f) I{{JC)
Uy,
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Aproximacao local



MEF:
* Formulacao local, facilita modelos nao-lineares

« Existem grande familia de elementos finitos

« Geometria complexa é imediato

 Dificuldade para aproximar campos singulares,
gradientes de tensOes, descontinuidades (Mec. Fratura)

« EXxige eficientes técnicas de remalhamento
* Facil realizar enriquecimento “h” localmente

« Matrizes esparsas, simetricas e em banda




Caracteristicas da matriz de rigidez (K)

ser altamente esparsa

ser positiva-definida
ser simétrica

ser bem estruturada

i
2
.\.N k- . -
e il
A
L \ e by ¢
.‘. Y .\ \
.\‘\ ) A
A
b G \‘.\. A
i i
L) 0 -
AU
. "_ . ) L]
o i 2 A
.\'\ \.'.'.'
R e MUY
N. \.
by T

EN =133
=2,3.10°

Nao zeros

%nz=0,7%

-
R S
N \_‘\ '\\ A
.\\- Xpiig
) Gy
Y R
. S SR
U i \ \_4 ‘\. .
UL,
. . -
R e b )
N
Ny B b R
N Y A
SRR %
-, N
‘s

13



MEF: MONTAGEM DA MATRIZ K
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MEF — PORTICO PLANO

2 - DEFINIGAO DE MATRIZ DE RIGIDEZ E VETOR DE FORGA NODAL LOCAL

Seja o portico plano qualquer, definido em um sistema de coordenadas global, conforme
figura abaixo:

Toma-se um elemento genérico “j° conhecidos suas coordenadas neste sistema global,

sua area, modulo de Young & momento de inércia, que s&o admitidos constantes ao longo
do elemenio.

Define-se um sistema local (3 13) dextrorso, de modo que o eixo x seja orientado do né

local @ para o no final @ e que 0s versores -e - sejam idénticos.

m\“

0 ) 15

Yz.z

Associam-se aos nos locais do elemento )" os trés graus de liberdade existentes no
pértico plano com sentido positivo indicado pelo sistema local, ou seja,




MEF — PORTICO PLANO

2
Y
\ (8}={u,v, 8 u v, O}

\
/@ NN LN R 2 2 72
U1/v X \Vl
!
1

RN
Z

Deste modo, a barra genérica “j” pode ser indicada como:

u,
v
0.
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u,_—Y K\‘\:



MEF — PORTICO PLANO

Determinacao da Matriz de Rigidez para Elemento Finito de Trelica

e u(&)=og + 0q.8

X
: onde: &= E

Que pode ser representada matricialmente por:

u(g) = { e}{z?} (31)

Os parametros nodais a ser considerados sdo os deslocamentos longitudinais ui e uj nos
noés 1 e j. Portanto, impondo as condigdes de contorno:

u(g=0)=ui
u(€="1)=uj

E trabalhando os resultados, obtém-se:

og = ui
o = Uuj—ui

5 . . : . Y
Chegando a seguinte relagdo entre pardmetros nodais e generalizados:

{Z?}{—11 ?HEJI} (32




MEF — PORTICO PLANO

Determinacao da Matriz de Rigidez para Elemento Finito de Trelica

ue) ={1- s}{ﬁj} 33)
Portanto:

[ot]={1-¢ &} 34)
{Ung}= {EJ'} 35

Que sdo, respectivamente, a funcio de forma e o Vetor de Deslocamentos Nodais para
elementos de trelica.
Pode-se entdo, determinar a derivada segunda da funcdo de forma:

[Bt]=¥= 11 (36)
S

Substituindo (34), (33) e (36) em (33), obtém-se as seguintes relagdes:

u(e) =[¢t]{Un¢} G
du(e) _

4 =[Bt]{Un¢} (38)
Sabe-se que:

g —du_dude 1du

X7 dx dedx 7 de 9

Substituindo (38) em (39), fica:

1
ex = -[Btl{Unt} (40)
Para trelica, temos:
{E} = {E}t =&y (41)

_ t_ _
{c}={c} =0y =Esy (42)

Substituindo (41) e (42) em (7), temos:




MEF — PORTICO PLANO

Determinacdo da Matriz de Rigidez para Elemento Finito de Trelica

D]=[O]' =X ==% _g 43)
Ey ¥

Substituindo (40), (41) e (42) em (2), fica:

U= 2 [ (Ung By DE(BLUN. ) oV

Zy X

U= ;.{Unt}t.[” j[Bt]t.FiE.E.[Bt] dxdydz}{Unt} @9

Sabe-se que: {J..[ dydz: A} (drea da secdo transversal) e dX = £.dg . Substituindo

Zy
em (44), fica:
1 L+ EA
U= 5.{Unt}t{ [IB]" — B ds}{Unt} (45)
: .
onde:

1
I[Bt]t. %[Bt] de - Matriz de Rigidez para um Elemento de Trelica K+l (46)
0 £

Considerando E ¢ A constantes, substituindo [B] (36) em (46) e efetuando as integracdes,
temos:

EA[1 -1
Ki]=—_.
Kil=— [_1 1} “n

Que & a Matriz de Rigidez para um Elemento Finito de Trelica sem considerar a
variacio de espessura (A constante).




MEF — PORTICO PLANO

Matriz de Rigidez para Elemento Finito de Viga:

O elemento finito de viga (Fig. 2.1) é desenvolvido mediante a consideragio de uma
funcgdo aproximadora cubica para representar o deslocamento transversal do tipo:

= e =2 PX
ViEF oy tay.s T bt ad

onde: £= EE representa um sistema de coordenadas homogéneas.
. —é—b- ————————— b X
1 J
1
Y
%

Fig. 2.1 (Elemento Finito de Viga)

Que pode ser representada matricialmente por:

(2.1

Onde se pode obter as rotagdes dertvando a fungdo dos deslocamentos, resultando:

av  dv dZ 2, 1
S5y = — =" = o (ay + 2, E da B )=
(£) f = d (e 15 3= ‘

Os parimetros nodais a ser considerados sdio os deslocamentos transversais vi e vjle as

rotagdes & e § nos nos 1 e . Portanto, impondo as condigdes de contorno existentes no

extremo do elemento de viga nas relagdes de deslocamentos e de rotagdes, de maneira que
seja satisfeito as seguintes condigBes:

WeE=0)=vi
We=1)=1
BE=0)=6&
6(c ==
Podemos expressar os pardmetros da fungio ponderada da seguinte forma:

ap =Vi

o =6a.0

@, =3vi+3y-2680-G.L
a;=2vi-2yji+ @i+ G0

Os quais podem ser representados por:




MEF — PORTICO PLANO

Matriz de Rigidez para Elemento Finito de Viga:

) 1 0 0 07[w

= ! @2
ay| |-3 -26 3 —if|y
al |2 ¢ -2 ¢]lg]

Substituindo (2.2) em (2.1), tem-se:

1 1] o 0 vj

.| 0 £ [V - ¢
wWE =1 & =1 L3 i : )
‘(‘:) { 5 & ] ~3 —2¢ 3 iy 'U‘J

2 ¢ -2 ¢l

Entio, o campo de deslocamento de um elemento de viga qualquer pode ser indicado por:

Vi
WO ={1-3.87+28 £r-208 408 32728 -2 408h] 23)
L/
g
De modo que
[Bl={1-3.£7+25 sr-208 408 38728 (27 +08) 24
vi|
&
{Umy=1 " @3)
v
g

sfio, respectivamente, a Funcio de Forma (2.4) e o Vetor de Deslocamentos Nodais
(2.5).

Pode-se entio, determinar a derivada segunda da fungio de forma:

dj
dgf]={—6—124§ —40+6.05 6-12.5 —20+6.05) 2.6)

(8]

Seguindo as hipoteses clissicas da resisténcia dos materiais para as vigas, apenas
considera-se as tensdes atuantes e deformagdes na direcSio do exo x (o, e £,.). As outras
diregdes sdo desprezadas.

Com isto, tém-se, da Resisténcia dos Materiais, as seguintes hipoteses cinematicas (Fig.
2.2

______________ L X

y ~18__
u T -

Fig. 2.2 (Trecho de Viga Indeformada e Deformada)

senf= —— => w=-—ysenf (tem valor negativo devido ao sistema de referéncia

. av
Para dngulos muito pequenos: senf =tanf =8 e 6 = o portanto:
H=—y.—
Y
dl
Sabe-se que £, = j Entio:
dx

d*v
Eg =" . 2.7)

Deixando (2.7) em fungdo de £, temos:

1 d% 1 -
mrE gy 1Bl 2.8

Para viga, temos:

{et={st =+ 2.9)

{o}={o} =0, =E=, (2.10)
Substituindo (2.9) e (2.10) em (1.7), temos:

(D]-(o) = 2= EE g @1

£ £

x x

Substituindo (2.8), (2.9) e (2.10) em (1.2), fica:



MEF — PORTICO PLANO

Matriz de Rigidez para Elemento Finito de Viga:

1 t t s -
U= E-[T' L) [B] _:;T_E_[B]_{LH} av

LR .

,1
U=%.{[ﬁ?}f. 1 [B]f_JF_E_[B] dxdyd:} (U}

Como dv=(d& e [ [ v? dyd-= I _ fica:

L

1 !
i
U=2 vl [1BY 2 E1.[B] de L{un 2.12)
2 \o £ ) J
Onde:
1
1
[[B]I Vi EI_[B] 4% - Matriz de Rigidez para Elementos de Viga [K]. (2.13)
0

Considerando E e Iz constantes, substituindo [B] (2.6) em (2.13) & efetuando as
integraces temos:

12 64 -12 64
6.0 4.0 —-61 2.°
k1=ZL (2.14)
& 1-12 -6¢ 12 -6f

6.6 2.0° —61 4.0°

que & a Matriz de Rigidez para Elementos Finitos de Viga sem considerar a variacio
de espessura (Iz constante).

)2



MEF — PORTICO PLANO

Determinacio da Matriz de Rigidez para Elementos Finitos de Porticos
Planos

A Matriz de Rigidez para Elemento Finito de Portico Plano pode ser determinada através
da vnifio entre a Matriz de Rigidez para Elemento Finito de Viga (Equacio (26)) com a
Matriz de Rigidez para Elemento Finito de Trelica (Equacéo (47)).

Iss0 se deve ao fato de os porticos planos terem como incognitas nodais duas translagdes
(deslocamentos longitudinais (U ) e transversais (V )) e uma rotacio Ejgim (8).

Unindo (26) e (47), obtém-se a seguinte matriz de rigidez para porticos planos
considerando o sistema de coordenadas locais para cada elemento. ou seja. o eixo X
acompanha a inclinacio de cada trecho distinto do portico:

[’] 12E1 BEI od 12El BEI
7 72 3 72
0 e.gl 4.F.| 0 s.gl 2.?
[Kpl= ‘ ‘ ( : (49)

o _12El BEl , 12El _G6El

03 (2 03 02
0 6El 2El , _6El 4El

i (2 ¢ (2 ¢ |

Que ¢ a Matriz de Rigidez para um Elemento Finito de Pértico Plano sem considerar
a variacio de espessura (Iz e A constantes).

pE



MEF — PORTICO PLANO

Vetor de Forcas Nodais Equivalentes para Trelica:

Considere a forga externa linearmente distribuida no elemento de treliga (Fig. 6.1):

v

t L — bk ——nfy Substituindo as Expressdo da Funcdo de Forma expressas em 11_3»[ (6.1)e ‘_ht (6.2) em (6.4)
i > _| e efetuando as integragdes, obtém-se:
i 1
1 | 1 1
A LIt
. 1 (6.5)
. . . N . - Q - —{Ml uE }.E 3 6 .
Fig. 6.1 (Forga Externa Linearmente Distribuida no Elemento de Treliga) 1 1 IZ
Considere também o sistema de coordenadas local a cada elemento finito, ou seja, os 6 3

emos X e v acompanham a inchnacio de cada elemento. A carga externa P vana
linearmente através das seguintes relagdes de t; e t; (contribuicdo transversal da carga

. e de uy e us (contribuicdo vertical da carga extemna): Desenvolvendo e utilizando o principio da minima energia potencial, chega-se a:

t]  — [t 1 1 ] :
—1_ T _ ! (6.1) —1 +=1, |L
R(&)={1-¢ 5}-{f2} [Q]-{rl} . [?1 ? 2 6.6)
P& ={1-¢ 5}{”‘}4&]{“‘} 62 [3“5'?2}5
Uy iy

Que € o Vetor de Forcas Nodais Equivalentes para Elementos Finitos de Trelica com
Tém-se de (1.1) que: Carga Distribuida Variando Linearmente {ft}.
Para o caso de forga distribuida ser constante, ou seja, t) = =1, a equagdo (6.6) fica:

Q=[P ()} dr=-[REOY- (@)L 4z ©

il
{fy. = 2 (6.7
¢ i
Substituindo (6.1) e (6.2) em (6.3), tém-se: L
. 2
— b e )WL, d
Q=- {[?ﬁ:] } [¢r] £ f que fica: Que € 0 Vetor de Forcas Nodais Equivalentes para Elementos Finitos de Trelica com
0 T2 ly ’ Carga Distribuida Constante {ft}c.

Q=1 rz}.rf{ Iragta d_f}{j‘} ©64)



MEF — PORTICO PLANO

\etor de Forgas Nodais Equivalentes para Viga:

1 5
=11 &1 -
Y - {wl{ Y Lo de
] )
L8
oy o que fica:
X s (1_ 3 (3.4)
; — T — 0=-{g, g}t [[#1 4] de | {Ln}
inlt_i_v(x) w0 /
:_.dx_l e _
] Substituindo as Expressdes das Fungdes de Forma ¢, Eq. (3.2) e ¢, Eq. (24)naEq. (3.4)
e efetuando as integragdes wutils 0% Tecursos programa c
1 fi do utilizando do Mathcad 2000
Professional™, tém-se:
Fig. 3.1 (Forga Externa Linearmente Distribuida no Elemento de Viga) (7 ¢ 3 -0 (3.5)
- 20 20 20 30 T
Onde ef:f 0= {gl gﬂ}f‘l 3 13 7 —f I—{["n}
‘ \20 30 20 0/
A carga externa P varia linearmente através da seguinte relagdo de g; e gz: .
1 \ GO Que pode ser escrita como:
P(E)=f1-& :}.{gl } =[¢].{g‘ }
&) £:) (76 300
200 20
Portanto: o2 2
| = = |re 3.6)
p it 200 30 /& (
[Pl=i-¢ & G2 Q=T 5 14 '{gq %
[20 20| °
Que & a Funcio de Forma. = ot |
L3 20)
Tém-se, de (1.1) que Q =~ {(P}".{v} o . !
Desenvolvendo (3.6) chega-se a:
Transformando (1.1) para o contorno T ficar em fungio de Z=x/¢, fica:
] i"a"?g jg'f\l
-’ 1 (33) \2& 0%
O =[P ()} dx=—[{PEY . )L ds Y
¢ ¢ I— 1+ ] (3.7
Qefry| (2073077
Tém-se de (2.3) que: (3 7 !
5 5 ) 5 5 5 5 5 207 20%)
WE={1-3£7+24" LU-2057+08 3£7-28 €47+ 057} {Un} =[¢].{Un} [ 1 1 Y al
:_'-__E & _E-g:;f /
Onde o vetor {Un} pode ser verificado em (2.5). o /
Substituindo (2.3) & (3.1) em (3.3). tém-se: Para se obter o Vetor da Forgas Nodais Equivalentes, & necessario minimizar a equagio

(3.7):
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\etor de Forgas Nodais Equivalentes para Viga:

(1.2 )
(20t 2077
I (1 1
.Iﬁ-gl _ﬁ-gz 1
dO=mn [{Un"] Y 3 ; 10
{ |
— g +—g |l
2051720
[( 1 1 .
=g ——g, "]
(L 307 2072 )
Obtendo-se
(7 3 %)
— T — ﬂrE
(205 " 0% J
| (1 1 V., |
| — g +—.g |2 38
Aol 208 T35 ¢9
Iig _l_g le
2070 207
I 1 Y\
HW—=&a-——&
(L30= 207 )

Que & o Vetor de Forcas Nodais Equivalentes para Elementos Finitos de Viga com
Carga Distribuida Variando Linearmente {f}.

Para o caso de forgca distnbuida ser constante, ou seja, g, = g2 = g. o vetor de forgas nodais
equivalentes fica:

(&gt

| T (39)

Que & o Vetor de Forcas Nodais Equivalentes para Elementos Finitos de Viga com
Carga Distribuida Constante {f}c.
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MEF — PORTICO PLANO

Vetor de Forcas Nodais Equivalentes para Portico Plano (distribuida):

\
Je

/
L
3 6

|

(3

XA
JONRY

1

(%-gﬁr

1
L

20
1

\(—5-91—

1

o

3

petl®p

20
1

%-92

j.z
’

1
L)

1
20

.
—.q, |/
g, + 20 gzj

—.gzj.éz
/
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Sistema algébrico do elemento no eixo local:

B 0 R 0
L L
0 12-E-1  6-E-I o _12-E-l BE-l |y NN
L3 L2 L3 L2 f f
6-E-1  4-E-I 6.-E-1  2.E-l1 | [“ 2 2
0 it o, |f f
L2 L L2 L N AN 3
E-A E-A NRRRRRY NNRR
AN 0 0 SN 0 0 Uz . 4
L L v f f
0 WWRRERRRNNEREN 0 RERRNNNEGR RN . ; \
|3 |2 |3 [ 2 GO f6) CONCENTRADA L f6) DISTRIBUIDA
6-E-I 2-E-I 6-E-1 4-E-I
0 a RN ¢ IR
i L L L AN
R Que pode ser escrita com a seguinte redacéo:

[k]exs '{5}6x1 N {f }6x1

[k] : matriz de rigidez para o elemento de portico plano prismatico
no sistema local com E,I, A constantes. )
28

\ {0}, {f} :vetorde deslocamentos e forgas nodais
equivalentes nodais do elemento, sistema local.




TRANSFORMACOES DE COORDENADAS PARA PORTICO PLANO

Seja um vetor V contido no plano xy, de versores (g.e,). Defina-se um sistema
cartesiano local (x.y), de versores (e1.2:), também contido no plano xy, mas rotacionado

{sentido positivo dextrorso) de um dngulo @ entre o eixo x e este novo eixo x, conforme
esquematizado na figura abaixo.

4ye,
V.62
>
) 3 X8
¥
N\
Ja | .
zllZ

O vetor V pode ser decomposto como:
V=V.-a+V. e |
E
. V, =V. -sena+ V- -cosa (24)

Assim, a eq. (24) pode ser escrita matricialmente como:

Vr‘[__ cos@ — Sena V;[ (25)
V1[ " |sena  cosa | _V—[

¥l

A matriz que relaciona as componentes no sistema (x. 1) e (x)) & dita matriz de

transformacéo de bases e & também ortogonal. Sabe-se da algebra que se uma matrniz &
ortogonal, por exemplo, a matriz [ 4], & possivel demonstrar que:

[4] = [4] (26)

Ou seja, a inversa de uma matriz & sua transposta. Relembrando que uma matriz
transposta & definida conforme um exemplo indicado na relacdo (27)]

dp G a dy 4y (27)

[-'{]= Gy Gy Gy [—‘I]T= a4 dp dy
ay Gy 4 a;

3 23 33

Assim, na relacdo (25), usando a propriedade de ortogonalidade da matriz de
transformacédo, & possivel redigi-la da seguinte forma:

{V{[_ [cosa  sena] [V:] (28)
KN |:—sena cosa]{VJ.J
Qu . .

{ ;j }: 2] { E} (29)
Onde R é dita matriz de rotaco.

Voltando para a barra de portico plano genérica ', pode-se fransformar os vetores
deslocamentos locais para um sistema global.

opd l cosa —sena 0] [u | (30)
VIG -=|senax cosa 0| <w ¢
éﬂ o o 1]lg
" ¥
) X
u,
6.=6;
u_ ¥ \
W
=&
Expandindo para considerar o no local @ :
L-’IG 1 [cosa —sena 0 0 0 0] 1 | (31)
VIG sene  cosa 0 0 0 0] |wn
N 0 0o 1 0 0 0l g
L-'f ] 0 0 cosa —sena 0| |u,
VJG 0 0 0 sena cosa 0 |w
BJG‘ | 0 0 0 0 0 1] 16 ]
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Qu

i [o]] e [&T
) 6“_[[0] A L

(32)

De maneira correlata, a mesma transformagao & aplicada ao vetor de forgas, assim:

I
{F¥on =[REs e (33)
Com a matriz de rotagdo transposta definida como:
[cosa —sena 0 0 0 0] (34)
sena cosa 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0]
[R] = ’
0 0 0 cosa -—sena 0
0 0 0 sena cosa O
0 0o 0 0 0o 1]

QOu, définida na forma direta:

[ cosa  sena 0 0 0 0
—sena cosa O 0 0 0
0 0 1 0 0 0
[&]=
0 0 0 cosa sena 0O
0 0 0 —sena cosa 0
| 0 0 o0 0 0o 1
Onde A equacdo (22), deve também ser equacionada para o sistema de referéncia global.
e . i i .
{U}*: vetor de deslocamentos nodais do elemento, no sistema global; [€]sxs - 18} =17} (22)

{F}*: vetor de forgas nodais equivalentes do elemento, sistema global.

Isto & feito, aplicando as propriedades de ortogonalidade da matriz de rotag&o sobre as
relagdes (32) e (33) em (22), da seguinte maneira:

[Elexs 16} = [RIAF* = [Klexe - [R]- U =[R] - {F* (39)

Pré-multiplicando a relagéo (35) por [R]":

[R]™-[kszs - [R]- U} = [R]” -[R]-{F} (36)

Lembrando da algebra que [4]"-[4] =[], onde I & a matriz identidade e da defini¢go
(26), a expressao (36) resulta em:

(R -[Flexs - [R]- U = {F (37)

Ou de modo compacto:

[Klews U ={F) (38)
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[Klsxs = [R] -[#]-[#] (39)
[K|°: matriz de rigidez do elemento, no sistema global;

Resumindo, para cada elemento:

) Definem-se carga distribuida, area, inércia, modulo de elasticidade e seus nos
inicial e final, de modo que seu sistema local ja fique determinado;

i) Calcula seus cossenos diretores (cos e sen) e comprimento;

iii) Obtém as forgas nodais equivalentes no sistema local;

iv) Obtem a matriz de rigidez no sistema local;

V) Obtem a matriz de rotagao, relacao (34);

vi) Obtém as for¢cas nodais equivalentes no sistema global, eq. (33), usando a

relacao das forgas nodais equivalentes no sistema local;

vii) Obtem a matriz de rigidez no sistema global, eq. (39), usando a matriz de
rigidez no sistema local.



