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Permite resolver problemas de difícil geometria com

relativa facilidade. Originado em 1955, do método

matricial de modelos reticulados (indústria aeronáutica).

Sua formulação foi feita por Argyris e Kelsey (1955) e por

Turner, Martin e Topp (1956).

Mas, antes de apresentar e resolver a estrutura por MEF,

vamos apresentar um problema mais simples:

MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS (MEF)
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DIVIDA EM 

ELEMENTOS E NÓS:

Em cada nó associa-se deslocamento (U1, U2, U3) e força (R1, R2, R3)

SISTEMA LINEAR DE BARRAS COM MOLAS ELÁSTICAS
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ELEMENTO 1

ELEMENTO 2

ELEMENTO 3

ELEMENTO 4

ELEMENTO 5

Eqs. (1)
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Equações de equilíbrio:

Eq. (2)

Substituindo as Eqs. (1) na Eq. (2), tem-se o sistema linear  a ser resolvido
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MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Subdividir o domínio em subdomínios, em elementos finitos;

Aplicam as funções aproximadas para o campo das variáveis 

pertinentes nas EDPs de um problema de valor de contorno 

(PVC);

Para o caso de se basear no método dos deslocamentos, o 

campo aproximado é o dos deslocamentos, associados a 

parâmetros nodais.
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Permite resolver problemas de difícil geometria com

relativa facilidade.

Originado em 1955, do método matricial de modelos

reticulados (indústria aeronáutica). Sua formulação foi

feita por Argyris e Kelsey (1955) e por Turner, Martin e

Topp (1956).

MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS
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3,2,1,0, ==+ jibijij

Partindo-se então das equações diferenciais de equilíbrio:

3,2,1, === jiemnpp pjijii  forças de superfície prescritas 

deslocamentos prescritos 3,2,1, == jiemuu uii up +=

Método dos Resíduos Ponderados 

3,2,1,0)( , ==+ jidVub

V

iijij




: campo de deslocamentos contínuo e virtual, que satisfaça: 
iu


ui emu = 0


Aplicando-se o teorema da divergência, e uma identidade matemática, tem-se: 

dSpudVbudV
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


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MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS
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Na mecânica dos sólidos, é comum empregar o famoso método de Bubnov-

Galerkin no PTV, o qual impõe que as funções pesos e admissíveis são iguais u = 

3,2,1)( == iuxHu nodal
i

3,2,1)( == iuxB nodal
i

iu


H e B são as matrizes de interpolação de desloc. e desloc. - deformação.

Para um elemento finito genérico “e”: 
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MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS
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matriz de rigidez

vetor resultante devido às forças externas 

vetor dos deslocamentos nodais

Para o elemento “e”:

eK

eF

eu

Fazendo-se o somatório de todos os elementos “ne” que compõem o domínio em 

estudo:
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dSpHdVbHF
1

FuK nodal =

matriz de rigidez (nn x ngdl) x (nn x ngdl) 

Para a estrutura total:

Vetor de forças nodais equivalentes (nn x ngdl), 

conhecidos 

Vetor de desloc. nodais (nn x ngdl), 

desconhecidos 

nn: nr. de nós; ngdl: nr. de grau de liberdade de cada nó 

2)__( elemnosnrxngdl
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As funções aproximações, tem valor unitário no nó i e nulo nos outros 

nós. Técnica de interpolação lagrangiana:

MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Características:

Aproximação local
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MEF:

• Formulação local, facilita modelos não-lineares

• Existem grande família de elementos finitos

• Geometria complexa é imediato

• Dificuldade para aproximar campos singulares, 

gradientes de tensões, descontinuidades (Mec. Fratura)

• Exige eficientes técnicas de remalhamento

• Fácil realizar enriquecimento “h” localmente

• Matrizes esparsas, simétricas  e em banda 12



ser altamente esparsa

ser positiva-definida

ser simétrica 

ser bem estruturada

Características da matriz de rigidez (K)   
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MEF: MONTAGEM DA MATRIZ K
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MEF – PÓRTICO PLANO
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MEF – PÓRTICO PLANO
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Deste modo, a barra genérica “j” pode ser indicada como:
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MEF – PÓRTICO PLANO

Determinação da Matriz de Rigidez para Elemento Finito de Treliça
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MEF – PÓRTICO PLANO
Determinação da Matriz de Rigidez para Elemento Finito de Treliça
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MEF – PÓRTICO PLANO
Determinação da Matriz de Rigidez para Elemento Finito de Treliça
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MEF – PÓRTICO PLANO
Matriz de Rigidez para Elemento Finito de Viga:
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MEF – PÓRTICO PLANO
Matriz de Rigidez para Elemento Finito de Viga:
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MEF – PÓRTICO PLANO
Matriz de Rigidez para Elemento Finito de Viga:
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MEF – PÓRTICO PLANO
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MEF – PÓRTICO PLANO
Vetor de Forças Nodais Equivalentes para Treliça:
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MEF – PÓRTICO PLANO
Vetor de Forças Nodais Equivalentes para Viga:
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MEF – PÓRTICO PLANO
Vetor de Forças Nodais Equivalentes para Viga:
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MEF – PÓRTICO PLANO
Vetor de Forças Nodais Equivalentes para Pórtico Plano (distribuída):
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ADISTRIBUIDACONCENTRAD
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MEF – PÓRTICO PLANO

y

x

z

1

1u

2u

1v

2v
2

1

2

=u  v    u  v  
T

1 1 1 2 2 2

Sistema algébrico do elemento no eixo local:

Que pode ser escrita com a seguinte redação:

     
161666 xxX fk = 

][k : matriz de rigidez para o elemento de pórtico plano prismático

no sistema local com E,I, A constantes.

: vetor de deslocamentos e forças nodais 

equivalentes nodais do elemento, sistema local.
},{ }{ f
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TRANSFORMAÇÕES DE COORDENADAS PARA PÓRTICO PLANO
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TRANSFORMAÇÕES DE COORDENADAS PARA PÓRTICO PLANO
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TRANSFORMAÇÕES DE COORDENADAS PARA PÓRTICO PLANO


