Aula 5

Estudos com o tempo de duracao
Modelo de Regressao logistica



Quando ndo € possivel estabelecer o numero de
participantes , devido a uma limitacao de ocorréncia
(incidéncia). O tempo de duracao pode ser
preestabelecido.

Neste caso Nij , 1,] =1,2 sao contagens aleatodrias, com
Nij e também N, conhecidas somente apos o término da
coleta dos dados.
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Obito HIV segundo sexo e Regido em 2011.

Sexo
Regiao FEM MASC Total
Sudeste 1078 270 1348
Sul 319 65 384
Total 1397 335 1732
Boletim de Epidemiologia 2012
Bacteria
Placa Tipol Tipoll Total
A 246 17 263
B 458 32 490
Total 704 49 753




\ distribuicio de Poisson

A distribuicdo de Poisson pode ser vista como um
limite "especial" da distribuicdo binomial:
Suponha-se que » aumenta e que p diminui de tal
forma que E(X )= np se mantém constante, seja A
essa constante, entdo tem-se
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Definicio: Dado um intervalo de niimeros reais
suponha-se que certas ocorréncias surgem aleato-
riamente ao longo do intervalo. Se o intervalo puder
ser subdividido em subintervalos de comprimento
suficientemente pequeno de modo a que se

verifique:

1) A probabilidade de mais do que uma ocorréncia

num subintervalo é zero.

2) A probabilidade duma ocorréncia num
subintervalo € constante e proporcional ao

comprimento do subintervalo.

3) As ocorréncias nos diversos subintervalos séo

independentes.



Assumimos que Nij tem uma distribuicao binomial com
parametro pij=tAij,

Aij a taxa média por unidade de tempo

t a duracao do experimento ou observacao

Sendo Nij independentes temos o produto de Poisson
independentes.
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com {N = n} = (N11 = n11,N12 = n12,N21 = n21,N22 = n22).

com Hij= nij



As hipoteses neste modelo serao:
Hy: B — B (:“—‘i), paraj=1,2.
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Ha i # 'L"")P(#”) , para ao menos um par ij.

Pode-se utilizar as estatiscas ja estudadas para verificar a HO
Tp, TheTL
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Usualmente utiliza-se a distribuicao multinomial nestes
casos

Justificativa: a distribuicao de probabilidades do vetor
(N11,...,N22), N Poisson independentes, condicional a
soma N = ¥, ; Ny, segue distribui(;éo Multinomial (N, p),

com p = (p11,-...,p22), €M qQue p; = >:, #g, paraij=1, 2.




Esquema Estudos Epidemiologicos

Quadro 7-1 Esquema para Analise de Estudos Epidemiologicos
Tipo de Medida de Medidas de Associacdo Medida de Significincia
Estudo Ocorréncia Proporcionalidade Diferenca Estatistica
Ecologico  Médias/freqiiéncias Razao de - Teste de diferenca de
médias/correlagao médias (Zet)
Teste de significancia
da correlagao
Seccional  Prevaléncia Razao de prevaléncia Diferenca de Teste de dfefeﬂ!ﬁ” de
prevaléncia (DP)  proporgdes (Z¢€
Teste de qw-qﬂd'ad"
(x%)
Coorte Incidéncia Risco relativo (RR) Risco Teste de qui-quadrad®
atribuivel ) |
(RA, RAP%)
= Odds ratio (OR) RA de Levin Teste de W
(RAP%) (x%) 4’) (WY

controle




Modelos para dados onde a variavel
resposta é dicotomica

e Y->{0ou1l}

E(Y|x)=soma (Y *P(Y|x)



Exemplos

Tabela 0.1: Doenca Coronaria

Doenca Coronaria

Idade Nao Sim Total P(Y = 1|z)
20-29 9 1 10 0,10
30-34 13 2 15 0,13
35-39 9 3 12 0,25
40-44 10 4 14 0,29
45-49 7 5 12 0,42
50-54 3 6 9 0,67
55-59 4 13 17 0,76
60-69 2 8 10 0,80
Total 57 43 100 0,43




Exemplos

Tabela 0.2: Ocorréncia de Violéncia

Violencia Fisica

Idade 0 1 Total P(Y = 1|z)
15 - 25 anos 95 47 142 0,33
26 - 35 anos 86 45 131 0,34
36 - 45 anos 88 58 146 0,40
46 - 49 anos 55 21 76 0,28
Total 324 171 495 0,35
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Funcao nao linear

CXP{ﬁOﬂLZﬂka}

E(Y|x)=P(Y=1|x)=6(x) =

l—I—cxp{ﬂo —|—Zﬂkxk}

sendo X = (Xy, X2, ..., Xp) = valores observados das variaveis X,

Bo = constante e B; (k= 1,...,p) 0s p parametros de regressdo.



Funcao linearizavel

exp{B'x} B 1
14 exp{B'x} e 1-6(x)= 14 exp{B'x}

8(x) =

Q(X) 4 !
In = Bo+ D, Brxx=B'x.
( 1 —0(x) ) kzl
Esta transformacao € denominada logito.

A razao entre 9(x) e 1 — 8(x) = definicao de odds

4

__8(x)

dds —
-y S

—exp {B'x}.




Como encontrar quantidades
estimadas

Estimacao de § = Método da Maxima Verossimilhanca

L(B) :ﬁp(yzyg | xe) ZE(G(Xg))” (1-0(xe)) ™

@® y, — 1, se individuo ! apresentou a resposta e y, — 0, C.C.
® Valores de 8 que maximizam InZ{8) = E :

@ Distribuicao assintotica de E =» Normal

Estimacdo da matriz de variancias-covariancias de 3

=(8) = [I(8)]~! = matriz de variancias-covariancias

@ /() = matriz contendo o negativo das derivadas
parciais de 22 ordem de InL(8).

@ Estimadores sao obtidos por avaliar () em ﬁ :



Qual variavel explicativa € importante?

@ Testar hipoteses relativas aos parametros g, (k=1,...,p)

1. Teste da Razao de Verossimilhancas (TRV)

TRV = —2In [—] — 2In(Lc) —2In(Ls) ~ Xi,
N— —

equivalente a diferenca

de deviances

@ Lg: funcéo de verossimilhanca associada ao modelo sem a(s)
variavel(is) sob investigacdo

@ L.: funcédo de verossimilhanca associada ao modelo com a(s)
variavel(is) sob investigacéao

@ g = diferenca de parametros entre os dois modelos.




» Considere que modelos encaixados sejam ajustados aos
dados de um estudo em que Y € binaria e X; e X, sao
categoéricas com duas categorias cada.

Tabela de Analise de Deviances (ANODEV).

Modelos g.l Deviances TRV # q.l.
Nulo ely Dy

Xy gly—1 D, Dy —D; 1
X2 I Xl ng —2 D2 D1 —Dz 1
X1 xX3 | X),Xo giy—3 Ds D; —Dj 1

gy = g.1. do modelo nulo = nimero de subpopulacoes — 1

 Obs: na presenc¢a de dados faltantes, o tamanho amostral
nos modelos sequenciais dependera das variaveis X; que
0s compdem = TRV apresentara problemas.



Ainda escolhendo variaveis

2. Teste de Wald (Wald, 1943)
1) Para testar hipoteses relativas a um parametro

Hy:B:=0k=1,....p

(B;)°
W= Var(ﬂ}) XI

i) Para hipoteses relativas a g > 2 parametros
Hy:B*=0(p*=vetorgx1)

= (B*)[E(B")] 7 (B*) ~ 22




@ Sob a hipotese Hy: modelo ajustado é satisfatorio, faz-se
uso de estatisticas que resumem a concordancia entre o0s
valores observados e os preditos pelo modelo.

Op =2 (n,,—e,,) ~ Xm

ni+ = sujeitos na i-ésima subpopulacéao da tabela de dados s x 2.
6(x;) = probabilidade P(Y = 1 | x;) predita pelo modelo ajustado.
e;; = frequéncias esperadas sob 0 modelo ajustado.

m = h? subpopulagbes — n2 parametros do modelo ajustado.



@ Na presenca de variavelis continuas = frequéncias muito
pequenas para a grande maioria das s subpopulacdes.

{

Inviabiliza 0 uso de Q; € QOp '

{

Hosmer e Lemeshow (1989) propuseram uma estatistica
alternativa, Oy;, que € obtida calculando-se a estatistica
qui-quadrado de Pearson a partir de uma tabela g x 2 de

frequéncias observadas e preditas




Estatistica de Hosmer e Lemeshow

Inicialmente, as n observacdes sao ordenadas em ordem
crescente das probabilidades 9(x) preditas pelo modelo.
Tais observacdes sdo, entédo, divididas em g grupos (g =
10, por exemplo). No 12 grupo ficam as n; observacoes
com probabilidades estimadas < 0,1 e, no ultimo, as 7,
observacdes com probabilidades > 0,9.

g (0; —n;0(x;))?
Qur =Y, n;(ﬁ(x,-)(l _(5)(;)) ~ X?g—Z)

i=1

n; — frequéncia de observacdes no grupo i
o; — frequéncia de resposta Y — 1 no grupo i
0(x;) = probab. média estimada de resposta Y = 1 no grupo i.



Voltamos ao exemplo

Tabela 0.1: Doenca Coronaria

Doenca Coronaria

Idade Nao Sim Total P(Y = 1|x)
20-20 9 1 10 0,10
30-34 13 2 15 0,13
35-39 9 3 12 0,25
40-44 10 1 14 0,29
45-49 7 5 12 0,42
50-54 3 6 9 0,67
55-50 4 13 17 0,76
60-69 2 8 10 0,80
Total 57 43 100 0,43

S

Bo= —5,123 (e.p. = 1,11) e B; = 0,1058 (e.p. = 0,023).
6(x)_ _P{=5,123+0,1058x)
1 +exp{—5,123+0,1058 x}

111( o(x) ) — —5,12340,1058 x
1 —0(x)



Tabela 1. Diferencas de deviances

Modelos g.. Deviances Diferencas +#4g.l.
Nulo 7 28,7015
X idade 6 0,5838 28,1177 1

Tabela 2. Analise de Deviance (ANODEYV)

Fonte de variacdo g.l. Deviances TRV valor p
Regressao 1 281177 281177 < 0,00001
Devianceresidual 6 0,5838

Deviance total 7 28,7015

® Evidéncias de associacao entre idade e doenca coronaria.
@ Ainda, teste de Wald = W =20,49 (g.l. =1, p < 0,00001)



os
]

E(V)

04

02
]

o0
]

A partir do modelo ajustado tem-se, por exemplo:

N 006 1-000) 7 = exp{Bot Bux)
26 0,0853 09147  exp{Po+ P1+26}= 0,093
27  0,0939 09061 exp{fo+pi1*27}=0,103
65 08524 0,476 exp{fo+pP1x65} = 5,774




6(x;)

® Relembrando que = 0dds, segue que:

1 — G(X,-)
-~ odds 27 = =
OR= dsi%; = exp{B1(27-26)} =exp{B1} ~ 1,11
o~ odds 65 -~ ~
R=_ ddsE%; = exp{B1(65 — 26)} = exp{B1 #39} ~ 62

® A odds de doencga coronaria entre individuos com 65 anos
de idade é ~ 62 vezes a dos individuos com 26 anos.

Obs: OR nos modelos de regressao logistica s&o denominadas
OR ajustadas, uma vez que o efeito §; associado a covariavel &
é estimado na presenca dos demais no modelo.




Ajuste bom????

Qual a qualidade deste ajuste????



® 0,=059 (p=0,9965)e ¢, =0,58 (p =0,9967), g.I.= 6.
® Residuosc; e d; entre —25e25.
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®
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®
s
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@ Area abaixo da curva ROC: AUC ~ 0.79.
® Evidéncias favoraveis ao modelo ajustado.



® Limitagao das estatisticas Q, e Q; = Unico valor é utilizado
para resumir uma quantidade consideravel de informacao.

® Pregibon (1981) estendeu os métodos de diagnoéstico de
regressao linear para a regressao logistica, fazendo uso
dos componentes individuais das estatisticas Q, e Qr.

- ny — (niy) 5(":‘ ) ,
V(mi)8x) (1-8(x))

residuos de Pearson

i=1,---,s.

® Componentes ¢; sdo denominados residuos de Pearson,
pois a soma deles ao quadrado resulta em Qp, i.e.,

5

Or= > (c:)*

i=1 ® Limitacao das estatisticas Q, e Q7 = unico valor € utilizado
para resumir uma quantidade consideravel de informacao.
® Pregibon (1981) estendeu 0os métodos de diagnodstico de
regressao linear para a regressao logistica, fazendo uso
dos componentes individuais das estatisticas @, e Qr.

ma = (i) O0%)
V(m)8x) (1-8(x))

residuos de Pearson

¢ = i=1,---,s.

@ Componentes ¢; sdo denominados residuos de Pearson,
pois a soma deles ao quadrado resulta em Qp, i.e.,

0r =3 (@)
=1



@ Distribuicdo aproximada dos residuos c; e d; ~ N(0,1).

@ Residuos excedendo + 2,5 pode indicar ® Assumindo que 0s residuos 4; seguem distribuicao
@ possivel falta de ajuste do modelo aproximada normal = construir normal Q-Q plot com
@ presenga de outliers envelope simulado (Davison e Gigli, 1989).
@ padrdes sistematicos de variacdo.
0-0 Piot
g 8 § 3 -
g E_ ....... N . ® " H E_ ....... S o ® '.
3 3
123 455676 {20 45678

' i ® Se 0s residuos estiverem dentro do envelope simulado =

Ben e Yohai (2004) argumentam, contudo, que para
alguns MLG, tal distribuicao pode estar distante da
normalidade.

Assim, propuseram uma estimativa da distribuicao dos
residuos d;, de modo que no Q-Q piot tais residuos sao
graficado versus os quantis da distribuicao estimada.



Para avaliar o poder preditivo do modelo € necessario
estabelecer um ponto de corte (0 < pc < 1), tal que:

a) Probabilidades preditas pelo modelo > pc= Y =1
b) Probabilidades preditas pelo modelo < pc= Y =0.

Resposta Resposta Predita pelo Modelo
Observada Y=1(+) Y=0() Totais
Y=1(4) a b (a+Db)
Y=0(-) C d (c+d)
Totais (a+C) (b +d) n
= Sensibilidade = 0—+b — taxa de verdadeiros +
d

— taxa de verdadeiros —
— proporcaoc geral de acertos

= Especificidade —
= Valor Preditivo =

2:"5
&.Q.



Para diversos pontos de corte = Curva ROC

@ Pares (x, y) = (1 — especificidade, sensibilidade).

@ Modelo com discriminagao perfeita = (x, y) = (0,1).

@ Pontos de corte proximos ao canto superior esquerdo,
produzirao os maiores % de acertos (V+ e V—).

@ Quanto mais préxima de 1 for a area abaixo da curva,
melhor o0 poder de predicac do modelo.




NO R

resim<-c(1,2,3,5,6,5,13,8)

resnao<-c(9,13,9,10,7,3,4,2)

idade<-c({25,32,38,43,47,53,57,65)

dados<-as.data.frame(cbind(resim,resnao,idade})

attach(dados)

ajust<-glm(as.matrix(dados[,c(1,2)])~1idade,
family=binomial (link="logit"),data=dados)

anova{ajust,test="Chisq")

summary (ajust)

ajust$y

ajust$fitted.values

dev<-residuals{ajust,type='deviance’)

QL<-sum(dev*"2)

pl<-1l-pchisq(QL,6)

cbind{QL,pl)

plot(dev,ylim=c(-2,2),ylab="residuos deviance",pch=16)

abline(h=0, lty=3)



rpears<-residuals(ajust,type='pearson’)
rpears

QP<-sum(rpears”2)

p2<-1-pchisq(QP, 6)

cbind(QP,p2)

plot (rpears,ylim=c(-2,2),ylab="residuos Pearson",pch=16)
abline(h=0, lty=3)

theta<-resim/(resimtresnao)
plot (idade,theta,ylim=range(0,0.9),xlab="idade",
ylab="E(Y|x)",pch=16)
idade<-20:70
modajust<-(exp{-5.123+0.1058xidade))/(1+ exp(-5.123+
0.1058x1dade))
lines({idade,modajust)



ntot<-c(10,15,12,15,13,8,17,10)
fit.model<-ajust
source("http://www.ime,usp.br/~giapaula/envelr bino")

dadosl<-read.table("coronaria.txt", h=T)

# dados 1 = arquivo com 1 individuo por linha (100 x 2)
attach(dadosl)

dadosl[1:3,]

y idade

125

0 25

0 25

require(Epi)
ROC (form=y~idade,plot="ROC")



FUNCAO LIGACAO

Alguns links para dados com resposta binaria.

8(x) = F(B'x) links parameétricos alternativos
exp{B'x} . 6(x)

Tepg % (o)

®(p'x) probito = ®~1(8(x))

1—exp{—exp{B’'x}} clog-log = In(—In(l1-8(x)))

1, arctg(B's) cauchy = F1(6(x))

®(.) denota a funcéo de distribuicdo da N(0,1), arctg = arco tangente
F(-)denota a funcéo de distribuicao da Cauchy(0,1) ~ t-Student,;

= Simétricos: logistico, probito e cauchy
= Assimétricos: complemento log-log.



® Procedimentos de estimacéao, qualidade e diagnostico sao
analogos aos do modelo logistico.

® Interpretacao dos parametros difere da apresentada para
0 modelo logistico.



Proporgho de mortes

00 02 04 00 008 10
I I N R N

B (x;) — exp{Bo + B1X:}

Logistico =
J 1+exp{Bo + B1x:}
Probito = 8(x;) = ®(Bo + B1x:)
Clog-log = 0(x;) = 1—exp{—exp{Bo+BiX:}}
Cauchy = 0(x;})= % + arctan(,t’jro Thix)



EXEMPLO

@ Bioensaio conduzido em laboratorio por Machado (2006).
@ Objetivo: concentracao ideal de uma suspensao viral.

Mortes
Diluicbes (CPIl/ml) Sim Nao Totais
Testemunha 0 30 30
10° 1 29 30
10° 4 206 30
107 15 15 30
108 28 2 30
10° 29 1 30

@ x; = logaritmo neperiano das diluicoes.



Estatistica deviance de qualidade de ajuste
Logito Probito Clog-log Cauchy

Qr, 6,59 10,99 6,18 1,72
p-valor 0,158 0,027 0,186 0,787
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Estatistica deviance de qualidade de ajuste
Logito Probito Clog-log Cauchy
Or, 6,59 10,99 6,18 1,72
p-valor 0,158 0,027 0,186 0,787
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resim<-c(0,1,4,15,28,29)
resnao<-c(30,29,26,15,2,1)
Ilnd<-c(0,9.21,16.12,18.42,20.72,23.02)

dados<-as.data.frame(cbind(resim, resnao,1lnd})
attach(dados)

ajusted<-glm(as.matrix(dados[,c{1,2)])~1nd,
family=binomial (link="cauchit"),data=dados)

ajusted

anova{ajusted,test="Chisqg")

summary (ajusted)

ntot<-c(30,30,30,30,30,30)

fit.model<-ajusted

source( "http://www.ime.usp.br/~giapaula/envelr bino")

x<-seq(0,25,0.1)
m4<- pcauchy(-26.678+1.451xx)

plot(lnd,resim/(resimtresnao),pch=16, ylab="proporcao de
mortes" ,xlab="1n(diluicoes)",xlim=c(0,28),ylim=c{0,1.05))
lines(x,m4,lty=1,lwd=2,col=1)

legend(1,0.8,1ty=c(1),col=c(1l),1lwd=2,c("cauchy"),bty="n"

lines{c(18.386,18.386),c(0,0.50),1ty=3)
lines{c(0,18.386),c(0.50,0.50),1ty=3)
legend(17.7,0.55,c("(18.386, 0.5)"),bty="n",cex=0.8)



