PME 2556 — Dinamica dos
Fluidos Computacional

Aula 5 — Solucao da Equacao da
Quantidade de Movimento



5.1 Equacao da Quantidade de Movimento

Da equacao geral de transporte:

| pupn,; an =jr%nj dA + (S, dv
S A

S J

Para a Quantidade de Movimento a grandeza ¢ ¢é a
velocidade u, e, em geral, se o escoamento for
incompressivel e as propriedades forem constantes
e desprezarmos forcas de campo, o termo fonte €
dada pelo gradiente de pressao:

ou, njdA—ja—pdv
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5.1 Equacao da Quantidade de Movimento

Integrando sobre um volume, obtemos a
equacao algebrica:

aP I P _Zawz lVlZ

Onde os coeficientes a,,, contém um termo de
fluxo de massa, ou seja, os coeficientes da
maitriz do sistema linear sao fungao da propria
solucao. Isso traz dificuldade para a
convergéncia, exigindo a chamada
subrelaxacao.




5.2 Subrelaxacao

Para que, ao longo do processo iterativo, os coeficientes
do sistema linear variem lentamente de forma a
conseguirmos convergéncia, a taxa de variacao da
propria solucao € intencionalmente diminuida:

iteracdo n __ iteracdo n—1 ( calculado  siteracdo n—1 )
> =@ +a, \0p > , ;=1
Que fica:
iteracdo n __ calculado . iteracdo n—1
Op =0, Op +(-a,) 9, , ;=1



5.2 Subrelaxacao

Em geral, a forma mais eficiente de implementar a
subrelaxacao é através de uma mudanca nos coeficientes

e carregamentos do sistema linear original.

iteracdo n—1

iteracdo n — Z a¢ aviz ¢viz + a¢b + aP (1 o a¢) P

Pp

dp

Basta fazer:

iteragdo n—1

= a¢ bsem subrelaxagdo T aP (1 o a¢) ¢P

com subrelaxagio ~—

: =, a..
VIZ com subrelaxa¢do ¢ VIZ sem subrelaxagdo

Recuperando entao a forma :

dp ¢P o Z avizwm subrelaxaciio ¢viz T bcom subrelaxagdo



5.3 Acoplamento pressao-velocidade

Para um problema unidimensional:

Ay

u
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apu,p,= ) a.u, +b  Fica:
vizinhos
ap Up = Zawz U, AXA)’ Qu: drlr=
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5.3 Acoplamento pressao-velocidade

Interpolando linearmente para obter as pressdes nas faces:

+ +
aP uP: Zaviz uviz _(pE 2pP o pW 2 pP jAy

vizinhos

Que resulta:

A
aP MP: Zaviz uviz _(pE_pW)—y

vizinhos 2



5.3 Acoplamento pressao-velocidade

Logo, temos:
BEEERERE
A
ay Uy = Zaviz U, — (ps — pl)Ty
vizinhos
A
Az Uz = Zaviz u,, — (p4 — D> )7)’
vizinhos
A
A, Uy = Zaviz U, — (ps — D3 )7}7

vizinhos



5.3 Acoplamento pressao-velocidade

Note que a velocidade em 2 depende das pressdes em

1 e 3, que a velocidade em 3 depende das pressoes em
2 € 4 e que a velocidade em 4 depende das pressoes
em 3 e 5. Nao ha nenhuma relacao entre as pressoes
em nos adjacentes. Isso faz aparecer um problema
chamado “desacoplamento par-impar” (odd-even
decoupling ou, em 2D, checkerboard pressure field):

P A

) 4




5.3 Acoplamento pressao-velocidade

Solucbes para o desacoplamento par-impat:

a) Malha deslocada (staggered grid)
b) Interpolacao de Rhie&Chow



5.3 Acoplamento pressao-velocidade

Malha deslocada: Ao invés de um arranjo
co-alocado (colocated arrangement), usa-
se um arranjo pelo qual as pressoes e
componentes da velocidade sao dispostas
em volumes diferentes, de tal forma que a
pressao esteja sempre disponivel na face
das células usadas para calcular a
velocidade, sem necessidade de
interpolacao.



5.3 Acoplamento pressao-velocidade

Ex: Malha deslocada

¢ nNOs para pressao p

® nos para velocidade u

m nds para velocidade v




5.3 Acoplamento pressao-velocidade

Interpolacao de Rhie-Chow: Usa-se um arranjo co-alocado, mas as
velocidades sao calculadas nas faces dos volumes de controle usando
uma interpolacao. As velocidades no volume sao dadas por:

Z aviz uviz

Up dp

As velocidades nas faces “w” e “e” da ceélula “P” sao dadas, por
exemplo, por interpolacdoes do tipo:

_Uptig _dptdg

u, (pz—Pp) Note que agora, a pressao em
2 2 “P” esta relacionada com as
i, +d, d,+d, prgssées em volumes
u, = — (Pp—DPw) adjacentes.

" 2 2



5.4 Algoritmo SIMPLE

Sobra uma dificuldade para fazermos a solugao
de escoamentos incompressiveis: é preciso
acoplar velocidades e pressoes sem uma
equacao de estado. Isso pode ser feito atraves
de um algoritmo que, avaliando um balanco de
massa na célula, incremente a pressao caso
esse balanco seja negativo ou decremente a
pressao caso esse balanco seja positivo.



5.4 Algoritmo SIMPLE

Semi Implicit Method for Pressure Linked
Equations - SIMPLE

Passo 1: Calcula as velocidades com o campo de
pressoes existente:

*
a . u
* Z Vig Viz * *
MP: _dP(pe_pW)
aP

Esse campo de velocidades em geral nao satisfaz a
continuidade.



5.4 Algoritmo SIMPLE

Passo 2: Monta-se uma equacao de correcao
da pressao. Imagine que u’ e p’ sejam
correcOes necessarias para que o campo de
velocidades satisfaca a continuidade:

’ _Zaviz Mviz _dp(p; . p:v)

MP_
aP

Por simplicidade, fazemos apenas:

u,=d,(p,—p,)



5.4 Algoritmo SIMPLE

O fluxo de massa numa célula (unidimensional) € dado por:

pu, Ay+pu, Ay—pu, Ay—pu;, Ay=0

Podemos assim escrever um erro de conservacao
da massa dado por:

pu, Ay —pu, Ay=pu, Ay—pu, Ay=—rir

Substituindo a equacao que relaciona correcdes de
velocidade e pressao:

pd (p,—pr)Ay —pd, (py, — py)Ay=—ri

*

Forma-se uma equacao algébrica para a correcao
de pressao:

’ ’
aP pP :Zaviz pviz +b



5.4 Algoritmo SIMPLE

Passo 3: resolve-se a equacao de pressao

Passo 4: corrigem-se velocidades e pressoes:

* / * / /
Up=Up+U,=Up+d,(p, —PD.,)

Pr=Dp+Dr



5.4 Algoritmo SIMPLE

Subrelaxagao é usada na pressao para obter
convergéncia, justamente por causa do termo
desprezado ao relacionar correcoes de pressao
com corregc")es de velocidade. Portanto, temos:

p=p'+a,p ,coma, porvolta de 0,3. A
subrelaxagao usada na equacao de quantidade
de movimento costuma ser maior, com o, por
volta de 0,7.

O processo ¢ iterativo, com um algoritmo que
pode ser descrito pelos blocos:



5.4 Algoritmo SIMPLE

[

admite-se uma solucio
inicial qualquer

solucdo das eq. de
Quantidade de Movimento:
determina-se u*

resolve-se a equacao de
corre;cdo de pressdo p’

corrigem-se velocidades e
pressdes

n

convergéncia?



5.5 SIMPLEC

No algoritmo SIMPLE, a equacao que relaciona
correcoes de velocidade e pressao € obtida
fazendo a hipdtese que:

/

Z aviz uviz ~0
dp

De modo que:

/
Z aviz uviz

dp

—dp(p,—p) = up=dp(p,—p.)

,
MP:



5.5 SIMPLEC

No algoritmos SIMPLEC, fazemos a seguinte subtracao
dos dois lados da equacao:

, ZaViZ u,p _ yaviz u\,;iz _ Zaviz u,p

Up — —dP(P;—P;v)
dp dp dp
Isso resulta:
/ a,; a,; M/' _M/ / /
MP(I_Z WZJZZ VlZ( ViZ p)_dp(pe_pw)
dp dp

Que é simplificado para:

’ a,,; ’ ’
up[l_Z Vle:dP(pw_pe)

dp




5.5 SIMPLEC

Podemos escrever a equacao:

/ avi / /
up(l— Z : ]: dp(py = Pe)

ap
Como:
u; Ap e = dP(p:v - p;)
Onde:
Z |
aPSIMPLEC = 1 - awz
a

P, SIMPLE



5.5 SIMPLEC

O algoritmo SIMPLEC e baseado na simplificacao:

ey =1,)
Zaviz Uyiz —Up

dp

= ()

Que € mais razoavel que a simplificacao feita no
SIMPLE. Assim, o algoritmo SIMPLEC funciona com
subrelaxacao menos rigorosa para a pressao. Pode-
se usar coeficiente de relaxagao o, proximo de 1.



5.6 PISO (Pressure Implicit with Splitting of Operators)

O algoritmo PISO, para cada iteracao, resolve
duas vezes a equacao da quantidade de
movimento e a equacao de correcao de pressao.

Passo 1: Como no algoritmo SIMPLE,
resolvemos:

b S
* Zavizu
l/lP —
a

——d, (p: — p:/)

P



5.6 PISO (Pressure Implicit with Splitting of Operators)

Passo 2: Calculamos o erro de conservacao da massa

e resolvemos a equacao de corregcao da pressao
como no algoritmo SIMPLE.

Passo 3: Corrigimos velocidades e pressdoes como no
algoritmo SIMPLE.

Kk *

up = up+dp(p,,—p,)

pp =pp+Dp



5.6 PISO (Pressure Implicit with Splitting of Operators)

Passo 4: A equacao da Quantidade de

Movimento € resolvida novamente (de forma nao
iterativa)

ek

FRE Z aviz uviz d sk sk

up — o P(pe _pw)
dp




5.6 PISO (Pressure Implicit with Splitting of Operators)

Passo 5: Calculamos o novo erro de conservacao da

massa e resolvemos novamente a equagao de _
correcao da pressao, obtendo uma nova correcao de

pressao p”.

Passo 6: Corrigimos novamente velocidades e
pressoes.

ek

Up=Up +dP(pw _pe)

Pp=Pp TDp



5.6 PISO (Pressure Implicit with Splitting of Operators)

O algoritmo PISO nao é vantajoso sobre o algoritmo
SIMPLE em solucbes de escoamentos em regime
permanente, mas em geral € mais eficiente para
escoamentos em regime transiente.
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