PME 2556 — Dinamica dos
Fluidos Computacional

Aula 1 — Principios Fundamentais
e Equacao de Navier-Stokes



1.1 Introducao

O escoamento de um fluido é estudado
atraves de equacoOes de conservacao
para:

. Massa
. Quantidade de Movimento
. Energia



1.2 Notacao indicial

A maioria dos livros de graduacao sobre
mecanica dos fluidos usa a notacao

simbodlica ou vetorial. Assim, a velocidade
é dada por:



1.2 Notacao indicial

A aceleracao € dada por:
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a=—+(0M)i=—+ u—+u—+w— |0
ot ot ox oy 0z

Que resulta:




1.2 Notacao indicial

As aceleracOes para as trés direcoes
do sistema de coordenadas sao:
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1.2 Notacao indicial

Na notacao indicial, a velocidade € dada
por.

U=u.

Onde o indice “I” pode representar
gualquer uma das trés direcOes do
sistema de coordenadas Xx,y,Z.



1.2 Notacao indicial

As aceleracoes sao representadas
por:

I +ZUJ aX

]=1




1.2 Notacao indicial

Note que, na expressao da aceleracdo, cada termo aditivo tem um indice
isolado (“1”), chamado “indice livre”, indicando a direcdo da componente, e um
dos termos, em que ha uma somatoria, tem um indice que se repete (“}")
numa operacao de multiplicacao.

indice livre

indice repetido



1.2 Notacao indicial

Na notacao indicial, usa-se a regra de que
0 indice repetido na multiplicacao dentro
da somatoria ja indica a necessidade de
somatoria. Assim, o sinal de somatoria

pode ser evitado:




1.2 Notacao indicial
Vantagem Obvia - ao invés de escrever:

au 6u au au

aX
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a
Y Tt Yax ay s
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aZ
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Escreve-se apenas:

au ou.
at ) 0X;




1.2 Notacao indicial

A notacao indicial é particularmente util
para escrever equacoes grandes, e se
relaciona diretamente com o habito de

fazer programacao usando operacoes
com indices.



1.2 Notacao indicial

Ex: Equacao de Navier-Stokes para
escoamento incompressivel:
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1.2 Notacao indicial

|SSO resulta:
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1.2 Notacao indicial

As trés equacoes sao substituidas por:

10p 0°u

P 0X

c?xjaxj

+g




1.2 Notacao indicial

Cada termo aditivo tem um indice livre (“I") e
dois termos tem multiplicacdes com a
repeticao de “J” indicando somatoria.

repetido

indice
indice livre repetido



1.2 Notacao indicial

Detalhe: a letra “I” para o indice livre e
para o repetido podem ser substituidas
por qualquer outra letra. Assim, as trés
equacoes baixo sao equivalentes:

J
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1.2 Notacao indicial

EXx - Divergente de um vetor:

Ol _du au aw
ax ay 07
Ou:
m_auj

0X.
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1.2 Notacao indicial

Teoremas do Gradiente e Divergente
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1.3 Derivada Material

Seja guma propriedade de uma particula
material ( velocidade, temperatura, massa
especifica, etc.). A taxa de variacao da
propriedade @da particula € dada por:

D¢part|’cula_ - ¢part(t+At)_¢part(t)_ad)_{,t) _, _
Dt _Iﬂp At "ot - A1

D¢ _9¢ ., 9¢
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1.4 Taxa de Variacao de um
Elemento Volumétrico

dV =dx.dy.dz

dz

dx

1 D(dO) _du,
dd Dt  0dx,




1.5 Equacao da Continuidade

A massa de uma particula material elementar € dada por:
dMpgrt = O dL]

A variacao da massa dessa particula material é
dada por:

D(dm
(dMpart) _ Dp 4+ D(d0)
Dt Dt Dt

=0



1.5 Equacao da Continuidade

Aplicando a expressao da taxa de
variacao do volume elementar:

ou.
PP o+ oM go=0
Dt 0 X.

J

|sso resulta uma forma menos
conhecida da equacao da
continuidade:




1.5 Equacao da Continuidade

Usualmente, a forma mais conhecida é
obtida substituindo a derivada material

da massa especifica:
ou,
00, 90, ;% g

+
ot o 0X; 'Oax

J

Que, pela regra da cadeia, resulta:

5P+a(p”j)
ot axj

=0




1.5 Equacao da Continuidade

Embora a 22 forma seja mais conhecida gue a
12 | esta tem uma utilidade maior para
conceituar um escoamento incompressivel.
Num escoamento incompressivel, uma
particula material mantem massa especifica
constante, logo:

Do 0

Dt



1.5 Equacao da Continuidade

Assim, temos:

Que resulta:

auj

— 1 =0
6xj




1.6 teorema do Transporte de Reynolds

F: propriedade de uma certa quantidade de massa de fluido(ex:
guantidade de movimento
@ propriedade F por unidade de massa do fluido (ex: velocidade)




1.6 teorema do Transporte de Reynolds

A variacao de F é dada por:

DF Dy D(pd0) Dy
= T = T [ ]
Dt | Dt pdmw& Dt | 5P

0(t)
0

Por outro lado, podemos escrever:

%: j [D(Siw)dm + ,OCDD(;D) }

0(t)



1.6 teorema do Transporte de Reynolds

|SSO resulta:

DF | 0(p9) - ‘y 009) 411+ oM g
Dt ot 0X. X.

(t) J |

Que também resulta:

dl]
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1.6 teorema do Transporte de Reynolds

Logo:
E: j p%dD: I _a(p¢)+a(p¢uj)_dm
Dt Dt ot 0X.

0(t) 0(t) J

Fazendo 0O - dO:




1.6 teorema do Transporte de Reynolds

Supondo que o volume movel ocupa instantaneamente
um volume de controle fixo com superficie de controle
Sc, e aplicando o teorema de Gauss:




1.7 Forcas sobre uma superficie
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1.7 Forcas sobre uma superficie

dF =0; dAj

Podemos escrever:

dn
dFI :O-ji adA:U“ nj dA



1.8 Equacao da Quantidade de Movimento

Aplicando a segunda lei de newton

ao volume movel:

j,O é— dD - Z IEcontato + Z Ifcampo

0(t)

Isso resulta:

jp —dd= _"nJ o; dA+ jpgldD

a(t) S(t) (t)

Pelo teorema de Gauss:

'[ ,o—dD Ti g+ jpgi dC
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1.8 Equacao da Quantidade de Movimento

Fazendo o volume de particula tender ao volume elementar:

[ - dUd

Obtemos a equacao diferencial:

Dui _aaji +
ﬁ)Dt 3% P Y

J

Que pode ser escrita:

0(pu,) +0(pujui) _90;
ot 0 X, 0 X

00,




1.9 Tensor das TensoOes para Fluido Newtoniano

2 ou
g, =— P9, +2US, _gﬂa-ij ax:

Onde o tensor taxa de deformacao é dado por:

SI_ :E aui +auj
b2 ox; O0x

E o tensor “delta” de Kronecker € dado por:

0 sei # |
5 :{ Se-l -j
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1.10 Equacao de Navier-Stokes

Substituindo o tensor das tensdes para um fluido newtoniano na equacao
da quantidade de movimento:

ofpu) oloun)_ s ap, o fou oul| o o (2 au) o
ot 0 X Yox,  0x Yox, (37 dx,

Porém, temos que:
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1.10 Equacao de Navier-Stokes

Se o0 escoamento for incompressivel:

o(pu;) +0(,0ujui ) _

ot axj

_0p+ 0

+
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1.10 Equacao de Navier-Stokes

Se além do escoamento ser incompressivel, a
viscosidade dinamica for uniforme:

2
a(/Oui) +a(pujui):_ﬂ+lu 0°u, " d ( 9y +pg
ot 0 X, 0 X 0X; 0X; ox; | 0X

Como podemos inverter a ordem de derivacao
no penultimo termo:

d(pu;) +a(pujui):_%+lu 0°u
ot 0 X, 0 X, 0X; 0X;

+ 00,




