
Capítulo 
Probabilidade Condicional 
e Independência 

Neste capítulo, introduzimos um dos conceitos mais importantes da teoria da 
probabilidade. A importância desse conceito é dupla. Em primeiro lugar, esta- 
mos frequentemente interessados em calcular probabilidades quando temos 
alguma informação parcial a respeito do resultado de um experimento; em tal 
situação, as probabilidades desejadas são condicionais. Em segundo lugar, mes- 
mo quando não temos nenhuma informação parcial sobre o resultado de um 
experimento, as probabilidades condicionais podem ser frequentemente utili- 
zadas para computar mais facilmente as probabilidades desejadas. 

3.2 PROBABILIDADES CONDICIONAIS 
Suponha que lancemos dois dados. Suponha também que cada um dos 36 re- 
sultados possíveis seja igualmente provável e que portanto tenha probabilidade 
1/36. Além disso, digamos que o primeiro dado seja um 3. Então, dada essa 
informação, qual é a probabilidade de que a soma dos 2 dados seja igual a 8? 
Para calcular essa probabilidade, pensamos da seguinte maneira: sabendo que 
saiu um 3 no dado inicial, existirão no máximo 6 resultados possíveis para o 
nosso experimento, isto é, (3, I), (3,2), (3,3), (3,4), (3,5) e (3,6). Como cada um 
desse resultados tinha originalmente a mesma probabilidade de ocorrência, os 
resultados deveriam continuar a ter probabilidades iguais. Isto é, dado que o 
primeiro dado é um 3, a probabilidade (condicional) de cada um dos resultados 
(3, I), (3,2), (3,3), (3,4), (3,5) e (3,6) é 116, enquanto a probabilidade (condi- 
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Solução A indagação anterior é legítima desde que, para cada j = 1, ..., n, os 
eventos E, e E, sejam condicionalmente independentes dado H,. Pois se este 
for o caso, então 

P(E1 E21Hi) = P(E21Hj)P(El I H,), j = 1,. . . , n 

Portanto, 

onde Q(1,2) = Pb:gf). Como a equação anterior é válida para todo i, obtemos, 
realizando uma soma, 

o que mostra que 
n 

Q(192) = C P ( E ~ I H ~ ) P ( H ~ I E I )  
i= l  

e leva ao resultado 

Por exemplo, suponha que uma de duas moedas seja escolhida para ser joga- 
da. Seja H, for o evento em que a moeda i, i = 1,2, é escolhida, e suponha que 
quando a moeda i é jogada, ela tenha probabilidade p,, i = 1,2,  de dar cara. 
Então as equações anteriores mostram que, para atualizar sequencialmente a 
probabilidade de que a moeda 1 seja aquela sendo jogada, dados os resultados 
das jogadas anteriores, tudo o que precisa ser mantido após cada nova jogada é 
a probabilidade condicional de que a moeda 1 seja aquela sendo utilizada. Isto 
é, não é necessário registrar todos os resultados anteriores. 

RESUMO 
Para os eventos E e F, a probabilidade condicional de E dado que F ocorreu é 
representada por P(EIF) e definida como 

A identidade 
P(ElE2. . . E,) = P(El)P(E21E1). . . P(EnIE1. . . En-1) 
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cional) dos outros 30 pontos no espaço amostral é O. Com isso, a probabilidade 
desejada será igual a 116. 

Se E e F representarem, respectivamente, o evento em que a soma dos da- 
dos é igual a 8 e o evento em que o primeiro dado é um 3, então a probabilida- 
de que acabamos de obter é chamada de probabilidade condicional de que E 
ocorra dado que F ocorreu e é representada por 

Uma fórmula geral para P(EIF) que seja válida para todos os eventos E e F é  
deduzida da mesma maneira: se o evento F ocorrer, então, para que E ocorra, é 
necessário que a ocorrência real seja um ponto tanto em E quanto em F; isto é, 
ela deve estar em EF. Agora, como sabemos que F ocorreu, tem-se que F se tor- 
na nosso novo, ou reduzido, espaço amostral; com isso, a probabilidade de que 
o evento EF ocorra será igual à probabilidade de EF relativa à probabilidade 
de F. Isto é, temos a seguinte definição. 

Definição 
Se P(F) > 0, então 

P(EF) P(EIF) = - 
P(F) (2.1) 

Exemplo 2a 
Um estudante faz um teste com uma hora de duração. Suponha que a proba- 
bilidade de que o estudante finalize o teste em menos que x horas seja igual 
a x12, para todo O 5 x 5 1. Então, dado que o estudante continua a trabalhar 
após 0,75 horas, qual é a probabilidade condicional de que a hora completa seja 
utilizada? 

Solução Seja L, o evento em que o estudante finaliza o teste em menos que x 
horas, O 5 x 5 1, e F o  evento em que o estudante usa a hora completa. Como F 
é o evento em que o estudante não finalizou o teste em menos que 1 hora, 

Agora, o evento em que o estudante ainda está trabalhando no horário de 0,75 
horas é o complemento do evento L,,,, então a probabilidade desejada é ob- 
tida de 
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Como existirão exatamente k pareamentos se a equação anterior for verdadeira 
para qualquer um dos (k) conjuntos de k indivíduos, a probabilidade desejada é 

P(exatamente k pareamentos) = PN-k/k! 
e-' /k! quando N é grande . 

Vamos agora empregar a regra da multiplicação para obter uma segunda abor- 
dagem de solução para o Exemplo 5h(b) do Capítulo 2. 

Exemplo 2h 
Um baralho comum de 52 cartas é dividido aleatoriamente em 4 pilhas de 13 
cartas cada. Calcule a probabilidade de que cada pilha tenha exatamente um às. 

Solução Defina os eventos E,, i = 1,2,3,4, como se segue: 

E, = {o ás de espadas está em qualquer uma das pilhas] 
E, = {o ás de espadas e o ás de copas estão em pilhas diferentes) 
E, = {os ases de espadas, copas e ouros estão em pilhas diferentes) 
E, = {todos os 4 ases estão em pilhas diferentes) 

A probabilidade desejada é P(E,E,E,E,), e, pela regra da multiplicação, 

P(ElE2E3E4) = P(E~)P(E~IE~)P(E~IE~E~)P(E~IEIE~E~) 
Agora, 

P(E1) = 1 

já que E, é o espaço amostra1 S. Também, 

já que a pilha contendo o ás de espadas irá receber 12 das 51 cartas restantes, e 

já que as pilhas contendo os ases de espadas e copas irão receber 24 das 50 
cartas restantes. Finalmente, 

Portanto, a probabilidade de que cada pilha receba exatamente 1 ás é 

Isto é, existe uma chance de aproximadamente 10,5% de que cada pilha con- 
tenha um ás (o Problema 3.13 fornece uma outra maneira de usar a regra da 
multiplicação para resolver este problema). ¤ 

Observaqões: Nossa definição de P(EIF) é consistente com a interpreta- 
ção de probabilidade como sendo uma frequência relativa em uma longa se- 
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quência de experimentos. Para ver isso, suponha que n repetições do experi- 
mento devam ser realizadas, para n grande. Afirmamos que se considerarmos 
apenas os experimentos em que F ocorre, então P(EIF) será, em uma longa 
sequência de experimentos, igual a proporção na qual E também ocorrerá. Para 
verificar essa afirmação, note que, como P(F) é a proporção de experimentos 
nos quais F ocorre a longo prazo, tem-se que, nas n repetições do experimento, 
F ocorrerá nP(F) vezes. Similarmente, em aproximadamente nP(EF) desses 
experimentos, tanto E quanto F irão ocorrer. Com isso, de aproximadamente 
nP(F) experimentos em que F ocorre, a proporção de experimentos em que E 
também ocorre é aproximadamente igual a 

Como essa aproximação se torna exata à medida que n cresce mais e mais, te- 
mos a definição apropriada de P(E1F). 

3.3 FÓRMULA DE BAYES 
Suponha os eventos E e F. Podemos expressar E como 

pois, para que um resultado esteja em E, ele deve estar em E e F ou em E mas 
não em F (veja a Figura 3.1). Como é claro que EF e EE são mutuamente ex- 
clusivos, temos, pelo Axioma 3, 

A Equação (3.1) diz que a probabilidade do evento E é uma média pondera- 
da da probabilidade condicional de E dado que F ocorreu e da probabilida- 
de condicional de E dado que F não ocorreu - com cada probabilidade con- 
dicional recebendo um maior peso quanto mais provável for a ocorrência do 
evento ao qual está relacionada. Esta fórmula é extremamente útil porque 
seu uso muitas vezes nos permite determinar a probabilidade de um evento 

Figura 3.1 E = EF U EF'.  EF = Área sombreada; AF' = Área tracejada 
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de F. Isto é, temos a seguinte definição. 

Definição 
Se P(F) > 0, então 

P(EF) P(EIF) = - 
P(F) (2.1) 

Exemplo 2a 
Um estudante faz um teste com uma hora de duração. Suponha que a proba- 
bilidade de que o estudante finalize o teste em menos que x horas seja igual 
a x12, para todo O 5 x 5 1. Então, dado que o estudante continua a trabalhar 
após 0,75 horas, qual é a probabilidade condicional de que a hora completa seja 
utilizada? 

Solução Seja L, o evento em que o estudante finaliza o teste em menos que x 
horas, O 5 x 5 1, e F o  evento em que o estudante usa a hora completa. Como F 
é o evento em que o estudante não finalizou o teste em menos que 1 hora, 

Agora, o evento em que o estudante ainda está trabalhando no horário de 0,75 
horas é o complemento do evento L,,,, então a probabilidade desejada é ob- 
tida de 
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Agora, P(B,IB) é a probabilidade de que a escolha aleatória de n - 1 bolas de 
uma urna contendo r bolas vermelhas e b - 1 bolas azuis resulte na escolha de 
um total de k - 1 bolas azuis; consequentemente, 

Usando a fórmula anterior juntamente com 

e a probabilidade hipergeométrica 

novamente obtém-se o resultado 

Multiplicando ambos os lados da Equação (2.1) por P(F), obtemos 

Colocando em palavras, a Equação (2.2) diz que a probabilidade de que E.e F 
ocorram é igual a probabilidade de que F ocorra multiplicada pela probabilida- 
de condicional de E dado que F tenha ocorrido. A Equação (2.2) é muitas vezes 
útil no cálculo da probabilidade da interseção de eventos. 

Exemplo 2e 
Celina está indecisa quanto a fazer uma disciplina de francês ou de química. 
Ela estima que sua probabilidade de conseguir um conceito A seria de 112 em 
uma disciplina de francês e de 213 em uma disciplina de química. Se Celina 
decide basear a sua escolha no lançamento de uma moeda honesta, qual é a 
probabilidade de que ela obtenha um A em química? 

Solução (a) Suponha que C seja o evento em que Celina faz o curso de quí- 
mica e A o evento em que ela que ela tira A independentemente 
do curso que fizer. Então a probabilidade desejada é P(CA), que 
é calculada usando-se a Equação (2.2) como se segue 

P(CA) = P(C)P(AIC) 

Exemplo 2f 
Suponha que uma urna contenha 8 bolas vermelhas e 4 bolas brancas. Reti- 
ramos 2 bolas da urna e não as repomos. (a) Se supomos que em cada retira- 
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da cada bola na urna tenha a mesma probabilidade de ser escolhida, qual é a 
probabilidade de que ambas as bolas retiradas sejam vermelhas? (b) Suponha 
agora que as bolas tenham pesos diferentes, com cada bola vermelha tendo um 
peso r e cada bola branca tendo um peso w. Suponha que a probabilidade de 
que a próxima bola a ser retirada da urna seja igual ao peso da bola dividido 
pela soma dos pesos de todas as bolas na urna naquele momento. Qual é a pro- 
babilidade de que ambas as bolas sejam vermelhas? 

Solugão Suponha que R, e R, representem, respectivamente, os eventos em 
que a primeira e a segunda bola sacadas são vermelhas. Agora, dado que a pri- 
meira bola selecionada é vermelha, existem 7 bolas vermelhas e 4 bolas brancas 
restantes, de forma que P(R,IR,) = 7/11. Como P(R,) é claramente 8/12, a pro- 
babilidade desejada é 

P(RlR2) = P(Rl)P(R2 IR11 

= (f) (&) = g 
Naturalmente, essa probabilidade poderia ter sido computada por 
P(RlR2) = (31 (3. 

Para resolver a letra (b), novamente supomos que R, seja o evento em que 
a i-ésima bola escolhida é vermelha e usamos 

Agora, numere as bolas vermelhas e suponha que B,, i = 1, ..., 8, seja o evento 
em que a primeira bola retirada é uma bola vermelha de número i. Então, 

8 

Além disso, se a primeira bola é vermelha, a urna passa a conter 7 bolas verme- 
lhas e 4 bolas brancas. Assim, por um argumento similar ao precedente, 

Com isso, a probabilidade de que ambas as bolas sejam vermelhas é 

Uma generalização da Equação (2.2), a qual fornece uma expressão para a pro- 
babilidade de interseção de um número arbitrário de eventos, é às vezes cha- 
mada de regra da multiplicação. 

A regra da multiplicação 

P(ElE2E3 . . . E,) = P(Ei)P(E21El)P(E31ElE2) . . . P(Ea(El . . . Capítulo 3 Probabilidade Condicional e Independência 87 

Para provar a regra da multiplicação, basta aplicar a definição de probabili- 
dade condicional ao lado direito da expressão acima, o que resulta em 

P(E1 E2) P(ElE2E3) P(ElE2.  . . En) . . . = P(EiE2.  . . E,) 
P(El )  P(ElE2) P(ElE2 - . En-1) 

Exemplo 2g 
No problema de pareamento discutido no Exemplo 5m do Capítulo 2, mos- 
trou-se que P,,,, a probabilidade de não haver pareamentos quando N pessoas 
selecionam aleatoriamente chapéus dentre o conjunto formado por seus N cha- 
péus, é dada por 

N 

Qual é a probabilidade de que exatamente k das N pessoas encontrem seus 
chapéus? 

Solução Vamos fixar nossa atenção em um conjunto particular de k pessoas 
e determinar a probabilidade de que esses k indivíduos encontrem os seus cha- 
péus e ninguém mais. Supondo que E represente o evento em que todos neste 
conjunto encontrem os seus chapéus e que G represente o evento em que ne- 
nhuma das outras N - k pessoas encontre o seu chapéu, temos 

Agora, suponha que F,, i = 1, ..., k ,  seja o evento em que o i-ésimo membro do 
conjunto encontre o seu chapéu. Então 

P(E ) = P(Fl F2 . . . Fk) 
= P(Fi)P(F2IFi)P(F3IFiF2). . .P(FklFi . . .Fk-l) 

- 1 1  - 1 ----... 1 
N N - 1 N - 2  N - k + l  

- - ( N  - k ) !  
N !  

Dado que todos no conjunto de k encontraram os seus chapéus, as outras N 
- k pessoas estarão aleatoriamente escolhendo dentre os seus próprios N - k 
chapéus. Assim, a probabilidade de que nenhum deles encontre o seu chapéu é 
igual à probabilidade de ninguém encontrar seu chapéu em um problema ten- 
do N - k pessoas escolhendo dentre seus próprios N - k chapéus. Portanto, 

o que mostra que a probabilidade de um conjunto especificado de k pessoas 
encontrar os seus chapéus e ninguém mais é igual a 

( N  - k ) !  
P(EG)  = N !  PN-k 

1 
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mada de regra da multiplicação. 

A regra da multiplicação 

P(ElE2E3 . . . E,) = P(Ei)P(E21El)P(E31ElE2) . . . P(Ea(El . . . 

Exemplo. Três bolas são retiradas sequencialmente da seguinte urna: 

6
5
7

? ? ?

(sem reposição) 

Qual é a probabilidade de obtermos uma vermelha após duas 
brancas seguidas?  

Solução.



Regra da probabilidade total.

Portanto
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quência de experimentos. Para ver isso, suponha que n repetições do experi- 
mento devam ser realizadas, para n grande. Afirmamos que se considerarmos 
apenas os experimentos em que F ocorre, então P(EIF) será, em uma longa 
sequência de experimentos, igual a proporção na qual E também ocorrerá. Para 
verificar essa afirmação, note que, como P(F) é a proporção de experimentos 
nos quais F ocorre a longo prazo, tem-se que, nas n repetições do experimento, 
F ocorrerá nP(F) vezes. Similarmente, em aproximadamente nP(EF) desses 
experimentos, tanto E quanto F irão ocorrer. Com isso, de aproximadamente 
nP(F) experimentos em que F ocorre, a proporção de experimentos em que E 
também ocorre é aproximadamente igual a 

Como essa aproximação se torna exata à medida que n cresce mais e mais, te- 
mos a definição apropriada de P(E1F). 

3.3 FÓRMULA DE BAYES 
Suponha os eventos E e F. Podemos expressar E como 

pois, para que um resultado esteja em E, ele deve estar em E e F ou em E mas 
não em F (veja a Figura 3.1). Como é claro que EF e EE são mutuamente ex- 
clusivos, temos, pelo Axioma 3, 

A Equação (3.1) diz que a probabilidade do evento E é uma média pondera- 
da da probabilidade condicional de E dado que F ocorreu e da probabilida- 
de condicional de E dado que F não ocorreu - com cada probabilidade con- 
dicional recebendo um maior peso quanto mais provável for a ocorrência do 
evento ao qual está relacionada. Esta fórmula é extremamente útil porque 
seu uso muitas vezes nos permite determinar a probabilidade de um evento 

Figura 3.1 E = EF U EF'.  EF = Área sombreada; AF' = Área tracejada 
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O problema surgiu a partir de um concurso televisivo dos Estados Unidos 
chamado Let’s Make a Deal, exibido na década de 1970. 

O jogo consistia no seguinte: Monty Hall, o apresentador, apresentava três 
portas aos concorrentes. Atrás de uma delas estava um prêmio (um carro) e as 
outras duas dois bodes. 

 1 Na 1.ª etapa o concorrente escolhe uma das três portas (que ainda não é 
aberta); 

 2 Na 2.ª etapa, Monty abre uma das outras duas portas que o concorrente 
não escolheu, revelando que o carro não se encontra nessa porta e 
revelando um dos bodes; 

 3 Na 3.ª etapa Monty pergunta ao concorrente se quer decidir permanecer 
com a porta que escolheu no início do jogo ou se ele pretende mudar para 
a outra porta que ainda está fechada para então a abrir. Agora, com duas 
portas apenas para escolher — pois uma delas já se viu, na 2.ª etapa, que 
não tinha o prêmio — e sabendo que o carro está atrás de uma das 
restantes duas, o concorrente tem que tomar a decisão. 

Qual é a estratégia mais lógica? Ficar com a porta escolhida inicialmente ou 
mudar de porta? Com qual das duas portas ainda fechadas o concorrente tem 
mais probabilidades de ganhar? Por quê?

Exemplo. O problema de Monty Hall

https://pt.wikipedia.org/wiki/Estados_Unidos
https://pt.wikipedia.org/wiki/D%C3%A9cada_de_1970
https://pt.wikipedia.org/wiki/Monty_Hall


Solução.

Experimento trocando de portas. 

0 1/3 1 2/3
=   2/3

Experimento não trocando de portas. 

1 1/3 0 2/3
=   1/3



Fim


