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Capitulo 1

Introducao

“Os antigos consideravam a mecéanica sob dois aspectos: como racional —
a qual procede rigorosamente por demonstracoes — e pratica. A mecanica
pratica pertencem todas as artes manuais, das quais a mecanica tomou seu
nome. Mas como os artesaos nao trabalham com rigor perfeito, diferen-
ciam a mecanica da geometria, o que é perfeitamente preciso é chamado de
geométrico, o que é menos rigoroso ¢ chamado mecanico. No entanto, os
erros nao estao na arte, mas nos artesaos. Aquele que trabalha com menos
rigor é um mecanico imperfeito; e se alguém pudesse trabalhar com rigor
perfeito, seria o mais perfeito dos mecanicos, pois os desenhos da linhas retas
e circulos, sobre os quais a geometria esta fundada, pertence a mecanica.”
Trecho do prefacio de Newton a primeira edicao do “Principios Matematicos
da Filosofia Natural” em 8 de maio de 1686

Newton dispensa apresentacoes. Seu legado solidificou o que chamamos de
Revolugao Cientifica que comegou na verdade com Galileo. No final do século
XVII, Newton publicou sua obra prima “Principios Matematicos da Filosofia
Natural”. A publicagdo foi um marco na histéria da revolucao cientifica.
Filosofia Natural era o estudo da natureza, diferente da Filosofia de hoje.
Seu trabalho além de ter sido a estrutura da Fisica e da Matematica durante
dois séculos foi também a base do que conhecemos hoje como Mecanica.
Galileo introduziu a discussao de como um objeto se comporta sob a forca da
gravidade terrestre e depois Newton previu o que acontece com o movimento
dos corpos, nas suas trés leis da Mecanica.
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Capitulo 2

Mecanica Newtoniana

Mecanica é o estudo do movimento de objetos no espago e das causas desse
movimento. A parte da Mecanica que estuda o movimento per se é a Ci-
nematica; a parte que estuda as causas do movimento se chama Dinamica.
As grandezas fundamentais da Cinematica sao: posicao, velocidade e ace-
leracao. As grandezas fundamentais da Dinamica sao: energia, trabalho e
forca.

Os fundamentos da Mecanica encontram-se nas trés Leis de Newton:

1. Let da wnércia: Todo corpo tende a manter seu estado de movimento
quando a forga resultante sobre ele é nula.

2. Lei da for¢a: A aceleracao de um corpom a, depende da forca resultante
sobre o corpo, F, através da relacao F = ma, onde m é a massa, isto
¢, uma medida da inércia do corpo.

3. Let da acdo e reagcdo: A toda acao sobre um corpo corresponde uma
reacao sobre o mesmo corpo que exerceu a ac¢ao, igual em moédulo e
direcao mas em sentido oposto a acao.

A Segunda Lei de Newton apresenta a conexao entre a Cinemaética e a
Dinamica. Observe que as grandezas fundamentais nessa conexao sao a ace-
leracao do lado das grandezas cinematicas e a forca do lado das grandezas
dinamicas. Daqui decorre o importante Principio da Relatividade de Ga-
lileu, que define que toda a Fisica é invariante em relacao a mudancas de
referenciais inerciais, isto é, aqueles referenciais que se movem com veloci-
dade constante em relagao a um outro observador inercial. O fato de que
uma lei fisica, a Equacao da Onda Eletromagnética formulada por Maxwell,
apresente uma velocidade como grandeza cinematica fundamental, e nao a
aceleracao, gerou uma crise nos fundamentos da Fisica que foi resolvida por
Einstein em sua Teoria da Relatividade Restrita.
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A seguir faremos uma revisao da Mecanica Newtoniana. Nosso obje-
tivo aqui é ir além dessa formulagao basica, chegando a formalismos como
os de Lagrange e de Hamilton, que permitem observar principios gerais da
Mecanica que sao mais abstratos e mais amplos do que as trés leis descritas
acima.

2.1 Mecanica do ponto material

A partir das Leis de Newton, todo o movimento pode ser descrito a partir de
suas causa, ou seja, conhecendo-se a posi¢ao e o estado de movimento de um
corpo em um certo instante, bem como as forgas que agem sobre esse corpo,
toda informacao sobre a posicao, velocidade e aceleragao em qualquer outro
instante pode ser obtida.

2.1.1 Movimento linear

As relagoes abaixo sdo aquelas necessarias para descrever o movimento de
qualquer objeto sujeito a forcas externas.
Definindo-se o momento linear, p, como

dp

F=—
dt’

onde o momento linear, p ¢é definido por

p=mv, (2.1)
sendo v a velocidade, isto é
dr
—— 2.2
V= (2.2)

De fato, como a acelracao é dada por

dv  d’r
a=—=—-—
dt dt?’
segue que
F = ma, (2.3)

como é dado pela Segunda Lei de Newton.
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2.1.2 Movimento circular

No caso do movimento circular, no entanto, algumas grandezas auxiliares sao
definidas para descrever de forma mais sucinta o movimento.

Para o movimento circular as grandezas mais convenientes sao o momento
angular, L, dado pelo produto vetorial

L=rxp,
e o torque, 7 definido por
d
T:I‘XF:I‘X—p.
dt
Como
L exmv)=vxmy xS (mv)
— (rxmv) =v xmv — (mv
dt dt
e
vxmv=0_0
segue que

_d(x )_
T\ Ty

de onde decorre que

_dL
Cdt

T

2.1.3 Trabalho, Energia Cinética e Energia Potencial

Definimos o trabalho exercido por uma forca F num dado deslocamento entre
os pontos 1 e 2 por

2
1

Entende-se que esta integral é realizada sobre um caminho C' que corresponde
a trajetdria descrita pelo objeto sobre o qual age a forca F.
Das definicoes de velocidade e posicao dadas acima, podemos escrever

2 2
dv m d
Wia=m — - vdt = — — (v¥) dt . 2.5
2 L dt 2 /1 dt (v%) (25)
Integrando-se no tempo entre os instantes t; e ty, que correspondem aos
intantes de tempo em que o corpo se encontrava na posicao inicial e na
posicao final, respectivamente, resulta

m
ng == E (?}g - U%) == T2 — T1 (26)
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Este resultado é o Teorema Trabalho-Energia Cinética, e daqui segue a de-
finicao da energia cinética

77”)2

T=". (2.7)

Uma forga tal que ¢ Fds = 0 e chamada conservativa. Pelo teorema de
Stokes
VxF=0

Como V x V f = 0 para qualquer fungao f, segue que F = —VV onde V e a
energia potencial. Para um deslocamento ds segue

F.d§=—dvV
portanto podemos escrever
ov
F=——. 2.8
s (2.8)

Portanto o trabalho realizado pela forca F resulta em
2
v
W12:—/ a—dé’zvl—vb
1 Os

de onde segue que

(Wi = Vi — W,

e portanto
L-Ty=Vi-V, = Ti+Vi=T+W

e finalmente obtemos
E, = FE,

A igualdade acima mostra que a energia mecanica dada por £ =T 4+ V é
uma grandeza conservada num sistema conservativo.

2.1.4 Conservacao do Momento Linear

2.2 Mecanica de um sistema de particulas

O formalismo descrito acima pode ser estendido para sistemas de multiplas
particulas, como veremos a seguir. Consideraremos inicialmente sistemas
formados por um conjunto de particulas puntiforme, e posteriormente os
COrpos extensos.
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Sendo Fj; a forga que o corpo j exerce sobre o corpo i, e Fge)

das forgas externas sobre o corpo i, temos

Z Fj + Fge) =P
J

a resultante

Fge) = forgas externas sobre a i-ésima particula.
Somando sobre todas as particulas temos

(j—; Z m;r; = Z Fge) + ZFZ] .
Z Z i;j
Definindo

. Emiri . 1
R—W—Mzmiri

temos que

Gl
——
=0 F;;=—F};

segue que

Daqui vemos que se a soma das forcas externas é nula o momento total é
conservado.

Momento Angular e Torque

O momento angular do ponto material é
[=Fx D
entao para um sistema de particulas o momento angular total é

L=Y 7xp

i
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Daqui segue que

g da ., P L L7
L:Z—(rixpi)zz 7o X P; +T5 X p;
=0 74P

portanto

mas

portanto, usando

Usando

temos

i,J 1<j
Mas como F}; || 7; — 7; segue que este termo é nulo.
Sendo 7 = 32,7 x F segue
L=7

O momento angular é conservado se o torque externo ¢ nulo.

Momento Angular Total e do Centro de Massa
Sendo R a posicao do CM, temos
F=F+R — =04V

sendo 7, e ¥; a posicao e a velocidade da particula no referencial do CM e V/
a velocidade do CM no referencial inicial.

Portanto
E=Z<ﬁ+ﬁ> X <77H—‘7> :ZEXmiV+
Z,F;’ ><m@’+2§><m@’+2fiv % m;V

7
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Note que

Zf;’ X mﬂ? = (Zmzf;’) X ‘7

%

onde ), m;7;” é a posigdo do CM no referencial do CM, portanto

Da mesma forma

ja que ) . m,r;’ = 0. Portanto resulta que

L=Rx (Zmz> ‘7+ZFZ X Py’
entao
L=RxMV+> @ xp

ou

=

Lzﬁxﬁ—i—ZFzﬁxﬁi’

O primeiro termo corresponde ao momento angular do CM e o segundo ao
momento angular do sistema no referencial CM.

Energia de um Sistema de Particulas

O trabalho realizado pelas forgas que agem sobre um sistema de particulas é

I%:Z/Edm{:/ﬁqm+2f@d#
5 J1 p 1 1

J#

2
=N,-T
1

W12 = Z %mﬂ)?

i

Em funcao da velocidade do centro de massa temos

5=V 4
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entao

- d
m;V? + miv? +V— T
T S 4 Vi (27
e como » .7’ = 0 o tltimo termo é nulo. Assim

1 2 1 2
T = §MV —|—§;mivi

A passagem de sistemas de particulas puntiformes é feita considerando-se
que o corpo tem uma densidade de massa, p(r), e discretizando-se o volume
do corpo. Assim temos a sustituicao

i — /dgrp(r)

Com isso resulta, para o movmento linear, que a posicao do centro de massa

fica determinada por
1
R = M/dgrp(r)r

e o momento linear total resulta em

- / Brp(r)v

2.2.1 Exercicios

1. Uma caixa de massa m 4 € colocada dentro de um elevador, e sobre ela é
colocada uma caixa de massa mpg. Determine as forcas que agem sobre
cada caixa quando o elevador sobre com uma aceleragao a e quando
desce com aceleragao a, como observadas por um observador inercial.

2. Um foguete de massa inicial M, comeca a ejetar gases com velocidade
de escape v., ganhando velocidade na direcao oposta. Determine a
variagao de velocidade do foguete apds queimar uma quantidade de
combustivel tal que sua massa se reduza a M. R: v—v, = v, In(M,/M)

3. Num porto uma carga de graos finos é transportada para o navio através
de uma esteira onde a carga de um trem é despejada. A esteira é movida
por um motor que mantém sua velocidade constante e igual a V.
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a) Determine a poténcia fornecida pelo motor. R: P = d/dt[(m +
M)V?]

b) Determine a variagdo de energia cinética da carga depositada por
unidade de tempo.dE /dt == d/dt[(m + M)V?/2]

c¢) Por que a poténcia fornecida é diferente da taxa de variagao de
energia cinética? Justifique.

4. Uma corrente de anéis bem pequenos comparados ao comprimento da
corrente, [, tem massa m e é colocada dentro de um tubo horizontal
liso que se encontra a uma altura h sobre a mesa. A corrente é posici-
onada de modo que uma parte damesma fique pendurada para fora do
tubo. Esta parte tem inicialmente comprimento h, de forma que a sua
extremidade inferior toca levemente a superficie da mesa. No intante
inicial a outra extremidade, dentro do tubo, é liberada. determine a
velocidade desta extremidade ao sair do tubo. R: v* = 2HgIn(l/h)

ot

. A partir do resultado obtido no problema anterior, mostre que a solucao
é equivalente considerar a massa invariante. FExplique esse resultado.

6. Considere um corpo de massa m acoplado a uma mola ideal de cons-
tante elastica k. Obtenha a equagao do movimento e a solu¢ao geral
dessa equacao.

7. Considere um corpo de massa m acoplado a uma mola ideal de cons-
tante eldstica k e que se move sob a acao de uma forca viscosa F, =
—bv, onde v é a velocidade do corpo e b uma constante. Obtenha a
equacao do movimento e a solugao geral dessa equagao.

8. Considere um corpo de massa m acoplado a uma mola ideal de cons-
tante elastica k e que se move sob a acao de uma forca viscosa F, =
—bv, onde v é a velocidade do corpo e b uma constante, e de uma forca
externa periddica, Fy,. Obtenha a equacao do movimento e a solugao
geral dessa equacao.

9. Um corpo de mass m se encontra suspenso por uma corda elastica de
constante k4. Presa a parte inferior desse corpo encontra-se uma outra
corda elastica de constante kg. Considere que as duas cordas tém a
mesma resiténcia a ruptura e que suas massas sao despreziveis. No
instante t, a corda B comega a ser puxada com velocidade constante,
V,.

e Determine a equagao de movimento enquanto nenhuma das cordas
se rompe.
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e Determine a solucao geral dessa equagao.
e Qual a frequéncia de oscilacao, w do corpo de massa m?

e Mostre que se a velocidade V, é menor do que uma velocidade
critica V. = mgw/kp, entao a corda que se romperd é a corda A.



Capitulo 3

Principio de D’Alembert e
Equacao de Lagrange

3.1 Principio de D’Alembert

O Principio de D’Alembert representa uma forma de encarar problemas
dinamicos, em que a forca resultante nao é nula, como um problema de
equilibrio de forgas. Para isso, interpreta a derivada temporal do momento
linear como uma espécie de forga, que somada a forca resultante sobre o
sistema resulta numa nova resultante nula.

A grande novidade com relagao a esse principio é o de separar forgas
de vinculos de forcas externas, o que pode reduzir o nimero de variaveis
do sistema, ja que novas coordenadas, chamadas coordenadas generalizadas,
permitem eliminar aquelas limitadas pelos viculos. Assim o npmero de co-
ordenadas passa a ser igual ao numero de graus de liberdade, tornando o
problema mais tratavel. A transformacao de coordenadas cartesianas para
coordenadas generalizadas leva a Equacao de Lagrange, esta sim de grande
aplicagao na pratica para resolver problemas mais complexos.

O vetor posi¢ao do corpo i é dado por 7; = {x;} = {x1, 22,23}, e a 2% lei
de Newton leva a equacao

F; =p;

onde F; é a resultante das forgas que agem sobre o corpo i e p; 0 seu momento
linear.
Da equacao acima segue que para qualquer deslocamento dr;

N

Z (Fi —pi).or; = 0. (3.1)

19
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A equacao acima mostra que, se p; for considerado uma forga, qualquer
problema dinamico, isto é, em que haja aceleracao do sistema, pode ser
interpretado como um problema de estatica, ou seja, de equilibrio de forcas.
Este resultado é conhecido como Principio de D’Alembert.

A seguir vamos usar o principio discutido acima para obter as Equacoes de
Lagrange, que representam um formalismo consideravelmente diferente das
Trés Leis de Newton para resolver problemas que usualmente encontramos
na Fisica, em especial na Mecanica, porém retratam exatamente os mesmos
principios estabelecidos por Isaac Newton. Em muitos casos o formalismo de
Lagrange apresenta vantagens praticas, e em grande medida isso decorre do
fato de que coordenadas espurias, que sao aquelas que podem ser eliminadas
quando se consideram os vinculos do sistema, podem ser eliminadas do pro-
blema desde o inicio, facilitando a solucao dos problemas. Essas coordenadas
desaparecem por causa de vinculos que restringem o movimento do sistema
fisico estudado. Exemplos de sistemas com vinculos sao, uma conta que se
move presa a um fio, que pode ter qualquer formato, como circular, espiral,
etc., ou um bloco que se move sobre uma superficie rigida.

Chamamos de holonomicos os vinculos que podem ser descritos por meio
equagoes na forma f;(x;) = 0, sendo z; as coordenadas da posicao do corpo
1. Os viculos nao-holonoémicos sao todos aqueles cuja restricao de movimento
nao pode ser escrito nesta forma. No que se segue nos restringimos aos
vinculos holonomicos.

Dados os vinculos que agem sobre as M particulas, o nimero de graus
de liberdade pode ser reduzido de 3D para um numero N, onde D ¢é a di-
mensao do espago onde os corpos se movem (normalmente D = 3). Podemos
entao introduzir N coordenadas, chamadas coordenadas generalizadas, que
correspondem aos graus de liberdade das M particulas.

3.2 Equacoes de Lagrange

As equacoes de movimento das M particulas pode entao ser escritas em
funcao das N coordenadas generalizadas, ou seja,

r1 =r1(q1, ¢, qn, 1)

ry =Ta(q1, G2, N, T)

e daqui segue que
. ari . 8ri
=) — G+ —.
ZJ: og; U ot
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Assim, a variacao dr; devido a variacao das coordenadas generalizadas, apos
um intervalo de tempo dt, é dada por
81',-

: qu 4q; ( )

onde dq; = ¢;0t.
Por outro lado, como ¥; = ¥;(q1, ..., ¢,), temos

Or;
or; = — §q;, 3.3
J
e comparando as duas equagoes para 0r; obtemos que
or; __ Or;
6—;.j = a_;j . (3.4)

O primeiro termo da equagao (3.1), que representa o Principio de D’
Alembert, também pode ser reescrito em fungao das coordenadas generaliza-

das como P
r;
Definindo as componentes das forcas generalizadas
or;
Q;i=> F,—, 3.6
J ; aqj ( )
segue que

i J

Assim, o trabalho realizado pelas forcas F; pode ser calculado através das
forgas generalizadas. Daqui se pode concluir que

(3.8)

onde V' é a energia potencial do sistema.
Agora, para tratarmos do segundo termo da equagao (3.1), note que

Z pl(srl = mrl5rz y

e que

dt dt
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Mas 5 o
1'151'z = I'l—z 5q = I'Z—Z 6q,
LIS DL

onde foi usada a equacdo (3.4). Portanto podemos escrever

2
4

r; Or; = Z %(%) 0g; - (3.9)
J

Também temos

r;

d L. Or;
E 5I'Z‘ =T (5[’2‘ = zj:ri a—q] 5Qj7

e entao

v on =32 (%) da (3.10)
J

Assim, o primeiro termo da equagao (3.1) fica

i, dr, = 3 EACIEEACIIK (3.11)

O segundo termo do lado esquerdo da equagao (3.1) também pode ser
reescrito como p
Fy.or; = Z F.x rz Z Q; 8q;,

onde Q); = Fj. g“ é chamada forga generalizada. Agora a equagao (3.1) fica

0 ( mr2
Z Z[dt 8q]< 9 )_8_%< 21)_@7] 0q; =0, (3.12)

sendo as somatorias em i e 7 independentes e portanto podemos trocar a
ordem da soma. Com isso podemos escrever

2
mr;
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e a somatéria em ¢ na equacao (3.12) pode ser eliminada em

2 [% <§7T> — 5 (T=U)| d¢;=0 (3.13)

J

Se nos restringirmos a potenciais U = U(qy, ¢a, ..., ¢»), iSto é, potenciais
que nao dependem da velocidade, podemos definir a funcao lagrangeana L =
T — U e escrever

d <8L> oL _ (3.14)

@ \oq ) ~ g,

j& que os dg; sao arbitrarios e a igualdade (3.13) deve ser sempre valida,
quaisquer que sejam os 9¢;.

A equagao (3.14) é chamada equagao de Lagrange, e é equivalente as Leis
de Newton,como demonstramos aqui. Dessas equacoes resultam as equagoes
de movimento, como veremos a seguir.

3.3 Exercicios

1. Peéndulo Simples: Determine a Lagrangeana e a Equacao de Lagrange
para um sistema unidimensional de massa m sujeito a um potencial

V = —kz?/2.

Solucgao: No problema do péndulo simples definimos as coordenadasdo
objeto
1 =x =1 send
x9 =1y =—l cosd =
gl =20

2, = —I1 cosb 9
To = —1 senf 0

e portanto

_ m ;2 22\ m 72 92 .
{T_2(x1+x2) 2 0 = L=2L% 4 mglcosd

U =mgy = —mgl cosf 2
d (0L oL d :

— [=)-==0= —(ml* 0 [ 0=0
ar (ae) 06 gt 0) +m g Lsen

entao

0 = —% sent

2. Péndulo Simples acoplado a uma mola: Considere um sistema formado
por um péendulo de comprimeto [ e massa m que se encontra acoplado a
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uma mola horizontal de constante elastica k. Determine a Lagrangeana
e a equacao de Lagrange do sistema.

Solucgao:

As coodernadas da massa sao

1 =+ 1 senb m'lzz’v—f—lcosé’é
Ty = —1 cosf Ty =1 senf 0

T= %(m% +i2) = %(mz + 21 cosf @6 + 12cos®0 6 + 12 sen®d 6%)

T =120+ 1202 + 2 1 cost i)

U:Ksz—mglcosQ

2

L:T—U:%(i2+l292+2l0039$9)— +m gl cosf

oL _ i+ m 1 cosl O = i(a_L)— i + ml(cost 6 — sen 62)

55 — &t mlcos 7 (55) = mi + ml(cos sen
g—é——Kx

I . ” :
a—.:m129+ml0039i:> %(%) =m0+ ml(—senb 0 & + cosl &

Subsitituindo esses resultados na equagao de Lagrange obtemos

mi + Kz =m 1(62senf — 0 cosh)

0 — (%) senf) = — (%) cos
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Observe que se o péndulo é fixo, § = 0, 6 = 6 = 0, obtemos mi+Kxz = 0
que € a equacao do oscilador harmonico simples. Se, por outro lado, o
oscilador é fixo, x = 0, © = & = 0, temos

6 — (%) senf = 0, que é a equacao do oscilador.

3. Considere uma particula de massa m que se move sem vinculos no
espago numa regiao onde sua energia potencial é dada por V(r).

e Escreva a Lagrangeana do sistema.

e Mostre que as esquagoes de Lagrange sao idénticas as equagoes
obtidas através da aplicacao das Leis de Newton.

4. Dois corpos de pesos P, e P, estao conectados por um fio inextensivel
de massa desprezivel e comprimento L. Os pesos sao colocados sobre
uma superficie cilindrica lisa de raio R, cujo eixo esta na horizontal.
Encontre a posicao de equilibrio usando o Principio de D’Alembert.

5. Dois corpos de massas my e my ligados por um fio inextensivel de massa
desprezivel sao colocados sobre uma cunha que tem uma superficie
horizontal apoioda sobre a mesa e uma surficie inclinada de um angulo
f com a horizontal, de modo que o corpo de massa m; pende preso ao
fio vertical, que apds passar por uma roldana no ponto mais alto da
cunha, se fixa ao corpo de mass msy que se encontra apoiado sobre a
superficie inclinada da cunha. Encontre a posicao de equilibrio usando
o Principio de D’Alembert.R:senfl = my/my

6. Dois corpos de massas m; e mo ligados por um fio inextensivel de massa
desprezivel sao colocados sobre uma cunha que tem uma superficie
horizontal apoioda sobre a mesa e uma surficie inclinada de um angulo
© com a horizontal.

a) Determine a aceleracao do sistema em funcao de ¢, m; e ma.
b) Determine a condic¢ao de equilibrio.
c) O que acontece se sengp < ma/my?
7. Usando as Eqgs. de Lagrange, obtenha a segunda Lei de Newton em

coordenadas cartesianas e em coordenadas polares. R:md?q; /dt? = F;
F, = mi—,rf e rFy = d/dt(mr*0
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8. Um corpo de massa m desliza sem atrito sobre uma cunha de angulo 6
em relacao a horizontal. A cunha de massa M se encontra sobre uma
superficie horizontal sem atrito. Determine a Lagrangeana do sistema
e as eqs. de movimento.

9. Uma particula se move num plano sob a acao de um campo de forga
dado por
F = —krcosfr, (3.15)

onde k é uma constante e r é o versor radial.

a) O momento angular é conservado? Justifique.

b) Obtenha a equacdo de movimento da 6rbita da particula. mi* —
mr0? = —krcost

10. Uma barra de comprimento r tem sua extremidade ligada a uma haste
vertical de modo que se move livremente na vertical com movimento
dado pela fungao z = asen(wt). Na extremidade superior estd preso
um corpo de massa m. O angulo que a barra faz com a vertical pode
variar livremente. Determine a Langrangeana do sistema e as equagoes
de movimento. rf = (g — aw?sen(wt))send

11. Uma barra inclinada de um angulo € em relacao a vertical gira em torno
do eixo vertical com frequéncia angular w. Na barra inclinada esta
uma conta que pode deslizar sem atrito. Determine a Lagrangeana do
sistema e a equacao do movimento. Obtenha a solucao geral e discuta
o movimento. Se a velocidade inicial da conta é v, e sua posi¢ ao inicial
é r,, determine a funcao do movimento da conta. i = rw?sen?0 — gcost

12. Uma escada encontra-se apoiada sobre uma parede vertical de modo a
formar um angulo 6 com o piso horizontal. Despreze o atrito entre as
superficies e a escada. Sendo [ o comprimento da escada, determine a
Lagrangeana e a equacao de movimento. (mi?® + 41 )0 = 2mglcost



Capitulo 4

ED-Oscilacoes

Estudo Dirigido 1: Oscilacoes Harmonicas

1. Sendo T' =3, Bt7°2 e sendo {q} = q1, ¢, ..., v as coordenadas genera-

lizadas. Mostre que se 2% = () entdo
q ot

1 ..
I'=3 Z M5k
ik

onde

Gri 87“,—
My = XZ: mza—q] D4

Seja V (qi, ..., qv) um potencial generalizado que tenha um minimo local
em {q°}. Mostre que a expansao em série de Taylor resulta em:

A%
i=1 tdq®
N
1 0*V 0 0
s (] - -+
i=1 j=1 q
av] o
Quanto vale [ 8%}(10.
3. Definindo novas coordenadas u; = ¢; — ¢, mostre que até segunda

ordem na expansao o potencial pode ser escrito como
1
ihj

27
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. Assumindo que u; = Re(n;) com n; = aje

CAPITULO 4. ED-OSCILACOES

onde

o*V
Vi = {auiauj] 0

. Mostre que a Lagrangeana, na aproximacao dada, fica

1 o
L = 5 [Zk mjkujuk — Zk V}kUJUk]
s Js

. Mostre que mj; pode ser expandido na forma

N Tom
— 0 0 Z ik
m]k(Q177QN) —mjk(Q17~-7q1\[)+ [
=1
mostre também que, na aproximacao até segunda ordem para T, apenas
o primeiro termo da expansao é relevante.

. Com os resultados anteriores, mostre que a Lagrangeana se reduz a

1 -
-]7

e obtenha as equacgoes de Lagrange.

wt mostre que as equacoes

de Lagrange se reduzem a equacao matricial
(V — wQT) a=0

Como as coordenadas u; sao independentes, a solu¢ao da equacao deve
se dar na condicao de que o determinante
V —w’T| =0

Observe que essas condigoes leva a uma equacao algébrica de grau N,
e portanto teremos N solugoes w?, i = 1,...,N.

. Podemos transformar as solugoes

T
T2

N
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em solugoes

@1
Q2
Q=
QN
através de uma transformacao A tal que
n=AQ

Mostre que das equacoes de Lagrange obtemos
11~ ~ S~ .
5 [QAVAQ —QATAQ| =0

e que o segundo termo do lado esquerdo é uma matriz diagonal.

. As novas solugoes Q podem ser definidas de modo que

ATA =1

onde I é a matriz identidade. Mostre que nesse caso também AV A ¢
uma matriz diagonal.

Mostre que a equacao de Lagrange se reduz a
AVA =T
e que para cada solucao w temos

V/Q —wiQl =0

onde V; = [AVA} ~ As solugoes @; representam os modos normais de

vibracao.
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Considere um potencial dependente apenas das coordenadas do sistema
e que presente um ponto de equilibrio em ¢ = (q( ),qéo),. ,q](\(,))). Pode-
mos escrever esse potencial como uma série de Taylor a partir do ponto de

equilibrio, resultando

ov
qO

I [ 9V 0) 0
520 {%%Lm (4 - a”) (45— a) + -

=1 j5=1

Como ¢© é um ponto de equilibrio, segue que

{av} 0
0g; q©

Também podemos sempre escolher V(q§0), ey q](\(,))). Entao, em aproximacoes
até segunda ordem temos
1
17]

onde u; = q; — qfo)

0? 0?
Vij = {&uiauj] o = {auiauj] 0 = constante

Por outro lado, note que T'= )", %77 e

portanto

Com isso temos

K3 al alal . ’La.la.l ..
T - zm() z[zmza’;;] Q;[z”;a;a;"]qjqk
Js
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Se a transformagao entre os sistemas de coordenadas 7, — ¢ = (q1, q2, ---, qn)

for independente do tempo, %’1" = 0 portanto
T= Z M1k Gk
Jk

onde

Ainda, em termos das coordenadas u;, segue
1 Z .
= 5 Trijleuk
Jik

onde

or; or;
m;— 4.1
Entao a Lagrangeana do sistema, na aprox1ma(;éo até segunda ordem, fica
1 o
L=T-V=3 [z’; kU, — z}; ijujuk]
Js 7,

Note que Vj; sao constantes, mas mj; depende das coordenadas com
indicado na equagao 4.1. Porém podemos fazer a expansao de Taylor

om;
Mg, ooy an) = m(@”, .., gy +Z{ k}

Como os mj;, sao ja quadréticos nas velocidades, para mantermos a apro-
ximacgao até segunda ordem temos de manter apenas o primeiro termo da
expansao acima. Entao podemos escrever

1 .
L= [Tty — Vigujug]

24
7,k
com
o*V
Vij = = constante
a’uian 0
e

or; Or;
T = min(\ V. 0. .. ) = m; |——2| = stante
jk Jk(fh 4o 7 ;QN> Z 3uj D, . constan

i
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Observe que T}, = Tj;, e como V' é um potencial conservativo, Vj, = Vj;.
Vamos entao obter a equacao de Lagrange para a coordenada u;. Temos

d (oL _ oL
dt 8ul 8ul_

aul Z Thu; + = Z Tyt

Como

e T}, é simétrica

aUZ ; T; lu]

(au,> Z it

portanto

Também temos
aUl Z Vluj + = Z Vkuk ; VjZUj

Portanto a equacao do movimento fica

> = [Tyiiy — Vyiw)] = 0
J
Considere uma solugao do tipo u; = Re(n;), com n; = a;e™" Esta equagao
pode ser escrita de forma matricial como

(V—w2T)a:O

Aqui

VNl Coe VNN TNl [ TNN an

O determinante acima resulta em uma equacao algébrica de grau N em w?.
Teremos entdao N valores de w? e 2N valores de w (pares com sinais + e —).
A solucao geral serd

_e—zwmt + C;;elwmt)

3
[

I
1=
s
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onde Ct e C- sao constantes complexas. 7, é uma fun¢ao complexa, e
a fungdo que procuramos é a parte real desta fungao, isto é, u; = Re(n,).
Note que w; ainda pode ser escrito na forma u;, = B,aumcos(wnt + ©un)
As amplitudes determinam a contribuicao de cada modo de vibracao, m,
para o movimento da coordenada [. Os coeficientes my, determinam, entao,
o estado de movimento do sistema. Podemos expressar esse resultado como
uma composicao de coordenadas que tém apenas uma frequéncia de vibracao,
que sao chamados modos normais de vibragao. Seja Q o vetor que representa
os modos normais. Entao

n=AQ

onde A é a matriz formada pelos elementos a,

ai, . . . Q1N

anNy .- . . QAGNN

Note que agora m nao é um vetor de parametros, como era o vetor a, mas
um vetor de funcoes do tipo

N
nm = Z aji (C’fe*i“’jt + C’;re’“jt)
j=1

ja o vetor @Q tem componentes do tipo
Qj — Cj—e—iwjt + Oj_€iwjt
Com isso podemos definir também as derivadas 7, e Ql. Assim
iT—1§:§:u7wz—1uTu—1éATAQ
24 jl”]_z 2
v—1§:§)n/u—1uvu—1QAVAQ
24 jZ”]_z 2
As equacgodes de Lagrange ficam, na forma matricial

% [QAVAQ — QATAQ] =0
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% QAV AQ — QATAQ =0
! \
também é matriz diagonal
uma matriz — pois 0s Q e Q
diagonal para tém frequencia definida
asegurar a igualdade
portanto
- 0 se 1#£]
AVA} - . e
[ ij Ai [ATA} ose 1=
ij
onde \; é uma constante de proporcionalidade e esta relacionada as constan-
tes 22V s Oy
94i94j | g—q(0) ¥ 0q; Oqy, q=q(®
Observe que o fator mig—;’%% o pode ser incorporado nas novas coor-
J q=q
denadas Q;;, entao podemos dizer que

ATA =1
onde I é a matriz identidade, de forma que a equagoes de Lagrange ficam
[QAvAQ-QIQ| =0
e como Q = —w(), temos
GAVA-T|Q=0— AVA=w?I

onde
2

wi O 0
0 w? 0
w? =
0 O w3
A equacao para cada coordenada fica
VIQ} - wiQP =0
onde _
v/ = |Ava|

os Q; definem os modos normais de oscilacao.

4.1 Exemplo: O problema da braquistocrona



Capitulo 5

Principio de minima acao de
Hamilton

Vimos no Capitulo anterior que as equagoes de Lagrange representam um
grande avanco formal na aplicacao das Leis de Newton para resolver pro-
blemas de sistemas mecanicos que apresentam vinculos. Do ponto de vista
conceitual, no entando, os avancos nao sao tao grandes, ja que essas equagoes
foram obtidas através de uma transformagao de variaveis, com reducao do
nimero de coordenadas para se adequar ao nimero de graus de liberdade do
sistema, porém partiram do Principio de D’Alembert, que por sua vez segue
diretamente das Leis de Newton.

Veremos neste capitulo que o mesmo resultado, isto é, as Equacoes de
Lagrange, pode ser obtido a partir de um principio completamente novo,
e aparentemente sem vinculo com as Leis de Newton. Esse é o chamado
Principio de Minima Acao de Hamilton, que afirma que um sistema fisico
evolui de modo a minimizar uma nova grandeza fisica, a Acao, entre os
instantes inicial e final.

Para entendermos como isso funciona temos que, antes de mais nada,
conhecer o método variacional, que nos ajuda a determinar curvas que mi-
nimizam uma dada grandeza. Um exemplo de aplicacao desse método é a
determinacao da curva chamada braquistocrona, que determina a trajetoria
que um corpo deve descrever entre um ponto A e outro ponto B, este numa
altura inferiro ao primeiro, de modo que, apenas sob a acao da forca peso, o
tempo que o corpo gasta para fazer o percurso é minimo.

35
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5.1 Método variacional

O método variacional é uma técnica importante que permite encontrar uma
funcao que minimiza uma grandeza integral. Tem aplicacoes em varios cam-
pos do conhecimento, principalmente na geometria nao Euclideana, em Te-
oria da Relatividade Geral, e na Mecanica esta relacionada a uma nova in-
terpretacao das Equacoes de Lagrange. Aqui chegaremos ao Principio de
Hamilton, que representa um salto conceitual importante com relagao as
Leis de Newton, ao contrario da formulacao das Equades de Lagrange via
Principio de D’Alembert, que vimos no capitulo anterior, e que decorre diire-
tamente daquelas leis. O Principio de Hamilton leva a mesma Mecanica que
se obtém pelas Leis de Newton, porém partindo de um conceito totalmente
novo.

Considere a fungao f(y,x) , e a integral de linha ao longo de um caminho

C,
/C (y7 x) i

onde ds ¢ um deslocamento infinitesimal ao longo do caminho C' . Para
diferentes caminhos o resultado da integral pode ser diferente . O método
variacional permite obter o caminho para o qual esse resultado é um extremo
, isto é , dados os pontos inicial (z,,y,) e final (zf,yy) , obtemos o caminho
para o quel I € minimo ou é maximo . Para isso , vamos supor que o caminho
possa ser parametrizado na forma y = y(z) , e vamos estudar como é a
variagao de integral, § , quando variamos a forma de y(z) . Vamos indicar
por 6y a variacaodessa fucao , mas é importante esclarecer que essa nao é a
variacao infinitesimal de uma variavel , como dx , mas corresponde a uma
alteragao da forma da fungao. Isto é | se inicialmente temos y(x) = n(x) ,
sendo 1 uma fungao definida no mesmo dominio temos y, e sendo £(x) outra
funcao no mesmo dominio de y, temos

dy(x) = n(z) + e£(z),

onde € é uma constante real suficientemente pequena.

Quando mudamos a forma da fun¢do y(z) , mudamos tambén a sua de-
rivada ¢/ (z) = %(m) , de forma, de modo que agora a funcao f depende

tambén de ¢/, ou seja, f = f(y,y/, x).Entao a integral de caminho fica

I=/ ff(y,y’,x)dx (5.1)

onde a integracao agora é apenas em dz ja que o caminho esta parametrizado



5.1. METODO VARIACIONAL 37

na fungao y = y(x). Uma variagdo oy produz uma variagao ¢ f dada por

1= sy Ly 52

definida em cada valor da variavel x. Aqui

oy =n'(z) +e€'(z) = %(dy)

Quando f varia de J f, obtemos uma variacao na integral I que é dada por

5]2/% 5f(x)dx:/% {8—5 8f/ }dm (5.3)

O segundo termo dessa integral pode integra por partes, como

ffaf d (Of w0 d [of
o= [ (o) e [ () o) as

A primeira integral do lado direito da equacao acima é nula, pois

v (0f of
/xo %<0y y)d"” {a'( >LO_O’

ja que dy(z,) = dy(xs) = 0 por definigdo. Portanto obtemos

/: gffay du /x [ (gz{) 54 dx . (5.4)

e substituindo 4 em 3 chegamos em

_[maf d [of
o= [ [ ()l e o

A equacao 5 nos da a variacao da integral de linha, I, quando variamos o
caminho C ao longo do qual a integragao é feita. Essa variacao do caminho é
representada pela variagao dy(x). Quando o caminho representa um extremo
da integral (méximo, minimo ou inflexao), devemos ter 01 = 0, qualquer que
seja a variagao dy(z) suficientemente pequena. Como dy é arbitrario, teremos

61 = 0 somente se of 4 /o)

Esta equacao diferencial relaciona f, que é uma funcao conhecida, com
y(x), que é a fungao a ser determinada, permitindo obter o caminho associado
ao extremo da integral I.
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5.2 Principio de minima acao de Hamilton

Considere agora a mudanca de variaveis x — t e y — ¢, e com isso teremos
também 3y’ — ¢. Também chaemos f de L. Entao segue que a equacao da
trajetoria que minimiza a funcad S é

oL d (0L
o= (5) o 57

que é exatamente a Equagao de Lagrange obtida no capitulo anterior através
do Principio de D’Alembert.

Daqui podemos concluir que a Equacao de Lagrange pode ser obtida
pelo método variacional, e portanto o sistema fisico cuja dinamica é descrita
por essa equacao evolui no tempo segundo uma trajetéria que minimiza a
grandeza .

2
S = / L(q,q,t)dt. (5.8)
t1

Esse resultado foi obtido primeiramente por Hamilton, por isso é conhecido
como Principio de Hamilton. A grandeza S aqui introduzida é chamada
acao, e desempenha um papel fundamental na Mecanica Classica bem como
na Mecanica Quantica. Observe que a constante de Planck, h, tem a mesma
unidade da acao. Este resultado também é conhecido como Principio de
Minima Acao.

Note que este resultado nao modifica as Equacoes de Lagrange, antes,
mostram que elas podem ser obtidas através de um processo completamente
diferente. Enquanto no capitulo 2 obtivemos essa equacgoes a partir do
Principio de D’Alembert, que segue diretamente das Leis de Newton, aqui
o mesmo resultado é obtido a partir do principio de minimizacao da acao.
Conceitualmente este é um grande salto em relagao a Mecanica Newtoniana.

5.3 Exercicios



Capitulo 6

ED - Corpo Rigido

1. Rotagoes finitas e consecutivas em geral nao comutam, isto é, alterar
a ordem em que rotagoes sucessivas ao redor de diferentes eixos leva a
configuracoes finais diferentes. Porém, as rotagoes infinitesimais comu-
tam. Discuta as diferencas entre esses dois casos.

2. Considere um corpo rigido que gira com velocidade angular w em torno
de um ponto fixo O.

1) Quantos graus de liberdade tem o sistema?

2) Determine a velocidade v de um ponto do objeto na posigao na
posicao r em relacao ao ponto O.

3) Se mnessa posigao do corpo tivéssemos apenas uma particula de
massa m;, mostre que o momento angular seria J; = m; ['rizw —

(riw)r;]

3. Usando este resultado, mostre que para o corpo rigido podemos escrever
J = I, onde I ¢é o tensor de inércia, cujas componentes sao [;; =
[ p(r)(r?0; — x3x;)dV, onde dV é o elemento de volume na posigao r.

Podemos encontrar um sistema de coordenadas em que o tensor de
inércia tem todas as suas componentes fora da diagonal nulas. Neste
caso o sistema é chamado “eixos principais”.

4. Encontre a equagao caracteristica para a determinagao dos eixos prin-
cipais.

5. Determine a velocidade angular w nesse sistema de coordenadas for-
mado pelos eixos principais.

6. Determine a direcao dos eixos principais a partir da velocidade angular.
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10.

11.

12.

CAPITULO 6. ED - CORPO RIGIDO

Determine a energia cinética de um corpo rigido em rotacao.

Mostre que I = I, + Md? onde I é o momento de inércia de um corpo
que gira em torno de um eixo arbitrario, /. é o momento de inércia do
mesmo corpo girando em torno de um eixo paralelo ao anterior mas
passando pelo centro de massa do sistema, M é a massa total do corpo
e d é a distancia entre os dois eixos. (Teorema dos eixos paralelos)

Obtenha a Lagrangeana de um corpo em rotagao livre de forgas exter-
nas.

Considere agora que existe um potencial externo que nao depende da
velocidade do corpo. Determine cada componente do torque sobre o
sistema.

Descreva o movimento de um piao simétrico livre de torque.

Descreva o movimento de um piao simétrico sujeito a forca peso.

Solucao do ED Corpo Rigido

Exercicio 1

Enquanto muitas transformacgoes podem ser obtidas a partir de uma sequéncia
de trasnformacoes parciais, independentemente de sua orde, como por exem-
plo as trasnlacoes, rotacoes nao podem, em geral, ser independentes da ordem
em que as rotacaoes parciais sao realizadas. Por exemplo, considere rotagoes
de 90° em tornos dos eixos Z (matriz A) e do eixo X (matriz B). E facil
notar que AB # BA. De fato, temos

cos(m/2) sin(w/2) 0 0 10
A= —sin(nr/2) cos(n/2) 0 | =| -1 0 0O
0 0 1 0 01
1 0 0 1 0 0
B=| 0 cos(n/2) sin(x/2) |=10 0 1
0 —sin(7/2) cos(m/2) 0 -1 0
Temos que:
0 0 1
AB=|[ -1 0 0
0 10



41

S = O

01
BA=| 0 0
10

Pode-se observar que AB # BA
De forma geral, no espaco tridimensional, uma rotacao infinitesimal pode

ser representada assim:

iL‘ll = X1+ E11%1 + €12%9 + €13T3
LE’Z = T2 + €211 + €22%2 + €23%3
l’é = XT3 —+ £31%1 + E32X9 + £33x3

onde €;; sao infinitésimos. O anterior pode-se escrever de forma matricial

x' = x+ Ex
onde
/
Ty x €11 €12 €13
x' = 2 x=| 29 E=| ey €9 €93
/
T3 xs3 €31 £32 €33

Das relagoes anteriores temos
x' =1+ E)x

onde I e a matriz unidade e I + E é o operador de uma rotagao infinite-
simal.
Sejam agora dias rotagoes infinitesimais

A=1+E, B=I+E

Temos que
AB=1+E; + E; + ExE;
BA:I+E1+E2—|—E1E2
Se os infinitésimos de ordem superior nao sao considerados:
EE;, = EE; =0.

Isto pode ser feito somente enquanto E; ~ 0 e E; ~ 0, ou seja, a sequéncia de
rotacoes deve incluir uma rotacao infititesimal em torno de um eixo seguida
de outra rotacao infitesimal em torno de outro eixo.
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Entao
AB=1+E;+E;

BA:I+E1—|—E2

AB = BA

Exercicio 2

(a)

Em geral, para designar a posicao de um corpo estenso precisamos de seis
grais de liberdade: trés para indicar a posicao do centro de massa e trés para
indicar a orientagao do corpo, ou, de forma equivalente, a posicao de um
outro ponto fixo do corpo. Note que aqui ja estamos usando os vinculos de
um corpo rigido. Se fosse um gas monoatomico, por exemplo, o sistema teria
3N graus de liberdade, onde N é o nimero de particulas livres do gas. Para
um sistema de alguns gramas, N 10%, e o npumero de graus de liberdade do
gas é muito grande. Portanto, para o corpo rigido, o fato de a posicao relativa
de duas partes quaisquer do corpo se manter fixa leva a uma enorme reducao
do nimero de graus de liberdade. No caso do gas, técnicas estatisticas sao
usadas para tratar de um sistema tao complexo.
Tem trés graus de liberdade, as trés diregoes espaciais de rotacao.

(b)

Vamos supor uma combinacao de trés rotacoes infinitesimais ao redor dos
eixos cartesianos, um angulo df, ao redor do eixo x, um angulo df, ao redor
do eixo y e um angulo df, ao redor do eixo z, desta forma podemos considerar

A : __ dby _ doy __ db, <
trés yelomdades angulares w, = <, w, = 2 e w, = 2. A rotagao ao redor
do eixo x é:
1 0 0
A=\ 0 cosf, sinb,

0 —sind, cosb,

Para o caso infinitesimal 8, — d0,, temos:

A

1
e}
—_
.
>
8
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igualmente as outras rotagoes podem ser representadas assim:

1 0 —do,
B=| 0 1 0
o, 0 1
€
1 do, 0
c=| -d. 1 0
0 0 1

Fazendo as trés rotagoes simultaneamente e desprezando os infinitésimos
de ordenes superiores pode-se demonstrar que:

1 o, —do,
E=ABC=| —df, 1 db,
g, —do, 1
Aplicando essa rotacao ao vetor r:
r = Er
a mudancga diferencial do vetor é entao:
0 o, —do,
dr=v"—r=(E—-1)r=| —df. 0 o, |r
o, —df, 0
Dividendo por dt:
dr 1 do,/dt —db,/dt 1w, —wy
v = - = —do,/dt 1 df, /dt r=| —w, 1 Wy r
df,/dt —db,/dt 1 wy —wy 1

A equacao matricial anterior é o mesmo que

Vgp = W,Ty — Wyl

Vy = —W,Ty + Wyl

Vp = WyTy — Wely

Se formamos o vetor:

Wy

entao as relagoes obtidas anteriormente podem ser expressas:

V=wXT
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(c)
O momento angular é:
J=rxp=mrxv=mrX (wXr)
A seguir usamos a identidade do triple produto vetorial:
axX(bxc)=(a-c)b—(a-b)c

entao

J=m[r’w— (r-w)r]

Exercicio 3

Temos
J=m[r’w— (r-w)r]

Fazendo a descomposicao nas direcoes x, y, 2 temos

J m[(r? — 7“2)@% TyTaWy — TaTpW,]
[ Terywy + (1% — rz)wy — rzrywz}
m[—rer,wy — ryr.wy, + (12 — r?)w,]

Matricialmente pode-se escrever:

J, T — T2 —rury, =TT, Wy
_ _ 2
Jy | =m Tyrs T2 =Ty, TyT> Wy
J, —ryTs =TT, To — T2 W,
ou
J=1Iw

os elementos matriciais de I sao:

L = m(8r* — ry)

O anterior foi feito para um ponto de massa m no sélido rigido, agora, se
consideramos que temos um diferencial de volume dm entao:

d[ij = dm(éijrz — rij) = p(T)((Si]TQ TU)dV
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Exercicio 4
H& que encontrar um referencial onde I seja diagonal, ou seja:
P 'IP=D (6.1)

a matriz D é diagonal e representa a I no referencial onde I é diagonal.

At 00
D = 0 X O
0 0 X3

onde A1, Ay e A3 sao os autovalores de D.
Demonstremos que os autovalores A;, A\ e A3 também sao os autovalores

de I:

P 'IPx = Dz = \x = \M=x

aqui 1 é a matriz identidade. Das relacoes anteriores temos:

(P~ IPx — \z) =0

(P7'IP - )\)z =0
Multiplicando por P na esquerda:

P(P'IP - )\)z =0

P(P'IP — \1)P 'Pz =0

(PP~'IPP~' — \P1P )Pz =0

ou
I—-XN)y=0 y=Pzx

portanto, as matrizes D e I tém os mesmos autovalores.
Agora temos que para passar do referencial original para o sistema eixos
principais temos que fazer a seguinte transformagcao

P'IP=D
No referencial dos eixos principais temos que

Dx’ = )\’
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O problema da determinagao dos eixos principais no referencial inicial
consiste en encontrar as componentes de ' no referencial inicial.
Para passar ao referencial original aplicamos P a equagao anterior:

PDx' = \Px'

ou
PDP'Px’ = \Px’

e usando PDP~! = I da equacao 6.1 e © = Pz’ chega-se a:
Ix = )\x

Portanto, para determinar o vetor x é preciso a determinacao dos auto-
vetores da matriz I e a equacgao caracteristica seria entao

I—-X)x=0
A equacao anterior sé tem solugao se

det(I — A1) =0

Exercicio 5

Neste problema é conhecida a matriz I no referencial inicial e seus autovalores
A1, A2 e A3 0s quais podem ser calculados através da equacao caracteristica.
E conhecido também o vetor w no referencial inicial. Para encontrar w’
no referencial dos eixos principais, é preciso o calculo da transformacao P
que faz w’ = Pw. Essa transformacao faz a rotacao de qualquer vetor do
referencial inicial para o referencial dos eixos principais, e em particular, dos
versores que representam os eixos principais no referencial inicial *’ = Pz,
que sao os autovetores da matriz I.

Ix = )\x

Aplicando P passamos ao referencial dos eixos principais, onde I é a
matriz diagonal formada pelos autovalores dela:

Iz =)\x

PlIx = \Px = )\x’

PIP 'Px = Dx' = \x’



Do anterior temos que
PIP'=D

multiplicando o anterior por P

PIP'P=DP

ou
PI =DP

A equacao anterior é:

Ly Lo L Py P Pi3 Py

Iy Ing Ing Por Py Py | = | Pa

I31 Igp 133 P31 Py Pss Py

Definindo os seguintes vetores:

Py Py
P=\| P P, =| P
Py Py

a equacao matricial fica:

Iy L L
Iy Ip Ly | (P P, P3)= (P
Iy Izo I3

ou

(IP, IP, IP;)=( \P,

portanto temos que:

IP]_ = )\1P]_
IP, = \, P,
IP; = )\3P;

Pode-se observar que os vetores I Py, IP, e I P53 sao os autovetores da
matriz [ I, portanto, a matriz de transformacgao P esta formada pelos auto-
vetores de I:

P12 PlS
P22 P23

A0
0 X
0 0
0 0

A

P, P.)[ 0 X 0
0

MNPy AsPy )

P:(P]_ P2 Pg)

Desta forma, calculando os autovetores de I e formando a matriz de
transformacao P, pode-se calcular a velocidade angular no referencial dos

eixos principais:
w' = Pw
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Exercicio 6

No referencial dos eixos principais temos que os eixos principais sao:

1 0 0
xy=10 o= 1 xz =1 0
0 0 1

Para encontrar os eixos principais no referencia inicial temos que fazer:
_ ’
T123 = Pxy 4

ou

1
azlz(Pl P2 Pg) 0 :Pl

0

0
$2:(P1 P2 P3) 1 :P2

0

0
(1}‘3:(P1 P2 P3) 0 :Pg

1

Exercicio 7

A energia cinética ade rotacao o redor de um ponto é:
1 5 1 .
T= §Zmzvz = §;m — v (w X 1)

Permutando os vetores do produto misto temos:

w w-dJ

Usando a valor de J do exercicio 2:

J = Zm [r?w — (r; - w)r;]

Chega-se a:
T = %Zm [riw — (r; - w)r;]
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Fazendo w = wn temos
WQ} : 2 L\ 2

A relacao 8.24 pode-se seguir desenvolvendo

_w-J_w-I-w
2 2

2
T :%ﬁ,-I-ﬁ, (6.4)

O escalar I = n - I - v representa o momento de inercia respeito ao eixo de
rotacao. Comparando as equagoes 6.3 e 6.4 chega-se a:

I:Zm[r?— (ri-ﬁ)z]

Exercicio 8

Do exercicio anterior
I= Zm [r? — (r; - 7)?]
i

Seja R o vetor que va desde a origem O do referencial ao centro de
massas do corpo, e r; e r; os vetores que vao desde a origem do referencial
O e desde o CM até a particula i-ésima, respectivamente. Esses vetores tem
que cumprimentar:

r; =R+ 7]

Entao o momento de inercia fica:

I=> m[(R+71)*— ((R+7})-n)?]
I=> mR*+> mr}?+2> ma'-R=Y mi(R-0)*=Y mi(rj-n)?-2Y  mi(R-i-r}-n)?
I =R? Z mi—i—z mr 24+2R Z mr’—(R-n)? Z mi—z mi(Tg-ﬁ)2—2(R-'ﬁ(Z mgrh)-n)?

Fazendo ) .m; = M e >, m;r; = 0 ja que esta tltima é a posicao do CM
no referencial CM, temos:
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[=R*M+Y mr,?— (R-2)*M =Y my(r}-n)?
Agrupando:
I= Zmirg 2 Zml(r: 7))+ R*M — (R-h)*>M

1

(2

I=Y mi[r}®=(r}-0)*] + R®M — (R-7)*M

O termo dentro da somatéria ¢ o momento de inercia no referencial do
CM

I. = Zmi [r: 2 — (r]- ﬁ)z}
i
O vetor R pode ser expresso:

R=R,A+R,

onde R, é a componente de R perpendicular a no. A distancia entre o
eixos paralelos de rotagao inicial e do CM ¢ d = R,. Desta forma:

I=I.+RM—-(R-7)’M =1I.+ (R, + R2)M — R2M

[ =1I.4+RM=1.+dM

Exercicio 9

Para um corpo em rotacao livre de forcas externas temos:
L=T

Se usamos o sistema de eixos principais (2/,y/,2") pode-se usar como
variaveis generalizadas os angulos de Euler que expressam a rotacao do re-
ferencial (z/,y/, 2’) respeito ao referencial (x,y,z). No referencial (2., 2)
temos
[1 (.Ui/ IQWZZ/ [30.)3/

2 2 2

Onde as componentes w,/, w, € w, tem a seguinte rela¢ao com os angulos

de Euler:

T —

Wy = qjﬁsin@sinw—l—é.cosz/z
Wy = ¢sinfcosy — Osiny (6.5)
W, = ¢cosh + Y
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Exercicio 10
Agora a Lagrangiana é

] 2/ ] CL)Q/ I 2/
I — 1;% i 22y + 3;"2 —V(0,6,0)

Como 1 é uma rotacao ao redor do eixo z’ temos que o torque relativo a
essa coordenada é:
d (0T oT
Ny=—|—)—-—
dt \ o) oY

Das relagoes 6.5:

Ow,r ! Owyr N Owyr Cw

N o ’
portanto

oT aT

= _[3(,021 = [1wm/wy/ — IZWy’wm’

o I
A equacao de Lagrange é entao:

Nzl = [3(4)'2/ - wz/wy/(h - 12)

A identificacdo de um dos eixos principais como eixo 2z’ é completa-
mente arbitraria. Evidentemente, podem-se permutar os indices e escrever
as equacoes para os outros eixos:

NI/ = Ilw‘m/ — wy/wzf(lg — 13)

N,

y = Igw'y/ — (.Uzlwz/([g, — [1)

Nzl = ]3&):2/ — wx/wy/(ll — IQ)

As equacoes anteriores sao conhecidas como Equacoes de Euler para o

corpo rigido.

Exercicio 11

Tomando o eixo z’ como eixo de simetria, I; = [, e as equacoes de Euler

ficam:
[10(.1;5/ = wy/wz/(fl — 13)
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]1w‘y/ = —wz/wm/(h — ]3)

Isw, =0

Da tltima destas equacoes temos que w, ¢ constante. Das duas primeiras
equagoes pode-se obter:

I — I)w,]?
wé,:_{%] Wy

que tem a seguinte solucao

Wy = Asin Qt
e
wy = AcosQt
onde
0= ([1 - Ls)wz/
L

Pode-se observar que o vetor w,t + w,J tem modulo constante y gira
uniformemente ao redor do eixo 2z’ do corpo com uma frequéncia angular §2

Exercicio 12

Para o piao simétrico:

1 1
T = 5]1((&)223/ +w;/) ‘l’ 5 3W§/

e em funcao dos angulos de Euler:
1 o 9 . 9 [3 . . 9
T = 5(6 + ¢?sin” 0) + 5(1& + ¢ cosf)

A energia potencial é:
V = Mglcosf

onde 1 é a distancia do CM a origem do referencial situado no ponto fixo
do corpo.
Entao a lagrangiana fica:

. . In . .
L = fracl2(0* + ¢*sin®0) + 53(@& + ¢cosf)? — Mgl cos 0
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Pode-se olhar que ¢ e 1 sao coordenadas ciclicas, portanto pg e py sao
constantes do movimento:

oL

py = — = I3() + dcos ) = Lsw. = La (6.6)
oY
oL . ) :
Py = 8_¢ = ([18in” 0 + I3cos” 0)¢ + I31p cos @ = I1b (6.7)

onde sao usadas dos novas constantes a e b em funcao dos momentos
generalizados constantes anteriores. Como o sistema é conservativo, a energia
total F é também uma constante:

1. 1
E=T+V= 5(02—|—¢25i1129)+§]3u}§,—|—Mglcosﬁ (6.8)

De 8.25 temos ' ‘
I3t) = Ia — I3¢ cosf (6.9)

Substituindo em &.26:
IQQBSiD? 0+ Iiacosd = Iib

ou

. b—acosf
= 6.10
¢ sin? 6 (6.10)
Substituindo 6.10 em 6.9 temos:
La b—acosf
-7 _ 6.11
4 I3 €08 sin? 6 (6.11)
Da equacao da energia pode-se definir uma nova constante
1 . .
E = 5(92 + ¢*sin? ) + Mgl cos 0 (6.12)
Substituindo 6.10 em 6.12 e reagrupando temos:
sin 9% = sin? f(oc — B cosf) — (b — acosh)? (6.13)

onde « e  sao constantes:

_2F

o =

2M gl
8=
L oL

Fazendo © = cos 8 temos:

= (1 —u?)(a — fu) — (b — au)?
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Capitulo 7

Simetrias de Leis de
Conservacao

Quando estudamos o movimento de uma particula ou de um sistema fechado,
isto é, livre de forcas externas, consideramos que o espaco é homogéneo e
isotrépico, e que o tempo é homogéneo. Mais precisamente, temos que

a) O espaco é homogéneo se as propriedades do sistema fisico fechado nao
sao afetadas por um delocamento arbitrario da origem do sistema de
referéncia.

b) O espago é isotrépico se as propriedades de um sistema fisico fechado
nao variam quando o sistema de referéncia sofre uma rotagao arbitraria
em torno da origem.

¢) O tempo é chamado homogéneo se as propriedades de um sistema fisico
fechado nao variam ao se deslocar arbitariamente a origem do tempo.

Vamos verificar que essas simetrias estao relacionadas a leis de conservagao
de grandezas fisicas.

7.1 Homegeneidade do espaco e conservacao
do momento linear.

Ao se deslocar a origem do sistema de coordenadas, temos r; = 1/, =1; + ¢

1) Mostre que

5L:gzgﬁ. (7.1)

95
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2) A partir da propriedade (a) e das equagdes de Lagrange, mostre que o
momento total do sistema é conservado.

7.2 Homegeneidade do tempo e conservacao
de energia.

Ao se deslocar a origem do tempo, temos t — t' =t + 0t.

3) Usando a propriedade (c), mostre que dL/dt = 0.

4) A partir deste resultado e usando as equagoes de Lagrange, mostre que
a energia mecanica se conserva.

7.3 Isotropia do espaco e conservacao do mo-
mento angular.

Uma rotacao sempre tem um eixo em torno do qual ela resulta. Seja Z este
eixo. Entao temos

(SI'i =ZX I‘i59 (72)

5Vi =ZX viéé. (73)

5) Considerando que L = L(r;, T;), determine a expressao para dL em
funcao de dor; e de dv;.

6) Usando as equagoes de Lagrange, mostre que

1. Usando a identidade dp;.(Z x dr;) = Z.(p; X r;), mostre que o momento

angular é conservado.

7.4 Invariancia segundo as transformacoes de
Galileu.

Transformagoes de Galileu correspondem a mudancas de um referencial iner-
cial para outro. Neste caso temos r; — r} = r; + Vot.
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7) Mostre que v{ = v; + vy.

8) Mostre que na auséncia de forgas externas, L' =T"+V = L + dF/dt,
onde F' = (1/2)mv*t +mvy.v;, onde F ¢é chamada funcao de gauge (ou
calibre).

9) Mostre que a presenca da fungdo de gauge nao altera as equagoes de
Lagrange.
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Capitulo 8

Problemas de Forcas Centrais -
Estudo Dirigido

Considere um sistema de dois corpos de massas m; e ms.

1.

Determine as posigoes r'; e 'y dos corpos no referencial do centro de
massa (CM).

Sendo R a posicao do centro de massa, determine a energia cinética do
sistema em funcao de R, r'; e r/s.

. Agora considere r a posicao do corpo 2 em relagao ao corpo 1. Mostre

que a energia cinética é
M . 1
T=—"R+i%. 8.1
5 5 (8.1)
onde M =my +mg e p=mymy/M.
Considerando que as particulas estejam sujeitas unicamente a um po-
tencial de interagao entre elas,

Mostre que .
dR
— =0. 8.2
o (82)
de onde segue que o momento total P = M R é constante.

Qual o nimero de graus de liberdade que o problema adquire quando
nos restringimos ao referencial do centro de massa?

Mostre que para o movimento relativo a Lagrangeana é

L= g [1'«2 + rzeﬂ V(). (8.3)

29
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7. Mostre que o momento é conservado.

8. Mostre que a equacao do movimento é
dr 0 2
- - 4
Kt or (V+ 2ur2) ’ (84)

Conservagao de energia

onde [ = ur?.

9. A partir da conservacao de momento angular, mostre que a area varrida
pelo raio médio da érbita é constante (Segunda Lei de Kepler).

10. Usando o momento angular [, mostre que a equagao do movimento é

d, . I av
E(NT) + W - _% : (85>
11. Mostre também que
d d I?
—(pur)=——(V : :
dt () dr ( * 2,u7’2> (8.6)
12. Mostre que se U = U(r) entao dU/dt = (OU/Or)r, mostre que
d, . d [ r?
G =5 (%) (5.7)

e daqui conclua a conservagao de energia.

Equacao diferencial da orbita

13. A partir da euqagao

12 ov
e considerando que 7 = (dr/df)6, mostre que
dr [ dr
E — W@ . (8;9)

14. Sendo u = 1/r, mostre que (du/df) = —(1/r?)(dr/df) e portanto

dr [ du

= 8.10

dt wdf’ (8.10)
e portanto

dt

= — . A1
0 (8.11)

L d( ldu) P
12 do?
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16.

17.

18.

19.
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Mostre que a equacao da érbita fica

s {% + u} = f(1/u), (8.12)

1

onde f(r) = —(dv/dr).
O problema de Kepler

O problema da gravitagao envolve uma forga f(r) = —K/r?, portanto
temos 22 [
u u
— | == — k| =0 8.13

onde k = Ku/I?.

Mostre que esta equacao ¢é a equacgao de um oscilador harmonico, isto
é

dw
102 +w=0, (8.14)
e portanto a solucao da equacao da érbita fica
1 Ku
—— = Acos(0 —. 1
0 cos(0 + ¢) + 2 (8.15)

Mostre que asolucao pode ser escrita na forma de equagao de uma
coOnica, isto é,

J
o= 1+ ecos(f + ), (8.16)

e determine J e ¢.

Mostre que em termos da energia mecanica E temos

A= %\/1 + 212E/(uk?) (8.17)
) £ =/1+22E/(uk?). (8.18)

Demonstre a Terceira Lei de Kepler, isto é, mostre que

Ar?
= —M a3

T2
K )

(8.19)

onde T é o periodo da oOrbita e a é o semi-eixo maior da elipse que
descreve a o6rbita do planeta.



62CAPITULO 8. PROBLEMAS DE FORCAS CENTRAIS - ESTUDO DIRIGIDO

Solucao do ED de forcas centrais

Como estamos tratando de um sistema de dois corpos, sera conveniente se-
pararmos as coordenadas do centro de massa das coordenadas relativas. Na
figura [8] temos a posi¢io do CM indicada por R e os vetores posi¢ao dos
corpos, r1 € 7o, respectivamente.

Para resolver o problema vao ser necessario o uso do seguinte sistema de
vetores:

Y
ma
r,
r2
r'
R
m
ri
X
R=R.,
miXry + Moy
R=—1——*2
mq + o
Da figura
miry + moXo
rlzr’l—l—R:r’l—i——
mq + mo
miry + Mol
I'QZI'/2+R:I'/2+—
my + mo
Portanto

, miry + Mals
r=r — ——
ma —+ mo



63

oo miry + Maly
2 2 mq -+ Mo
E
{ ™S T (T2 ) (8.20)
Ty = o (T2 = 1)

Exercicio 2

-2 -2
mlrl m1r2

T —
2 2

Usando '

chega-se a
.\ 2 .\ 2
m (1'«’1 + R) Mo (i«g + R)
T = +
2 2
Desenvolvendo os paréntesis temos

mit, 2 merh?  my 4+ me .2 . e
T = 121 + 222 + 12 R + (mat) + moty) R

Temos que mqr] + mory = (my + mg)R,, onde R’ ¢ a posicdo do centro de
massas no referencial do centro de massas, portanto, R =0e mir| +mor, =
0. Derivando esta tltima expressao temos que miry + mof, = 0, entao a
energia cinética fica:

/2 -/ 2
mary moTy mi + Mo - 2

T = R
2 2 2
Exercicio 3
Do exercicio 1 temos:
-/ 2 -/ 2
miry MaTy M .o
T = —R 8.21
2 + 2 + 2 ( )
e do exercicio 1: "
rf=——> r (8.22)
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/ m
ry—=——"r 8.23
2= (8.23)

Derivando 8.22 e 8.23 em relacao ao tempo:

./ ma . . my .
rN=———T Iy = ——Tr
mq + mo mq + ™Mo
e substituindo em 8.21
T— M 2 n myms3 P2 mims 9
2 2(7711 + m2)2 2(m1 + m2>2
M =2 mime .9
T=—R
2 2(my + my)? (ma + mo)f
T % -9 n mims 9
2 2(m1 + mg)
M2 p,
T=—R —
g Tt

Exercicio 4
Como o sistema € isolado, temos

Fert =0

d(p; +p2)

ZF:F12+F21IP1+p2: i

onde
P; + Py = "l + Moty
. Usando a definicao do CM

mirq + moXo
R= 117722

mi + Mo
e derivando respeito ao tempo, segue
: mli'l + mgfg
R— 17722
mi + Mo

portanto .
P = MR = m1y + mory = p; + Py

onde P é o momento do CM considerando toda a massa concentrada no CM
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Pela terceira lei de Newton:
Fio=-Fy
entao
P=0

portanto P é constante respeito ao tempo.

Exercicio 5

Desenvolver o discurso R = trés graus de liberdade (R,, R, R.)

r = trés graus de liberdade (r,,7,,7)

Em total sao trés graus de liberdade. Como o movimento do CM ja esta
resolvido (P=cte), entao sé é preciso resolver o problema para a coordenada
r, portanto, o problema tem trés graus de liberdade.

Exercicio 6

Introducgao do problema Do exercicio 3:

M.
T="RE gy
2
entao
M .
L=T-V= 7R2+gi~2—V(r)
~—_—— ——
Lc7n Ll
L= v()

Vamos fazer a transformacao para coordenadas polares (r, 6):

r=rcosfi+rsinf j

Derivando respeito ao tempo:

I = (7-cos ) — rsin0)i+ (rsinf + r cos 00)j
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entao
% = (7 cosf — rsin 09)% + (7 sin 6 + r cos 60)?
i? = (cos? + sin 0)i? + (cos® 6 + sin? §)r24?
i? =72 4 r26?
entao

L= = V() = 567 + %6 = V()

Exercicio 7

Usando a lagrangiana do exercicio anterior

L = g(-z +7%6%) — V(r)

temos

oL o oL’
ae = = Do do

e substituindo na equacao de Lagrange:

d (oL _aL'_O
dt \ 90 00

=0

chega-se a
dpe _,
dt
portanto pg é constante.
Exercicio 8
Do exercicio anterior temos:
I =py = pr*d

portanto
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l2

o
0° = e (8.24)
Resolvendo a equacao de Lagrange para a coordenada r:
d (oL oL 0
dt \ 96 o0
obtemos
dr : oV
— —wr*+=—=0
Far —H" * or
usando 8.24 na equacao anterior temos que
dr 12 n ov 0
Hat wrd - or
pode-se demonstrar que % (25;2) = —1723 entao a equacao do movimento
fica
dr n 0 12 n ov 0
Fat ™ ar 2412 or
portanto

dr o ([ I
Hat = or (2;1,7“2 i V(T)>

Exercicio 9

Seja um diferencial de trajetéria do ponto 1 ao ponto 2 (figura):
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r+dr

\

Quando o ponto 2 — 1, o diferencial de area recorrida é:

_r-rd@_r2d9
22

dA

Entao
dA  r*df
dt 2 dt
Levando em conta que o momento angular ¢ constante e que | = urzé,

~ . 2 , /
entao a quantidade ”—29 também é constante e

%:C’TE
dt

Exercicio 10

RESOLVIDO NO 8

Exercicio 11

RESOLVIDO NO 8
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Exercicio 12

U=U(r)
dau  dU dr
= == 2
dt  dr dt (8.25)
No exercicio 8 foi obtido
dr o ([ I
- =—= V
Hat or (2;”2 i (r))
fazendo U(r) = 2}2% + V(r) e multiplicando a equagao anterior por 7
d, .. ou(r) .
— — 2
o (pr)r Era (8.26)

A derivada temporal da energia cinética radial pode desenvolver-se assim:

a(5) = a (5) -y

d, ... d /i,
7 = 5 (57)
substituindo o anterior e a equagao 8.25 em 8.26 temos:

£ (5) = o)

ou

ou

l2
Briu=Eey

5 9 w—FV(T):T—FV:E:CTE

Exercicio 13
Do momento angular [ = 20 temos que § = —4;. Como 7 = 7(f) entéo:

ur

dridr-i l dr
dt  df  ur2de

Exercicio 14

Seu=1/r:

dw _d(/r) _dQ/r) _ 1 (@)
T df r2 \ df
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Do exercicio 13:

dr 1 dr [ du

dat — r?dd  pdd

Derivando o anterior respeito ao tempo:

L4 ldu) d [ lduy,
"Ta\ uae) " ae \ a0

Do momento angular [ = m“29 temos que 6 = #, entao:

_d( ldu w?  Pu?d*u
"Tae \ ude

o p?d?

Exercicio 15

Nos exercicios anteriores foi demonstrado que:

l2

pr — s fr) (8.27)
¢ l2 2d2
.. u (%

Usando r = 1/r e substituindo 8.28 em 8.27

portanto

Exercicio 16

Temos que resolver a equagcao:

1?2 (dQu
L
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ou seja
d*u
— +u—k=0
do?
Fazendow:u—k:%:%

entao a equacao da orbita é:
d*w
— +w=0
d6?
que tem a seguinte solucao:

w = Acos(d + p)

onde A e ¢ sao constantes do movimento. Agora fazendo a transformagao
inversa w = u — k:

K
u:ACOS(9+Q’>)+k:Acos(0+q§)+l—2“

Exercicio 17

Do exercicio anterior:

1
- :Acos(9—|—<,0)+l—2

Multiplicando por IZ(—QM obtemos
I? Al?

= — 0 1
K~ kg cos(6 + ) +

Se escrevemos a equagao anterior na forma:
J
— =1+ecos(d+ )
”

temos que

12 Al?
€= —

Ku Ku

Exercicio 18

A energia total é:
2 12 K
+
2 2ur? r
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Quando r =1,,;, =17 =0, e

12 K
E— -
2:u,'ﬂmin T'min

A equacao anterior pode-se transformar em uma equacao de segundo
grado respeito a r,in:

l2
Ert.. + Krpm —— =0
24

que aceita as seguintes solugoes:

wy K 2ED
L (I
Tmin = 5F ( TR

~ . , . ;. K2
A expressao anterior s6 tem sentido fisico se E' > —f para que a parte
dentro da raiz quadrada seja nao negativa. Para determinar o sinal antes da
raiz quadrada é preciso fazer uma analise por faixas de energia:

Para E > 0, temos que /1 + iE—lQ > 1, portanto r > 0e r2 < 0,

K? min min
(1)

min*

esta ultima nao tem sentido fisico, entao r,,;, = r
2
Para E<0e E > —% temos:

1 1+2El2< 1+ 1+2E12<O
k2 k2

Multiplicando por % e levando em conta que % <0
K 1 1+2El2 >K 1+ 1+2El2 >0
2F W2 2F k2

(2)

min

ou seja
(1)

Toin > Tmin > 0
1)

man*

Entao para todas as energias possiveis temos

portanto 1, =171

SR Y (8.29)
Tmzn_2E MK2 .
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Por outro lado, da equacao da érbita

J
- =1+ecos(d + o)

para que 1 = T, = cos(6 + ¢) = 1, portanto

g
l+e  Ku(l+e)

Tmin =

(8.30)

De 8.29 e 8.30 temos:

portanto
_ 2F L2
€= K7
No exercicio 18 foi obtido que
AP
= Kn
portanto
Ku 2E 2
A= 1=
12 + K2

Exercicio 19
O comprimento do eixo maior da elipse pode ser calculado assim:
d= rmaw((%) +7’(90 +7T)

onde 0y ¢ o angulo para o qual r = 7,4,
Da equacao da érbita

g: 1+ ecos(f + )

temos que 7 = 7,4, quando cos(f +¢) = —1, ou 0 4+ € = 7, portanto

00:§0+7T
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J
Tma:v_
1—c¢
e J J J
9 = = -
r(fo+e) l+ecos(fp+e+m) 1+ecos(2m) 1+¢
Entao

L J 2
14 1—e 1-—¢2

O semi-eixo maior da elipse é entao:

d

J
1 —¢e2

a=d/2=

Para calcular o periodo pode-se usar o resultado do exercicio 9:

dA 1
dt  2u
l
dA = —dt
24

A l T
/ dA = — dt
0 2p Jo

onde T' é o periodo e A a area da elipse.

A=ty
24

A area da elipse é:
A =mab

onde a e b sao os semieixos maior e menor da elipse respectivamente. Esses
parametros estao relacionados através da excentricidade:

b=av1—e?

portanto




Capitulo 9

Simetrias e Leis de Conservacao

Quando estudamos o movimento de um corpo livre no espaco consideramos
que o espaco ¢ homogéneo e isotrépico, e que o tempo é homogéneo. Isso
significa que nenhum ponto do espaco ou do tempo tem algum carater dis-
tintivo per se, nem o espaco possui uma orientagao preferencial, ou o tempo
algum instante diferente de outro qualquer. Mais especificamente:

1. O espago é chamado homogéneo se as propriedades de um sistema fisico
fechado, isto é, isolado de forcas externas, nao sao afetadas por um
deslocamento arbitrario da origem do sistema de referéncia.

2. O espago é chamado isotropico se as propriedades de um sistema fisico
fechado nao variam quando o sistema de referéncia sofre rotacao ar-
bitraria em torno da origem.

3. O tempo é chamado homogéneo se as propriedades de um sistema fisico
fechado nao variam ao se deslocar arbitrariamente a origem do tempo.

Um resultado importante que pode ser obtido a partir do formalismo de
Lagrange é o de que as simetrias mencionadas acima estao relacionadas a leis
de conservacao de grandezas fisicas. Veremos a seguir como cada uma dessas
simetrias leva a uma lei de conservacao diferente. Antes disso, porém, vamos
entender o que significa o termo “simetria” no presente caso.

Quando dizemos que ha uma simetria num sistema fisico queremos dizer
que qualquer medida fisica é insensivel a alteracoes dos parametros do sistema
que sao livres de acordo com essa simetria, ou seja, a evolugao do sistema
fisico nao é modificada quando alguns parametros, aqueles que determinados
pela simetria, sao modificados. Suponhamos que os sistema original tenha
uma Lagrangeana L, e que depois de uma transformacao dos parametros
permitidos pela simetria, tenhamos outra Lagrangeana, L' = L + 0 L. Como

75
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a evolucao de qualquer sistema fisico é determinada pelo principio de minima
acao de Hamilton, o termo simetria, aqui, indica que ocalculo da acao entre
dois dados instantes de tempo, usando a Lagrangeana L, antes da trans-
formacao de simetria, ou a Lagrangeana L’ depois da transformacao, leva ao
mesmo resultado, isto é,

S:/%Lﬁ:i/%L+5mﬁ. (9.1)

t1 t1

Daqui decorre que, sempre que 0L = 0, a evolucao do sistema fisico nao é
alterada pela transformacao, e portanto temos uma simetria, e as equacoes de
Lagrange ou de Hamiton serao as mesmas antes e depois da transformacao.

A condigao acima, expressa na equacgao (9.1), é bastante restritiva. Vere-
mos pelo menos um caso, em seguida, em que essa igualdade nao é satisfeita
mas mesmo assim as equacoes de Lagrange ou de Hamilton permanecem
inalteradas, e portanto temos ainda uma simetria do sistema.

9.1 Homogeneidade do espaco e conservacgao
do momento linear

De acordo com o principio da simetria relacionada a homogeneidade do
espago, podemos fazer um deslocamento arbitrario da origem do sistema
sem que o sistema fisico varie. Isso significa que se fazemos a transformacao

ri =1 +e, (9.2)

a Lagrangena do sistema nao varia, ou seja, 6L = 0 Na expressao acima, &
é um deslocamento arbitrario, mas que aqui vai ser considerado, por con-
veniéncia, infinitesimal. O fato de ser infinitesimal nao implica em perda de
generalidade do resultado que sera obtido, pois qualquer deslocamento finito
pode ser dividido em uma sucessao de deslocamentos infinitesimais.

A invariancia da Lagrangeana pode ser expressa por

L= VLe=0. (9.3)

Observe que € é o mesmo para todos os corpos do sistema, pois corresponde
a um deslocamento da origem do sistema de coordenadas. Daqui segue que

Y vL=0, (9.4)
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o que pode ser escrito, em termos das coordenadas z;; para cada corpo ¢,

COImo 8L
Z 7. =0. (9.5)

Por outro lado, nas coordenas z;, as Equacoes de Lagrange do sistema

580 Z[ (axw) Z&%] (9.6)

Usando o resultado dado pela equagao (9.5), obtemos que
d (0L
— p— . .7
i (o) = 7
Vimos no formalismo de Hamilton que

d (0L

onde p;; ¢ a componente j do momento do corpo 4, portanto

< (Z%) 0. (9.9)

Esse resultado é valido para todas as componentes do momento, e assim
obtemos finalmente, para o momento total do sistema,

dP
— =0. 9.10
o (9.10)
O resultado acima mostra que, a partir da hipdotese de que o espaco é
homogeéneo, obtém-se necessariamente que o momento total do sistema ¢é
conservado.

9.2 Homogeneidade do tempo e conservacao
da energia

Neste caso, temos que a Lagrangeana do sistema ¢é invariante pela trans-
formagao

t—t40t. (9.11)
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Aqui consideramos que o tempo varia enquanto todas as outras varidveis
permanecem fixas. Assim a invariancia da Lagrangenana é expressa por
oL
0L =—0t=0. (9.12)
ot
Como a variacao na origem do tempo é arbitraria, resulta entao que
devemos ter

OL

— =0, 9.13
ou seja, a Lagrangenana nao depende explicitamente do tempo, e temos entao
que

dL oL oL
i =2 (oot 55 o1

Usando a equacao de Lagrange na equacao acima e substituindo na equacao
acima temos

dL d oL oL
dt Z dt (81@) Tig ¥ r axi]’x / ( )

ij

FoaZ@E)e] ew

j

e portanto

Observe que a equacao acima pode também ser escrita na forma

I PR R

j

e usando a definicao de momento do formalismo Hamiltoniano, segue que

d .
ij
Agora, note que o termo entre colchetes é exatamente a fungao Hamilto-

niana, portanto segue que
dH

T 0. (9.19)
Lembre-se que, quando a Lagrangeana nao depende explicitamente do tempo,
como ocorre aqui, a fungao Hamiltoniana é equivalente a energia do sistema,
entao obtemos finalmente que

dE
— =0. 9.20
7 (9.20)
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Este resultado mostra que, da hipétese de que um deslocamento arbitrario
na origem do tempo nao altera a Lagrangeana, entao decorre a conservacao
da energia mecanica.

9.3 Isotropia do espaco e conservacao do mo-
mento angular

A hipédtese de isotropia do espaco significa que podemos fazer uma rotacao
arbitraria dosistema de referéncias sem que a Lagrangeana do sistema seja
alterada. Sendo 2z a diregao do eixo de rotagao, temos que os vetores posi¢ao
sofrem, apos a rotagao, um deslocamento

or =2z x 700, (9.21)
e também os vetores velocidade sao modificados para
o =2 X 140 (9.22)
Temos, novamente,
dL d (0L oL
RPN (38.) i, 02
e usando as Equacoes de Lagrange, e também a definicao de momento gene-

ralizado, segue que
= — . .24

Entao a variacao 6L fica

dpij d
que resulta, finalmente, em
5L = i(z .07;) (9.26)
= : Pp;-0T;) . .

voltando a notagao vetorial.
Agora note que

p.or = p;.(2 X 1;00) = §0z(r; X p;), (9.27)
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e substituindo esta expressao naquela para 0L, temos

_d
0L = 00%. (Z i X pi) =0. (9.28)

Podemos reconhecer que a expressao entre parénteses € o momento an-
gular total do sistema, isto é,

Assim, sendo 90z comletamente arbitrario, a igualdade acima s6 pode ser

satisfeita se
dl

dt
e assim concluimos que da hipdtese de isotropia do espaco resulta a con-
servacao do momento angular.

0, (9.30)

9.4 Invariancia por transformacao de Galileu

A invariancia dos sistemas fisicos por transformacao de Galileu é a mais
antiga simetria fSica conhecida. De fato, toda a Mecanica foi construida
com base na hipdtese de que os sistemas fisicos sao independentes do estado
de movimento do referencial inercial, isto é, nao acelerado. Esta simetria é
descrita pelas transformacoes
!/
{’rZ — 'r/Z =7, +v,t (9'31>
vV, >V, =v;,+v,.

Aqui, —v)o é a velocidade do referencial inercial R’ em relagao ao referencial
R.

Para um sistema isolado, o potencial é dado pela interagao entre as di-
versas partes do sistema, isto €,

V=) V(ri-r). (9.32)

1,J <1t

Aqui estamos supondo que a energia potencial nao dependa da velocidade
e nem do tempo. Segue daqui que, apés a transformacao para o outro re-
ferencial inercial, teremos V' = V', j& que as posicoes relativas permanecem
inalteradas apos essa transformacao.
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A energia cinética no referencial inicial é

(9.33)

enquanto que no referencial R’ teremos
Z— ’2—2 (v; +v,)%. (9.34)

Expandindo o ltimo termo segue que
m o mo 2
T Z U Z 5 (0 +20,0)) . (9.35)
Definindo a funcao

r=3 5 (vt + 20,m) | (9.36)

vemos que a energia cinética no referencial R’ pode ser escrito como

F
T'=T+— 9.37

Assim, a nova Lafrangeana sera

dF
L'=T-V=T-V+—. (9.38)
dt
Com esse resultado, vemos que o principio de Hamilton permanece inal-
terado, e consequentemente as equacoes de Lagrange ou de Hamilton, apds
essa transformagao, ja que a agao

Sr:/t2 L/dt:/t2(L+Z—f)dt:/t2 Ldt+ (F(t) — F(t)) . (9.39)

t1 t1 t1

sendo o ultimo termo acima uma constante fixada pelos instantes inicial e
final no compto da acao, o que leva a invariancia das equacoes de Lagrange
e de Hamilton.

Vemos aqui um caso em que as Lagrangeanas, antes e depois da trans-
formacao, nao permanece idéntica, isto é, L # L', mas no entanto as equacoes
de Lagrange ou de Hamilton permanecem inalteradas. Temos, mesmo assim,
uma simetria dos sistemas fisicos. A func¢do F' na equagao (9.39) é chamada
funcao de gauge, ou funcao de calibre.
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9.5 Teorema de Noether

As relagoes entre simetrias e leis de conservagao sao um resultado bastante
abstrato dos formalismos desenvolvidos até aqui. Foi descoberto de forma
geral por Emmy Noether, no inicio do século XX e tem repercussao em
todas as teorias fisicas modernas, inclusive no ambito da Mecanica Quantica.
Veremos aqui, de forma simplificada, uma prova desse teorema.

As discussoes anteriores sobre simetrias individuais nos mostra que, de
forma geral, as simetrias relacionadas as coordenadas espaciais e as veloci-
dades sao determinadas por transformagcoes do tipo

ri =1 =r+e(rt
i =t eln ) (9.40)
T =1 =1+ (r,t).
Aqui, entao, consideramos que o tempo nao sofre nenhuma alteragao, embora
aqui também tenhamos a simetria ja discutida acima.
A variacao da agao, entao, é dada por

SL=">" [aL oL } , (9.41)

—E&;+ =—¢
i 8%]’ ! aq'ij !

onde, por simplicidade, nao foi indicada explicitamente a dependéncia de ¢
€ € na posicao e no tempo.
Temos, das Equacoes de Lagrange, que

oL d ( OL
= — 42

entao segue que

d [ 0L OL de
LN~ [4 (oL dej ] 4
’ Z {dt (3%) A 0qij dt] (943)

i?j

Para que a transformacao seja uma simetria, vamos impor a condicao,
masi restritiva, de que 6 L=0. Entao segue, da equacao acima, que

d [ OL
0L = — . 9.44
i (i) o1
Vemos entao que a grandeza
oL
G = — 9.45
9 (9.45)

é uma grandeza conservada, e é conhecida por corrente de Noether.
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O teorema demonstrado aqui mostra que para toda simetria do sistema
fisico corresponde uma lei de conservagao. O Teorema de Noether tem
aplicagoes muito gerais e tem importancia muito grande inclusive na Mecanica
Quantica e na Teoria de Campos. Simetrias mais gerais sao abrangidas, mas
fogem do escopo deste estudo.
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Capitulo 10

Formalismo de Hamilton e
Transformacoes Canonicas

Observe que, a partir das equacoes de Lagrange, sempre que uma coorde-
nada nao aparece explicitamente na Lagrangeana, aparecendo apenas a sua
primeira derivada temporal, isto €, sempre que para uma determinada coor-
denada ¢ tivermos

oL
— =0,, 10.1
a0 (10.1)
entao segue que
d (0L
— (=] =0. 10.2
dt (8%) (102
Entao a grandeza
oL
= 10.3

chamada momento generalizado, é uma grandeza conservada, ou seja, pr, = 0.
Neste caso, a coordenada ¢ é chamada coordenada ciclica.

Pode ser interessante, entao, descrever a evolucao dinamica do sistema
em termos dos momentos generalizados. Sempre que houver uma coordenada
ciclica, seu correspondente momento generalizado sera constante. Para fazer

isso partimos da Lagrangenana L = L(q1.G1, - - -, qn, Gn), de onde temos
dL oL . OL ¢, OL
— = — — =+ —. 10.4
dt 2 Bgr — iy, dt o (10-4)

Por outro lado, das Equagoes de Lagrange temos

oL d (0L
o =it (30) 109

85
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dL d (0L dL ¢ OL
dt ; {dt (aqk) T B4 dt} o (106)

d (0L oL
d(orLy. , OLdn_ Z (10.7)
dt qu 8qk dt dt &]k
entao, usando a definicao de momento generalizado e substituindo a equacao
acima na Equagao (10.6), segue que

d . oL
7 <Zpqu - L) T (10.8)
p

A fun¢ao Hamiltoniana é definida como

entao

Observe que

H=> pep— L, (10.9)
k
e portanto temos
dH oL
—_ = 10.10
dt ot ( )

Portanto, sempre que a Lagrangeana nao depende explicitamente od tempo,
a Hamiltoiana é uma grandeza conservada.
10.1 Funcao Hamiltoniana e Energia Mecanica

Considere o caso em que o potencial nao depende das velocidades, e que a
transofrmacao das coordenadas originais para as coordenadas generalizadas

nao depende do tempo, isto é, r; = r;(q1, @2, - - ., ¢n). Neste caso temos
A%
— =0, (10.11)
Adp,

e entao podemos escrever

oT
Pk = 57—

—. 10.12
% (10.12)

Com este resultado segue que a Hamiltoniana definida na equacao (10.9)
pode ser escrita como

H=S"2g - 10.1
Zaqqu (10.13)
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Também ja vimos que quando a transformacao para coordenadas generali-
zadas nao depende do tempo explicitamente a energia cinética, T, é uma
funcao quadratica homegénea das velocidades. Entao

T
O = o, (10.14)

Oy

e assim segue que

H=2T-L=T+V =E, (10.15)

sendo F a energia mecanica do sistema. Como H é conservada, a energia
mecanica, nas condi¢oes mencionadas acima, ¢ uma constante do movimento.

10.1.1 Hamiltoniana como a transformada de Legen-
dre da Lagrangeana

A transformacao de Legendre permite transformar as bases em que uma
funcdo de uma ou mais varidveis é descrita. E um recurso mateméatico muito
utilizado na Termodinamica, quando se pode obter os diversos potenciais
termodinamicos através de sucessivas aplicacoes da transformada para dife-
rentes conjuntos de variaveis.

Considere a fungao f = f(z,y). Temos entdo que

Wd+i@ (10.16)

af = ox dy

¢ a variacao infintesimal de f quando x e y sofrem as variagoes infinitesimais
dx e dy, respectivamente. Definimos as fungoes u e v tais que

_ of
U= 3=
{ _ g_;f (10.17)
Agora considere a funcao ¢ = f — ux. Temos entao que
df = —udxr — zdu. (10.18)
Usando a expressao para df acima, obtemos que
d¢ = vdy — xdu,, (10.19)

de onde podemos concluir que ¢ = ¢(u,y). Ainda, como

9, . of,

10.2
o ayy (10.20)

do =
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segue que
_ %
T= "%
{U e (10.21)

A fungao ¢(u,y) é a tranformada de Legendre da fungao f(x,y) na varidvel
x.

H& uma interpretacao geométrica muito simples para a Tranformada de
Legendre. De fato, seja z(x) a reta tangente a fun¢do f num ponto z. Temos

2(x) = uxr + 2,, (10.22)

sendo z, o ponto em que a reta tangente intercepta o eixo vertical. Como a
reta é tangente a curva de f no ponto x, z(z) = f(x), entao

Zo = f —ux, (10.23)

que ¢ exatamente a expressao para a transformada de Legendre da fungao f.
Assim, dado o valor da derivada u, o valor de z, é determinado como aquele
por onde passa a reta com inclinacao u que é tangente a funcao f. A funcao
2o(u) é a transformada de Legendre da funcao f(z).

A Transformada de Legendre pode ser generalizada para fungoes de qual-
quer nimero de varidveis. Nesse caso, se f = f(z1,...,x,), antdo a fungao
transformada fica devinida por

f/(ulv"'aun> :Zukxk_f; (1024)

k

sendo of
Up = a—xk (10.25)

Comparando-se com a expressao para a Hamiltoniana dada na equagao (10.9),
vemos que a Hamiltoniana é a Transformada de Legendre da funcao Lagran-
geana.

10.2 Equacoes de Hamilton

Vamos ver agora que a Hamiltoniana permite obter um novo formalismo
para obter as equacgoes de movimento, chamado Formalismo de Hamilton.
As equacoes resultantes sao equivalentes aquelas obtidas seguindo o forma-
lismo de Lagrange, embora o procedimento que veremos seja razoavelmente
diferente. Conceitualmente, os dois formalismos sao equivalentes entre si, e
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ambos equivalentes ao formalismo Newtoniano. E possivel, também, obter o
formalismo de Hamilton a partir do Principio de Minima Acao.

Agora vamos obter as Equacao de Hamilton, que sao a base do Fom-
ralismo Hamiltoniano. Observe que enquanto L = L(q,q,t) depende das
coordenadas e das velocidades, H = H(p, q,t) depende dos momentos e das
coordenadas. Entao

0OH 0H 0H
0H = —0 —0 —0t. 10.2
Ekj(apk nt o) + o (10.26)
Por outro lado temos
H= Zpk:% - L, (10.27)
k
e portanto
0H = prde + udp — k — 6L, (10.28)
k
sendo oH . OH oH
0L = —0Gk + =—9 —0t. 10.29
(G5 ) + 5 (1029

Substituindo a equacao para dL na equacao para 0 H e rearranjando os ter-
mos, segue que

oLy .. . oL oL
0H = Z <pk - a—qk) Oqk + qudp + Z—0qk + -0t .. (10.30)

3 8qk ot
Segue da definigdo de momento generalizado, equagao (10.3), que o pri-
meiro termo do lado direito da equacao acima é nulo. Também segue da
equacao de Lagrange para a coordenada k que

oL

= 10.31
90 (10.31)

Dk

resultando entao oL

Comparando esta equagao para §H com a equagao (10.28) dada acima,

resultam as igualdades
OH

e = k

ngi = —Pp (10.33)
oH _ _oL

ot a1

As equacoes acima sao conhecidas como Equacoes de Hamilton, e descre-
vem totalmente a evolucao do sistema, tendo uma aplicacao semelhante as
Equacoes de Lagrange.
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10.2.1 Equacgoes de Hamilton via método variacional

Assim como as Equacgoes de Lagrange, também as Equacoes de Hamilton
podem ser obtidas diretamente do Principio de Minima A¢ao, como veremos
nesta se¢ao. O Principio de Hamilton afirma que a agao

S:/tngt (10.34)
t1

¢ minimizada durante a evolucao de um sistema dinamico., isto é, o sistema
evolui de modo que 05 = 0. Como

k

segue que
t1 k

Escrevendo explicitamente a variagao do termo entre colchetes obtemos

oH OH
08 = / to Z [(52%% + PrOqr — 8—52% — %5%} dt. (10.37)
t1 k
Mas usando o fato que
. d
0de = - (0ar) (10.38)

obtemos ,

t2 . t d
/ pkéqkdt = / dt (5qk) (1039)
t1 t1
Integracao por partes do lado direito resulta em

2

2 d t .
/ dt(&]k)d [Prdqily’ —/ Proqrdt . (10.40)
t1 t1

O primeiro termo do lado direito é nulo, ja que nos pontos iniciais da in-
tegracao, no método variacional, sao fixos, e entao dq; = 0 nesses pontos.
Entao obtemos

o [l (e 2) e [ (o 2o

(10.41)
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Como dqy e dp; sao independentes, a tnica forma de a segunda igualdade
acima ser satisfeita é se

pe=—352
o (10.42)
k= oy -

As equacoes acima sao exatamente as Equacgoes de Hamilton j& obtidas an-
teriormente.

10.3 Transformacoes Canonicas

No desenvolvimento feito a partir do Principio de D’Alemebrt até a obtencao
da Equacgoes de Lagrange, as transformacoes entre coordenadas nao envol-
viam os momentos, isto é, tinhamos os vetores posicao escrito em funcao das
novas coordenadas e do tempo, 7; = 7;(q1, . .., qn), para qualquer corpo i do
sistema.

O formalismo de Hamilton, no entanto, nos mostra que a descricao do
sistema fisico € eita a partir de uma funcao analitica de dimensao 2n, onde n
¢ o npumero de graus de liberdade do sistema. Essa funcao determina uma
hiper-superficie de dimensao 2n cujas coordenadas sao as n coordenadas e os
n momentos. Mas essas coodernadas sao arbtrarias, e como para qualquer
superficie, também aqui podemos fazer transformagoes na base do sistema
que descreve a superficie. Essas transformacoes podem envolver nao apenas
as n coordenadas, mas também os n momentos.

Sejam (p, q) as coodernadas iniciais do sistema fsico descrito pela fungao
de Hamilton H(p,q,t). Podemos entdo transformar essas coordenadas para
novas coordenadas, (P, @), tais que

{Qi = Qi(p,q.t) (10.43)

P, = Pi(p,q,t).

Com isso, a Hamiltoniana se transforma para uma nova fungao, K (P, Q,t),

tal que
0= 2
- aPéK (10.44)
P, = ~20;

garantindo que a nova descrigao corresponda a evolucao de um sistema
dinamico.

As transformacoes de coordenadas e momentos que mantém validas as
equagoes de Hamilton sao chamadas transformacoes canonicas. Vimos que
se as coordenadas satisfazem as Euacoes de Hamilton, entao elas sao tais
que o Principio de Hamilton permanece valido, entao podemos dizer que a



92CAPITULO 10. FORMALISMO DE HAMILTON E TRANSFORMACOES CANONICA!

condicao para que as coordenadas sejam canonicas ¢ a de que satisfagam o
principio de minima acao descoberto por Hamilton. Entao devemos ter

i

o0 que garante que as coordenadas (P, ()) satisfazem as Equagoes de Hamilton.
Mas também as coordenadas iniciais devem ser canonicas, e portanto devem
satisfazer um equacao semelhante, isto é

5 / § [Z piqu(p,q,t)] dt =0. (10.46)

Para que a transformacao seja canonica, as duas equacgoes devem ser
validas simultaneamente. Para isso acontecer, basta que

Z PQ;— K(P,Q,t)| dt =0, (10.45)

. dF

pois neste caso, ao substituirmos na equacao correspondente ao principio de
minima agao teremos um termo que sera

t2 g
/t —-dt = F(ts) = F(t), (10.48)

1

sendo que F'(t;) e F(tz) sdo duas constantes, ji que os instantes t; e ty sdo
fixados no processo de extremizacao do método variacional. Entao

to
5/ Edt =0, (10.49)

t1

e com isso as novas coordenadas (P, () serao candnicas se as coordenadas
inciais, (p,q) também forem canonicas.

A funcao F é chamada funcao geratriz da transformacao. Ela é uma
funcao muito geral, e sua forma determinard o tipo de transformacgao que
teremos. Mas para que sea uma transformacao entre as coordenadas (p, q)
e (P,Q), ela deve ter a forma geral F' = F(p,q, P,Q,t). Porém, como as
equagoes de Hamilton terao de ser satisfeitas, e como elas relacionam dois dos
conjuntos de variaveis entre si, isto é, relaciona P; a (); e p; a ¢;, entao a forma
da fungao geratriz pode ser reduzida a 4 casos especificos: F; = Fi(q, @, 1),
Fy, = Fy(q, P, t), Fy = F3(p,Q,t) e Fy = Fy(p, P,t). A seguir estudaremos
como a transformacao se da em cada caso.
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10.3.1 Caso I: F; = Fi(q,Q,1)

Neste caso as variaveis independentes sao as coordenadas iniciais, ¢, e as
coordenadas finais, (). Entao temos,

. dF
ZPQZ K(P.Q.t) = pidi— H(p.g.1) + " (10.50)

com

dF OF, OF
—1 Z 1q2 Zan . (10.51)

Substituindo esta expressao para dF'/dt na equacao da transformagao obte-
mos

oF\ - oF\ . oF,
> (n-fg) KR =3 (n+ G )i noan+ G
(10.52)
Como as variaveis ¢ e () sao independentes neste caso, a unica forma de
a equagao ser satisfeita para quaisquer valores de ¢; e Q; é se os termos entre
colchetesse anularem, isto é

p =28
b ot (10.53)
CT0Qi

Entao resulta que
oOF,

Observe que se a a fungao geratriz da tranformacao canonica nao depende
do tempo, entao a Hamiltoniana final ¢ igual & Hamiltoniana inicial, porém
expressa em termos das novas coordenadas.

(10.54)

10.3.2 Caso II: F, = Fy(q, P, 1)

Neste caso temos como variaveis independentes as coordenadas iniciais, ¢, e
os momentos finais, P. Teremos entao

: dF:
2 PQi-K(P.Q.0 =3 pidi— H(pa0) + = (10.55)

o dF. OF OF, . OF
2 2 . 2 2
% = i —aqi q; + ap P + —at . (1056)
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Substituindo esta expressdo para dF/dt na equacao da transformacao
obtemos

0 0 0
Z(PQZ F2 )_K(Pvat):Z<z‘I“a_j;é)qz_H(pa(L) ;;2'

7 7

(10.57)
Seguindo o mesmo raciocinio do caso anterior, temos que
oF,
;g = — . 10.58
p i (10.58)
Por outro lado, se escolhermos
0F,
i = 10.59
Qi=2p (10.59)
teremos
PQ,; — P P PQ; + Q. P, t(BQi) : (10.60)

Substituindo este resultado na equagao para o principio de minima agao,
resulta que

0F;
P, K(P,Q,t)=—H t)+ — 10.61
dt(z Q) Q1) = —H(p.qt) + -~ (10.61)
e portanto a nova Hamiltoniana sera
or, d
Vamos mostrar que existe uma funcao G tal que
oG 0F, d

Inicialmente, note que

OF, dF OF, OF
_2__2_2[32q+ap2 ]

(10.64)

ot dt

e portanto, substituindo esta expressao an equagao para G segue

0G . dF2 8F2 . aFQ . d
E = E - Z |:8—quz + a—PZPz:| + E (; PzQz) . (10'65>
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Expandindo o tltimo termo e rearranjando os termos, obtemos

oG dF, Z[aFQ, (az«g

— 8_%_%"}‘ a_PZ

ot dt - Qi) b - Pin‘] ) (10.66)

e usando as equagoes (10.58) e (10.59), resulta que

0G  dF, .
e M E 10.67
o = Z [p g — PQ (10.67)
Se G = G(q,Q) e
dG  dFy
— =" 10.68
dt dt ’ ( )
entao teremos 9G 4o
SE=SE =Y bl - P 10.69
= Z [p G — PQ (10.69)
e esta iguadade vai ser satisfeita sempre que a funcao G for tal que
oG
Pi="oq, (10.70)
_ oa :
{Pi = 50

Mas as relagoes acima sdo exatamente aquelas obtidas para Fi(q, Q) acima,
portanto G = Fi(q, Q).
Assim, com esta transformacao, as seguintes relacoes sao obtidas:

_op
pl 8Q7,

Qi = _g_fi (10.71)

_ OF:
K(P,Q,t)—H(p,q,t)—Fa—tl

10.3.3 Caso III: F3 = F5(p,Q,1)

Este caso é parecido com o caso anterior. Seguindo o mesmo procedimento
teremos dF OF 5F.
aly 2 . 3

Z . —Zp; + Z . (10.72)

Usando o principio de minima agao, obtemos a equagao

OF: OF: OF:
Z(PQz Q?; z)_K<P>Qat):Z(pz%+a_p‘jpz)_H(p7Q>t)_a_;
(10.73)
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Aqui impomos as relagoes

T a i
{P} o (10.74)
¢ 0Q; -

Com isso, pode-se mostrar que

K=H-21 10.
o (10.75)

apds mostrar que F3 é uma transformacao de Legendre de Fi(q, Q,t).

10.3.4 Caso IV: Fy = Fy(p, P,t)

Finalmente, para o quarto caso temos,

dF4 8F4 . 8F4 . 8F4
=2 G0t i an Pt (10.76)

Substituindo este termo na equagcao para o principio de minima acao, obtemos
a relagao

. an,L . 8F4 . . 6F4 .

7

)

Escolhendo

{q _ OF
‘o om (10.78)
0
P = -5
Segue que
oF
K=H- 8_151 (10.79)

apos mostrar que Fy é uma transformagao de Legendre de Fi(q, @, 1).

10.4 Parénteses de Poisson

10.5 Transformacao de contato infinitesimal

Obviamente a transformacao identidade, que transforma os momentos e as
coordenadas iniciais nos mesmos momentos e coordenadas, ¢ também uma
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transformacao canonica. Vamos mostrar aqui que a funcao geratriz que leva
a essa trasnformacao é

Fy(q,P) =) 4P (10.80)

De fato, usando as relagoes obtidas anteriormente, temos que as novas
coordenadas e os antigos momentos sao dados, respectivamente, por

0F,
P = =i, 10.81
Qi=5p =14 (10.81)
‘ OF,
2
; = : 10.82
P 5 (10.82)
Com isso vemos que a tranformacao gerada pela funcao F, dada acima é
(¢,p) = (Q, P).

Com isso podemos definir uma transformagao canonica infinitesimal por

Fy = q;P,+2Gs(q. P), (10.83)

onde € é um parametro infinitesimal. De fato, a partir dessa fungao geratriz
temos

Qizg—%zq@"f‘ég—%
po— O p 4 0 (10.84)

H=K.

Daqui segue que

0gi = Qi — g =52
{q Qi—ai =<5 (10.85)

5291‘:3—]?1':—583—5?-

10.6 Parenteses de Poisson

Considere agora uma funcao quanlquer de F' = F(p, q). Temos que

OF OF
F= g+ —Op; 10.
5 % j { 500+ apképl} : (10.86)

e, como visto na secao anterior, podemos representar dq; e dp; podem ser
representados através de uma transformagao canonica infinitesimal, isto €,

_ _ G
{5%—@;—%—88—&2

— _ oG,
5171‘*]31'—]91’*—8871.2-

(10.87)
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Substituindo essas equagoes na expressao para 0F, segue que

B OF Gy  OF 8G,
5F_82k: [8% 35~ o 8%} : (10.88)

Chamamos Parénteses de Poisson, indicado por [F,G],,, ao termo

OF 0G5y  OF 0G,
F = Jo 0P, ' "
[F.Glpq ; {aqk 9P, o aqzl (10.89)

Os parénteses de Poisson apresentam varias propriedades interessantes,
como veremos a seguir. eles sao importantes nao sé6 na Mecanica Classica,
mas também na Mecanica Quantica.

Um caso especial, que ilustra o significado e a importancia dos parénteses
de Poisson, é aquele em que ele esta relacionado a derivada temporal da
funcao. De fato, neste caso temos

szz[a_Fa a_F-%a_F (10.90)

ot 201 T o e
e como
Gi= 3
{. P (10.91)
Di = —%q;
segue, apos subistituirmos essas igualdades na equagao para dF'/dt, que
dF OF
— =|FH —_—. 10.92
dt [ ’ ]p7q + 6t ( )

Daqui seguem diretamente alguns casos de interesse:

F=aq — g = [qi, H]
F=H-—H=299,

As equagoes acima representam as equagoes de movimento de Hamilton
escritas em termos dos parénteses de Poisson.

10.7 Interpretacao geométrica

Vamos considerar o caso em que as fungoes F' e G sao coordenadas e momen-
tos obtidos a partir das coordenadas (p,q) por meio de uma tranformagao
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canonica. Por exemplo, podemos ter F' = Q;(p,q) e G = Qx(p, q), obtidos a
partir de uma transformagao Fi(q, Q) e neste caso os parénteses de Poisson

resultam em
{3%’ 0Qr  0Q; an}

10.94
0q; Op; Op; 0q; ( 09 )

[Qj, Qklpg = Z

k

Mas, com as regras de transformacoes canonicas para este caso, temos

09 _ 0 (0T (10.95)
Opi  Op; \OP,) "’ '
onde T'(q,Q) é a fungao geratriz da transformagao. Daqui segue que
0Qw _ 0 (0T (10.96)
Ipi 0P w \Opi ) '
e usando novamente as regras de trasnformacao para este caso, obtemos
IQy, Iq;
o, = P, (10.97)
Por outro lado,
0Qw _ 0 (oL (10.98)
d¢;  0q; \OF:) "’ '
e usando também as regras de transformcao, segue que
0Qk o (0T
= — 10.99
Op; 0P, (a%> ’ ( )
e finalmente 9 p
a% - —a]ﬁ; . (10.100)

Substituindo estes resultados na expressao para os parénteses de Poisson,

obtemos 50, 9 90, 9
i 94 j OPi
; =— E . 10.101
Porém, a somatéria no lado esquerdo pode ser identificado por
dQ; 0Q; 9g; | 9Q; Ip;
— = 10.102
o [8% oP. " Op: 9P| (10.102)

k

e como as coordenadas P e () sao independentes entre si essa derivada é nula.
Obtemos, entao, que

[Qja Qk]p,q =0. (10103)
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Resultado semelhante é obtido para [P;, P, 4. De fato, sendo

 —[0P,0P, 0P, 0P,

e usando as relacoes relevantes para este caso, que seguem da transformacgao
canodnica e que sao

oP, _ 9pi.
{ gg; B ngqi (10.105)
dp; — 0Qy’
obtemos P
[P}, Pilpg = dT)i =0. (10.106)

Finalmente, podemos avaliar os parénteses de Poisson [P;, Qk]p,q, seguindo
o0 mesmo raciocinio usado nas expressoes anteriores. Temos

< [0P,0Q.  0P,00,
[P}, Qlpq = Xk: { e o~ o B } , (10.107)

que, usando as relagoes de transformagao canonica, resulta em

OP; dq;  OP; dp;
[Pijk]nq:_Z[ LR p}, (10.108)
k

que resulta em

dP;
[Pja Qk]p,q = _?l: = ~ 95k - (10109)

Aqui podemos dar uma interpretacao geométrica para os parénteses de
Poisson. De fato, num caso geral, se num conjunto de coordenadas uma
superficie tem uma superficie determinada pelo vertor da = AuAvw, entao
com as transformacoes para novas coordenadas,

r = X(u,v)
{y — e (10.110)

a area desse elemento de superficie serd dada por

da — (0XY oY oX
S\ Oudv  Ou v

sendo o termo entre colchetes chamado Jacobiano da transformagao. Quando
o Jacobiano é unitério, a transformagao preserva a area.

Daqui vemos que as transformacgoes canoicas preserva, a area da superficie
formada pelos versores na direcoes da coordenada e de seu momento conju-
gado.

) Aulwv, (10.111)
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10.8 Formalismo de Hamilton-Jacobi, e variaveis
acao-angulo

As transformagoes canonicas nos permitem transformar momentos e coorde-
nadas generalizadas de modo amplo, e portanto constituem uma formidavel
ferramenta para solucao de problemas mais complexos. A seguir estudaremos
o formalismo de Hamilton-Jacobi, que permite descrever todo o sistema fisico
a partir de suas constantes de movimento. Para isso, vamos introduzir uma
nova funcao que é baseada no conceito de agao, introduzido por Hamilton,
mas generalizando esse conceito para criar a acdo como funcao das coorde-
nadas. Veremos que essa fungao apresenta propriedades muito interessantes.

10.8.1 Acao como funcao das coordenadas

O Principio de Hamilton estabelece que todo sistema fisico evolui de modo
a minimizar a acao, .S, que é definida por

to
5:/ Ldt. (10.112)
t1

Ao aplicarmos esse principio, sempre temos a integral calculada entre dois
pontos fixos no espaco de fase, com o sistema partindo de um ponto A no
instante t; e chegando no ponto B no instante t,. Vamos agora generalizar
esse conceito, calculando a agao para o caso em que o sistema evolua a partir
do ponto A no instante t; para diferentes pontos no instante t,, como mostra
a figura 7.

Nesse caso, a acao para cada um dos casos nao é mais a mesma, mas
ainda assim é o valor minimo para cada trajetoria entre o ponto inicial A
e os pontos finais B;, satisfazendo o Principio de Hamilton, de forma que
a agao agora depende do ponto final da trajetéria, ou seja, S = S(gq). A
variacao da agao quando mudamos o ponto final da trajetéria é dada por

‘TOL oL
;/ﬁ{a%ﬁa%q} (10.113)

Como anteriorment ja fizemos, temos

dg;

d'i:_>
="

(10.114)

e também podemos escrever

oL ,. d (0L d (0L
90 % =4 (8_%in) o (a_q) dg; . (10.115)
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Substituindo este resultado na equacao para 9.5, obtemos

55 = Z/ {8% (aql)}dqldtjtz:/ - (aL )dt. (10.116)

O 1ltimo termo do lado direito desta equagao pode ser trivialmente feita,
resultando

oL oL d (0L .
08 = Z/tl [3_% - <8q,>] dg;dt + EZ:E <a—%d%> ‘tl'

(10.117)
Esta tdltima equacgao ja foi obtida antes, quando estudamos a derivacao
das Equacoes de Lagrange a partir do Principio de Hamilton. L&, porém,
os extremos eram fixos, o que nos permitia concluir que o ultio termo do
lado direito da equagao acima deveria se anular, e obrigando a variagao 05
a se anular, a fim de termos o extremo da acao, chegdvamos as Equagoes de
Lagrange. Aqui a situacao é diferente, pois o extremos nao é fixo. De fato,
dgq aqui se refere justamente a variacao da posicao do ponto final, e assim
o ultimo termo do lado direito nao deve ser nulo. Por outro lado, quando
mudamos a posicao final da trajetoria percorrida no espaco de fase, assumi-
mos que o sistema evolui satisfazendo o Principio de Hamilton, e portanto o
primeiro termo ao lado direito da equacao deve ser nulo, isto é

Z/ [8% g (aL)}dqzdt 0 (10.118)

d (0L .
= — | =—dg; . 10.11
68 Z:dt (aq.idq)\tl (10.119)

Por outro lado, como S = S(q), temos

e restamos com

05 = Z dq, , (10.120)

e comparando as duas equacoes acia resulta que

oS 0L
= ) 10.121
dq;  0q; ( )
Do formalismo de Hamilton temos que
L
0 =p;, (10.122)

9q;
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e portanto obtemos que

as
04
Até agora estamos supondo que o instante de tempo final, ¢, é fixo. Po-

demos dexar esse tempo variavel, de forma que S depende de q e t, ouseja,
S = S(q,t). Neste caso temos

i (10.123)

ds 08 oS
— = —dg; + —, 10.124
&t~ 2~ 0g,"" o ( )
e usando a relacao entre S e p; obtemos
s oS
b dg, + — . 10.12
- ;pquw 5 (10.125)
Da definicao de S temos que
ds
— =1L 10.12
entao segue que
L—) pdj = 95 (10.127)
- ot

Mas o lado direito, de acordo com a defini¢ao de funcao Hamiltoniana, é —H,
entao concluimos que
a8
5 =
As equagoes 10.123 e 10.128 sao semelhantes as equacoes obtidas para a
funcao geratriz do tipo 2, F3, quando estudamos transformacoes canonicas.
Veremos a seguir que, de fato, S pode ser interpretada como uma funcgao
geratriz com propriedades muito interessantes.

~H. (10.128)

10.8.2 Uma funcao geratriz particular

Vamos determinar uma funcdo geratriz do tipo Fy = Fy(q, P,t) tal que a
Hamiltoniana obtida ao final da transformacao seja nula, isto é, queremos

que
OF.
K:H+a—;:0. (10.129)

Daqui ja segue que
oF,

H=—7.
ot

(10.130)



104CAPITULO 10. FORMALISMO DE HAMILTON E TRANSFORMACOES CANONIC/

As coordenadas e momentos apds a tranformacao, (@, P), sao tais que

i= 55 =0
Qi= BK (10.131)
Fi=—55 =0,
ja que a Hamitoniana K = 0. Daqui segue que
{ i =0 (10.132)
-Pi = a4,

com «; e [3; constantes.
Da equacao 10.129, que é uma das equacoes que seguem das regras de
transformacoes canonicas, temos

oS
H(ql,q2,...,qn,pl,...,pn,t)+E:O, (10.133)
e usando outra regra de transformacao, temos
OF,
= — . 10.134
pi=— ( )
Assim podemos escrever
OF, OF; OF,
H ey =y, — T —= =0. 10.135
(Q17QQ7 I 5 90 >+ o ( )
Por outro lado, como Fy = Fy(q, P,t), temos
ng OFQ . aFQ . 8F2
— = —¢; + —0PF, —, 10.136
ar Z[&;ﬂ*api i (10.136)
e como P; = «; é constant, segue que B = 0. Asim obtemos
ng Z {8F2 ] F2
= — (10.137)
e usando 10.134, temos
dF
-2 Z Did; + : (10.138)

Porém, suando a equagao 10.130, obtemos finalmente que

dF
= szqz . (10.139)
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O lado direito da equagao acima é exatamente a fungao lagrangeana, L.
Portanto

dF,

— =1L
dt

: (10.140)

ou

= / Lat, (10.141)

que ¢é a definicao da funcao acao que introduzimos na secao anterior, ou seja,
Fy(q, P) = S(g,t). Assim, vemos que a fun¢ao agdo é uma funcdo geratriz
que leva a uma Hamiltoniana identicamente nula, onde os momentos e as
coordenadas finais sao constantes.

A equacao que da a transformacao da funcdo Hamiltoniana quando se
usa a acao como geratriz, equacao 10.130, fica, entao

H(q, . ,qn,08/0q,...05/0q,,t) + 0S/0ot =0, (10.142)

e esta é conhecida como Equacao de Hamilton-Jacobi.

10.8.3 Relacgao entre Mecéanica Classica e Otica Geométrica

J& na primeira metade do século XIX Hamilton havia notado uma relagao
entre a Mecanica Classica e a Ondulatéria, mais precisamente no caso da
aproximacao geométrica da Otica. Nesta secao vamos estudar essa seme-
lhanca e verificar como ela pode nos levar a equagoes tipicas da Mecanica
Quantica.

Vamos considerar uma Hamiltoniana independente do tempo. Neste caso
a Equacao de Hamilton-Jacobi pode ser separada em uma parte dependente
das coordenadas e outra dependente do tempo, isto é

H(q,---,qn,05/0q1,...05/0q,) = —0S/0t, (10.143)

e a igualdade é satisfeita apenas se cada um dos lados for igual a uma cons-
tante, «,.

Neste caso, a solucao da equagao de Hamilton-Jacobi pode ser escrita na
forma

S(q,t) =Wi(q)+T(t), (10.144)

e portanto obtemos as duas equacoes

{ H(qu, . Gn, OW/[Oqu, ... OW/0qn) = ag (10.145)

0S/ot = —ay, .
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Ja vimos que, quando a Hamiltoniana nao depende explicitamente do
tempo, ela pode ser igualada a energia mecanica, E, portanto podemos fazer
a, = E. Da parte temporal resulta facilmente que

T(t)=—-Et+1T,, (10.146)
onde T, é uma constante. Da parte das coordenadas, temos
H(q,. ., qn, OW/0q,...0W/0q,) = E. (10.147)

A funcao W é chamada funcao caracteristica de Hamilton, e depende apenas
das coordenadas.

E ébvio que, para um instante de tempo fixo, S depende apenas de W.
Podemos desenhar as linhas de nivel de S num dado instante no espaco das
coordenadas. Se n é o npumero de graus de liberdade do sistema, teremos
hiper-superficies de dimensao n — 1, em cujos pontos S tem o mesmo valor.
Esta hipersuperfcie corresponde a hipersuperficie W, no espago de coordena-
das. Mas S depende tambpem do tempo, entao apdés um intervalo de tempo
At, a acao correspondente a cada um dos pontos passa a ser S = W, — F At.
Entao essa novo valor de S corresponde a uma nova hipersuperficie, W;, no
espaco de coordenadas, como mostrado na figura 777.

Se usarmos coordenadas cartesianas, teremos

pe = 0S/0x = OW/0x
py = 0S/0y = OW /0y (10.148)
p, = 05/0z =0W/0z,

portanto
p=VW. (10.149)

O gradiente de uma funcao é sempre perpendicular as linhas de superfcie,
portanto o momento do sistema é perperndicular as linhas equipotenciais de
W(q). A variagdo de W, quando permitimos que o sistema se desloque de
uma distancia As, é

AW = |[VW|As . (10.150)

Num intervalo de tempo infinitesimal, d¢, teremos uma variagao da fungao
W dada por
dS = —FEdt, (10.151)

portanto a superficie que no instante ¢ 4+ dt tem o mesmo valor W, é tal que

W(q) = W,(q) + Edt, (10.152)
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de tal forma que S(q,t + dt) = W(q) — Edt = W,,.
Essa variacao corresponde a um deslocamento da superficie W de uma

distancia ds tal que
dW = |VW|ds. (10.153)

Note que dW deve ser igual nos dois casos. A taxa com que a superficie W
avanca no espaco de coordenadas é

ds E

i I%’ . (10.154)
Claramente u = ds/dt tem dimensoes de velocidade, e representa a velocidade
com que se desloca a hipersuperfcie de S que tem, em cada instante ¢, o
mesmo valor W,. Se entendermos o deslocamento dessa superficie como o
deslocamento de uma frente de onda no espaco, a velocidade w pode ser
entendida como a velocidade de grupo.

Vamos investigar a correspondéncia entre propagacao de uma onda e o
sistema mecanico um pouco mais profundamente. Notemos que o desloca-
mentoda superfcie em cada ponto se da sempre perpendicularmente a su-
perfcie, ja que a variacao é dada pelo gradiente de W. Se a superficie é
um plano, sua propagacao é sempre perpendicular a prépria superficie, como
ocorre para uma onda plana. A equacao de uma onda plana é

Vi — ——b (10.155)

onde ¢ ¢é a funcao de onda plana, n é o indice de refragao do meio e ¢ é a
velocidade da luz, no caso de a onda ser uma onda eletromagnética. A fungao

de onda plana é
¢ = poexpli(k.r — wt)], (10.156)

onde
k| =k =271/, (10.157)

com A sendo o comprimento de onda, e n é o indice de refracao, de modo que

2T nw

=—. 10.158
A c ( )

Definindo k, = w/¢, podemos escrever
¢ = poexplik,(nz — ct)]. (10.159)

Num meio homegéneo, n é constante. H& um caso mais interessante,
no entanto, em que n varia suavemente com a posicao, de modo que numa
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distancia da ordem do comprimento de onda, A, a variacao de n é pequena,
isto é, An/n << 1. Esta é a aproximacao utilizada na dética geométrica, e
por isso a conecgao que estamos estabelecendo é entre a mecanica cléssica e
a Otica geométrica. Nesse caso, podemos incluir a variacao de n introduzindo
as fungoes reais A(r) e L(r) de modo que

¢ = poexpliA(r)k,(L(r) — ct)] . (10.160)

A equacao acima deve satisfazer a equagao de onda no meio nao ho-
mogéneo, onde n = n(r). Temos

{ Vo = ¢V(A + ik,L)

V2 = ¢ {V?*(A+ik,L) + [V(A +ik,L)|*} , (10.161)

de modo que a equacao de onda fica
ik,p2VANVL + V?L] + [V2A+ (VA)? — kX(VL)? +n?k?] = 0. (10.162)

A igualdade sé é satisfeita para qualquer posicao se

(10.163)

VZ2A+ (VA? —k2(n>+ VL) =0
2VAVL+ V2L =0.

Como estamos supondo que a variagao do indice de refracao é pequena no
intervalo da ordem do comprimento de onda, a variacao da funcao de onda
deve ser pequena, e portanto também a variacao dos campos A e L, para
distancias dessa ordem. Isso significa que podemos utilizar a chamada apro-
ximacdo eikonal, em que k? = 472/)\? é grande comparado com as variagoes
dos campos. Com isso podemos considerar que VA e nablaL sao pequenos
comparados com k2, e as equagoes acima resultam na condicao

(VL) =n?, (10.164)

que é conhecida como equacao eikonal na ética geométrica.
Com base nisso, vamos agora retornar ao caso da mecanica cléssica e suas
semelhancas com a dtica geomética. Vimos que

VW =p, (10.165)

portanto

(VW)? =p? =2m[E — V(r)], (10.166)

que é uma equacao semelhante a equacao eikonal da 6tica. A funcao principal
de Hamilton, W, tem papel semelhante a funcao L da o6tica geométrica. Va-
riagoes do potencial, V(r), correspondem, na ética, a variagoes do indice de
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refragao. O sistema mecanico sofre desvios na sua propagacao devido a pre-
sencga de potenciais da mesma forma como a luz se desvia ao se propagar por
um meio heterogéneo. Assim, fica claro o significado do Principio de Fermat
na ética, e sua semelhanca com o Principio de Hamilton da mecanica. Vemos
que o Principio de Mpinima Ac¢ao da mecanica é equivalente ao Principio de
Huygens da ondulatoria.

Conexao com a Mecanica Quantica
Da equacao de onda temos
ko(L —ct) =2m(L/\ — vt). (10.167)

Vamos escrever

v=E/h, (10.168)

sendo A uma constante. A andlise dimensional mostra que h tem unidade de
acao. Temos

U
A= — 10.169
. (10.169)
€ como vimos no caso mecanico,
u=FE/p, (10.170)
entao obtemos
A=h/p. (10.171)

Observe que esta é a mesma relagao utilizada por De Broglie para estabelecer
a igualdade entre particula e onda na mecancia quantica.
Utilizando a igualdade W = L discutida acima, resulta que

2

2 (L/) = vt) = (W = Et). (10.172)

o

A funcao de onda pode ser escrita na forma
o(r),t) = g (r)eE/h (10.173)
portando a equacao de onda resulta

n? d*¢
Vi — ——— =V2¢p,— —¢=0. 10.174
2 ¢ ( )
Usando as relacoes acima, ontemos

2

4
V2, — h—7;p2¢ —0, (10.175)
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ou ainda )
8mem

12
que é semelhante a equagao de Schroedinger da mecanica quantica.
Discussao sobre se Hamilton estava a um passo da MQ

V2¢0 -

[(E—=V(r)p=0, (10.176)

10.8.4 Variaveis acao-angulo
10.9 Exercicios

1. Obtenha a soluc¢ao do oscilador harmonico simples pelo método de
Hamilton-Jacobi.



Capitulo 11

Teoria da Relatividade Restrita

11.1 Invariancia de Galileu

Um dos aspectos fundamentais da Mecanica Classica é sua invariancia sob
mudancas entre referéncias que se movem com velocidades relativas constan-
tes. Estes referenciais sao ditos ”inerciais”, e dado um referencial inercial
R, e um outro referencial R’ que se move com velocidade V em relacao ao
primeiro, e um ponto material cujo vetor posigao ¢ 7 no referencial R’ e 7
no referencial R, temos a relagao 7 = B+ onde R é o vetor posicao de R’
em R. Estes vetores podem ser dependentes do tempo, e derivando obtemos

di dR dr e
I P R 11.1
L i + i =v=V'+v ( )

dr’
dt

¢é a velocidade com

onde ¥ = ¥ ¢ a velocidade do ponto material no referencial R, v/ =

dt
velocidade do mesmo ponto no referencial R’ e V' = dﬁ

que R’se move quando observado do referencial R.

A equagao (11.1) é a lei de adi¢ao de velocidades de galileu, e a trans-
formagao de R = R’ ¢ chamada transformagao de Galileu. Sendo R e R’
referenciais inerciais, por definicao devemos ter 1% constante, porém Ve d
podem variar com o tempo t. Derivando a equagao (11.1) em relagao ao
tempo obtemos

é a

g dv’  dv -

- = — =ld=d 11.2

@~ ar (11.2)
sendo a@ = flj—? a aceleracao do ponto material no referencial R e a = ”&—f

aceleracao do mesmo ponto no referencial R’
Um observador parado em R associa, através da 2* Lei de Newton, a
aceleracao a a uma forca F' = m d, enquanto um observador parado em

111
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R’ associa a uma forca F/ = m /. Usando o resultado (11.2) e supondo
que a massa do ponto_ material seja invariante na mudanga de referencial,
concluimos que F'=F, ou seja, a forca resultante sobre o ponto material é
invariante na transformacao de Galileu.

Este é um resultado fundamental, ja que toda a conexao entre Dinamica
e Cinemadtica, na Mecanica Cléssica, se da através da conexao entre forca e
aceleragao que aparece com a grandeza fundamental.

Os problemas comecaram a aparecer com o Eletromagnetismo, no qual
surge uma lei em que a principal grandeza cinematica nao é a aceleracao,
maas a velocidade. essa lei é a Equagao da Onda Eletromagnética, obtida por
Maxwell. Essa equagao nos da a velocidade da luz no meio, e é independente
do referencial. Como nao € a aceleragao que aparece na lei, ela gera problemas
para a Mecanica Cléssica.

A forma de se contornar esse problema foi assumir que a velocidade da
luz que aparece na eq. de onda ¢é a da propagacao em um meio, que passou
a ser chamado de éter, e portanto é a velocidade para um observador parado
em relacao ao meio.Como a luz se propaga por todo o espaco, o éter deve ser
um meio que permeia todoas os objetos no universo.

Varias teorias foram propostas descrevendo as propriedades do éter, e
varios experimentos foram realizados para detecta-lo, todos, no entanto, sem
sucesso. O mais famoso desses experimentos foi o de Michelson e Morley.

11.1.1 Teoria da Relatividade Restrita

E possivel recuperar a invariancia dos sistemas fisicos para mudanca de re-
ferenciais inerciais, mas para isso temos que propor uma modificacao signifi-
cativa nos conceitos de espaco e tempo. Para compreendermos melhor essas
modificagoes, vamos analisar o conceito de simultaneidade entre dois eventos
fisicos, ja que este estd intimamente relacionado ao conceito de tempo.

Simultaneidade

Um observador diz que dois eventos sao simultaneos se eles ocorrem num
mesmo instante de tempo, ¢, medido em seu relégio. Digamos que Alice
encontra-se exatamente no ponto médio entre Beto e Carlos, separados entre
si de uma distancia 2[, e que ambos disparam os flashes de suas maquinas
fotograficas. Para Alice, os flashes sao simultaneos se a luz das duas maquinas
chegam em sua posicao ao mesmo tempo.

Enquanto Alice afirma que os flashes s@o simultaneos, Beto diz que dis-
parou o seu flash antes de ver o flash disparado por Carlos. J& Carlos alega
o oposto, que disparou seu flash antes daquele de Beto. Todas as afirmagcoes
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sao corretas quando levamos em conta que a velocidade da luz é finita, e
portanto, gasta um tempo finito para percorrer as distancias entre os treés
observadores.

Vemos assim, que a velocidade finita da luz nos leva a concluir que a
simultaneidade entre dois eventos é um conceito relativo, isto é, depende do
referencial em que os eventos sao observados.

Vamos agora supor que um ponto observador, Daniel, ocupava a mesma
posicao de Alice no instante em que os flashes foram disparados por Beto e
Carlos, porém se deslocava em relacao a Alice, indo em direcao a Carlos. Al-
gum tempo depois de ter passado por Alice, Daniel tera visto os dois flashes,
mas eles nao serao simultaneos para Daniel. Para este, o flash disparado
por Carlos chegard antes daquele de Beto. Portanto, a simultaneidade de-
pende nao apenas de posicao dos observadores, mas também do seu estado
de movimento relativo.

Teoria da Relatividade Restrita

Considere dois observadores, Alice e Beto, parados num referencial R’ que se
move em relacao ao referencial R, onde outro observador, Carlos, encontra-se
parado. Suponha ainda que Carlos estd na origem de R, que Alice esta na
origem de R’ e que Beto esta na posi¢ao 2’ de R’

Alice e Beto querem sincronizar seus reldgios, e para isso usam o seguinte
método: no instante t;(‘o), Alice envia um sinal luminoso em direcao a Beto,
que assim que o recebe, envia de volta um sinal luminoso para Alice. Para
ambos a luz se desloca com velocidade ¢ no percurso de ida e volta, e portanto
podem sincronizar os seus reldgios de modo que

1(0) (1)
t/ — tA + tA
B 2

onde t//(ll) é o instante em que Alice recebe o sinal luminoso enviado por Beto,
e t'y é o instante em que Beto recebeu o sinal de Alice. Dessa forma Alice
pode sincronizar seu relégio ao de Beto.

Do ponto de vista de Carlos, no entanto, esse procedimento nao deixa
os reldgios sincronizados, e a defasagem depende da posi¢ao em que Beto se
encontra. Realmente, do ponto de vista de Carlos, Alice acertou seu relogio

num tempo 7(t, ), tal que
T (0.0) -7 (£7.0)]

N —

T(tB, l‘/) =
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0) _ _ 1 _ & 2 /
massety =0,tp=; ety =D+ 5 =027

! (iw”d) = % [T (CQ 2_CU2 f‘/’O) - 7(0,0)} (11.3)

Fazendo ' = d 2’ e 7(0,0) = 0, e usando 7(dt,dx’) = g—; dt + % da’
segue

de’ Oor Or 1[ 2cds’ Or cdx’ Or
or O g — t|2cdr orp  cdr 01 11.4
c—v 3t+8x’ v 2{02—2]2 815} 2 —v? Ot (11.4)
de onde obtemos
% + 023112 (?9_71‘/— =0 (111>

Esta equacgao diferencial descreve como o tempo 7(de um observador na
posicao x’)no referencial R’ se relaciona ao tempo ¢ do referencial R. Vamos
escrever a solugao geral como 7(t,2') = at + bz’ e substituir na equacao,
obtendo

av

b—i—m:O = b:—%

e portanto a solucao geral fica

T=a(t— z%z7), (11.2)

ou, substituindo X’ por &’ = x — vt, segue

B v? v
T=a t+02_vzt—62_vgx

c? ; v a ct 15}
T=a — x| =- — x
2 — 2 2 — 2 c\1—-p32 1-p2")"

onde 3 = 7

entao

Portanto
o7 = a [y*(ct) — v*Bz] (11.3)

1
A equagao (11.3) permite calcular o tempo marcado nos relégios em
repouso no referencial R’, dado o tempo t e a posicao z desses relégios no
referencial R. Agora precisamos encontrar a equagao que relaciona a posigao
€ em R’com ze tem R. Novamente a partir da equacao (11.2), podemos ver
que um raio de luz emitido por Alice ou Carlos no instante em que ambos

com y =
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estao na mesma posicao (isto é, as origens de R e R’ coincidem) atingira
Beto, que, visto por Carlos encontra-se uma distancia z” em relacao a Alice,

no instante

xr
t =

— (11.4)

de acordo com o relégio de Carlos.
Para Alice ou Beto (que sincronizaram seus reldgios), este instante é ob-
tido pela equagao II,

e portanto

Como, para Alice e Beto, a luz viaja a uma velocidade constante c, eles
podem medir a distancia entre eles, usando o valor de 7, ja que

{=cr= >,
= CT = a i
02—’02

/
Como z' = = — vt, segue que

{ =5z — i) (11.5)

Podemos igualmente obter as equagoes para coordenadas perpendicular
a velocidade do referencial R’ em relagao a R. Digamos que um quarto ob-
servador, Daniel, encontra-se a uma distancia y de Alice, mas com a mesma
coordenada x’=o dela. Alice envia um sinal luminoso a Daniel, o qual per-
correra um caminho perpendicular ao eixo £ do referencial R’, segundo Alice
e Daniel. Para Carlos, a luz percorrera uma reta inclinada em relagao ao
eixo z, nao perpendicular a este. A distancia percorrida pela luz até Daniel

sera
g — /y2 T 022

e o instante ¢t em que Daniel recebe o sinal é dado por s = ct. Portanto

s* =t =y + 0} = ot = L

Para Alice, no entanto, a distancia percorrida pela luz até Daniel é

n=ct=act= a—~— (11.6)

n= \/ﬁ7
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onde foi usada a equacgao (IT) com 2’ = 0, j& que Daniel encontra-se sempre
sobre o eixo 7. Da mesma forma, para o eixo 2, obtemos

§=a—r— (11.7)

Podemos reescrever as equagoes III - VI como

cr = ¢(v)y(ct — Bx)

§ = ¢z — Bet)
n=¢(v)y
§=o(v)z
onde ¢(v) = 1@_62 deve ser determinado. Para isso, consideremos um ter-

ceiro referencial, R”, que se move com velocidade - v em relacao a R’ e
portanto esta parado em relacao a R. Por isso, o tempo t” nesse referencial
deve ser t”=t, e entao

" = ct = $(~v)y(et + ) =
— o(—v)$(v)?[ct — B + Br — Fct] = $(~v) d(v)et

Portanto ¢(—v) ¢(v) = 1.
Assim obtemos as chamadas Transformagoes de Lorentz, dadas portanto

(11.8)

cr = y(ct — px) (11.9)
£ =(x — Pet) (11.10)
n=y (11.11)
(=2, (11.12)

Essas transformagoes haviam sido obtidas por Lorentz alguns anos an-
tes de Einstein, para explicar o fato de que a existénciado éter para a pro-
pagacao da luz nao era observada experimentalmente. Porém Lorentz jamais
descartou a existéncia desse meio, nem que a luz se propagaria no vacuo
com velocidade constante e independente do movimento do observador. Ou-
tra importante contribuicao de Einstein foi perceber que o tempo 7 tem o
mesmo significado e importancia do ponto de vista da Fisica, que o tempo t.

Uma forma mais usual de escrever essas transformacoes é a partir da
definigdo de uma grandeza matematica nova, chamada quadri-vetor (4-vetor),
dado por x = (x,,x1, 22, x3), sendo z, = ct, x1 =z, 1o =y e 3 = z. A
transformacao de Lorentz de x — 2’ pode ser escrita na forma de matriz,
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Ccomo
¥y —p 00
| -8 ~+ 00
L= 0 0 10 (11.13)
0 0 0 1

E interessante também termos a transformacao x’ — =z, bastando apra
isso fazer a substituicao  — —/f, como vimos no caso de Eduardo, obtendo

v 8 00

00
7(? g - (11.14)
0 0 01

11.2 Adicao de Velocidades na Relatividade
Restrita

Considere um objeto que se move com velocidade u no referencial R’, sendo
que este se move com velocidade V' em relacao a um outro referencial R.
Qual ¢ a velocidade v do objetivo em relacao ao referencial R?

Para responder esta pergunta, vamos antes escrever as equagoes que fazem
a transformagao lorentz invésa, isto é, das coordenadas de R‘ para R. Isto
é facilmente obtido é levando em conta que R se move em relacao a R’ com
velocidade -V. Com isso obtemos as equacoes

Ty = 7$/0 + ’Yﬁxll

L (H.15)
portanto

dx, = vz, + b
0 11.16
i 2T (119
O movimento do corpo nem relacao a R’ é tal que
dz}

dz!

[

c— =u=>dr} = Edaz:ﬁ) (11.17)
c

Usando essa relacao na equagao a r’ é tal que

{ dwo = 7(16(:’_ ﬁz)dﬂfo (1118)

de onde obtemos
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dey  (Z+1) dz)
4 — 11.1
dr,  (1+2%) Cdm{) (11.19)
Como ¢ (dxy/dx,) = v, c(dx}/dz)) = u e f = V/c, temos
V+u
= . 11.20
Ty (11.20)

Observe que para u << ce V << ¢ temos v = V + u, que é o resultado
classico.

11.3 Massa relativistica

Considere agora que no referencial de Alice existe uma parede, em repouso,
em cuja direcao aquela lanca uma bola com velocidade inicial u* << ¢ na
direcao x’. A bola colide elasticamente com a parede formando um angulo
de incidéncia de 90°, retornando com velocidade w/. A velocidade da bola
em relacao a parede é

ul =’
11.21
{oon (1121)
respectivamente antes e depois da colisao. Devido a conservacao de ener-
gia, resulta que uf = —u’ e portanto a variacao de velocidade relativa fica
Au, = —2ul.

Este resultado é um fato observavel e independente do referencial: numa
colisao elastica de um objeto contra uma parede, a variacao da velocidade do
objeto é em moédulo o dobro da velocidade inicial. Vamos mostrar que Daniel,
em cujo referencial Alice se move com velocidade V' ao longo do eixo z, essa
relacao também é vélida. De acordo com a transformacao de velocidades
relativistica, Eq. 77, segue que

; V+u
b 11.22
YIS uV/c? ( )
¢ %4

F__Y-u 11.23
- uV/e (11.23)

Portanto as velocidades relativas entre bola e muro ficam

) ) 1— V2 2

Vim0l -V = /e (11.24)

1+ uV/cQu
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: 1—V?/c?
R e A L 11.25
ol =0t =V = ), (11.25)
onde u = u’.
Usando o fato de que u << ¢, obtemos
vi=0v' =V =(1-V?/)u (11.26)
e
ol =0l =V =—-(1-V?/P)u, (11.27)
de onde segue que
Av, = —20! = =297 2. (11.28)

Com isso confirmamos que na TL esse fato observavel de que na colisao
elastica com uma pareda a variagao de velocidade é em moédulo o dobro da
velocidade inicial permanece inalterado.

A forga exercida por um corpo sobre outro também é um observavel
fisico, e entao também deve permanecer invariante sob a TL. No caso da
forga exercida pela parede sobre a bola temos

A
F= K]Z’ (11.29)
portanto
dv, du,
m C;’t - m()%. (11.30)

Observe que m, é a massa da bola no referencial de Alice, onde esta se move
com velocidade muito inferior a da luz. Chamamos esta de massa de repouso.
Ja indicamos na equacao acima que no referencial de Daniel a massa pode
ser diferente, e indicamos por m.
Como dt = v~ ldr segue que
_du, du,

my o = Mo (11.31)

de onde segue que
mO

m=——. (11.32)
V1=V2/c?

A equagao acima mostra que a massa de um corpo cresce a medida que
aumenta sua velocidade. Quando esta velocidade se aproxima da velocidade
da luz, a massa tende a infinito e a aceleracao tende a zero, o que é consistente
com o fato de a velocidade da luz ser a velocidade limite para qualquer objeto.
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11.4 Energia Relativistica

No exemplo anterior, a forca exercida pela parede sobre a bola também é um
observavel, e portanto todos os observadores devem concordar sobre o valor
da forca. Durante a colisao entre a bola e a parede, a forca exercida sobre a
bola exerce um trabalho, que resulta em deformagao da boa até esta chegar
ao repouso, e depois nova deformacao até esta ganhar velocidade na diregao
oposta e se afastar da parede. Estamos supondo que a colisao é elastica,
portanto a energia mecanica da bola é conservada. Como a colisao entre a
bola e a parede tem uma duracao finita, isto é, a colisao dura um intervalo
de tempo nao nulo, podemos calcular a poténcia da forca exercida sobre a

bola por

dE 5
—=F.7. 11.33

Por outro lado, temos Portanto a poténcia fica

Fo=—v 11.34
e portanto

dE  dp

— = —7. 11.35

at  dt’ (11.35)

A derivada do vetor momento é dada por

di_dmdv

= 11.36
a " (11.36)
e portanto temos
dE dm , mdv?
—_— = — _——. 11.37
at — dt . 2 at (11.37)
A derivada temporal da massa relativistica fica
in _ i
Das equacoes acima resulta
dE S @
L) " — (11.39)

a2 c2( v2>3/2
-z
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de onde resulta

dE  d [ m,c?
At~ dt {—vz} ’ (11.40)

c2

£ =me]. (11.41)

Daqui também resulta facilmente que

e portanto temos

E? = (pc)? + (moc?)?. (11.42)

11.5 Invariantes Relativisticos

Considere que no instante em que Alice passa por Daniel um sinal luminoso
é emitido no local do encontro. Visto de Daniel, o sinal se propaga na forma
de uma frente esférica de raio ct. Assim, qualquer ponto sobre a superficie
dessa esfera é tal que

22+ y? 4 22 = (ct)?. (11.43)

Por outro lado, sempre segundo Daniel, Alice nao se encontra, num instante
t # 0, no centro dessa esfera.
Para Alice, ela também verd a luz se propagando de forma que

2?4y 4+ 2% = (ct')?. (11.44)

Com a Transformacao de Lorents, essa aparente contribuicao pode ser com-
preendida. Note que

y=y
2=z (11.45)
' =~(Bct + x) — 2 = ¥?[5%(ct)? + 2% + 2Bctx]

Entao
Py +27 = (1= 2+ B2+ +2°+77 (ct)* —(ct)*+27* Beta . (11.46)
Usando o fato de que 2% + 3 + 22 = (ct)?, segue
a2 4y 4 22 = (ct)?. (11.47)

Generalizando, qualquer 4-vetor v se transforma por TL de modo que
v? — v —v3 —v? = k? onde k ¢ uma constante, e portanto invariante por
TL. Dessa forma, leis fisicas, que expressam invariancias por mudanca de
referencial inercial, sao necessariamente escritas em forma de produtos de

quadrivetores.
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11.6 4-vetor energia-momento

A relacao entre energia e momento dada na equacao 11.42 pode ser escrita

na forma
(E/c)? = pi —py — p2 = moc”, (11.48)

sendo m, e ¢ cosntantes. Assim essa equagao expressa um invariante, o que
sugere que podemos definir o quadrivetor

p=(E/c,pspy,,p:) - (11.49)

Esse quadrivetor pode ser escrito também na forma

b= WOC’}/(l, ﬁmaﬁyvﬂz) ) (115())
onde f3; = v;/c, o que indica que
u="v, (11.51)

onde v = (¢, By, By, B-), ¢ um quadrivetor.
E possivel mostrar que a transformacao de u pela TL é compativel com
as formulas de adicao de velocidades relativisticas. Para isso, vamos calcular

(yv) = L(yv), (11.52)
que resulta em

Ve =Ty(c+ Buy) = Dy(1+ Bf)e
Yl =Ty(Be+v,) =Ty (V +v,)

- (11.53)
y
VUL = s
Note que
_ V24?2 V3?
(Ty)% = <1 =t ) (11.54)

Esta expressao pode ser reescrita como

Vo V22 Vo 1 V4o 2
72 . .
<”>—O+%ﬂ‘¢)—@*§ﬂ“gGTmm>]“m@

Como, de acordo com as transformagoes de velocidades temos

, V4o

- 11.
Va 1+Vu/c?’ (11.56)
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entao segue que

(11.57)

Com isso obtemos

'c = 1+ B 11.58
Y=g+ B (11.59)
mostrando que a velocidade da luz é invariante por transformacoes de Lo-
rentz, cOmMo esperavamos.

Também segue que

/

) ,y
= 11.
Y, 1+BB(V+UI), (11.59)

em acordo com a equacao correspondente a adi¢ao de velocidade.
Para as componentes transversais, usamos que

vy 1
— == 11.60
,Y/ T ? ( )

e obtemos y
= Y 11.61
i L(14Vou,/c?)’ ( )

e para a outra componente, segue

V= b (11.62)

T T+ Vo, /@)

Assim concluimos que as formulas de adicao de velocidades é compativel

com a hipdtese de que yv é um quadrivetor, com v = (¢, V)

11.7 (Geometria do espaco-tempo

Vimos que o fato de a velocidade da luz ser uma constante finita determinada
pela equacao de Maxwell para ondas eletromaginéticas leva ao fato de espago
e tempo serem conceitos relativos ao movimento e posicao do observador.A
relacao entre essas grandezas é dada pela transformacao de Lorentz , que é
escrita como

JIZ) = 7YTo — ’Yﬁxl

= —vyx, + vy,

v (11.63)
Th = x3
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onde z, = ct, xy = x, x5 = y e x3 = z , e suas correspondentes para o
referencial R’ Estéds relagoes podem ser escritas em forma matricial , como
veremos a seguir.Inicialmente definimos o quadrivetor(4-vetor)

x, = (X, 21, T2, T3) (11.64)

que é o correspondente ao vetor tridimencional (3-vetor) no espago euclidiano
usual . Da mesma forma ,

.CE# = (x’o,xll,xé,xg) (1165>

para o referencial R'.
As transformacoes acima podem ser escritas na forma

¥ =Lz (11.66)
onde
v —8 00
_| = v 00
L= 0 0 1 0 (11.67)
0 0 01

¢ a matriz correspondente a transformacao de Lorentz. Note que a teoria da
relatividade de Einstein é obtida a partir da observacao de que a velocidade
da luz é uma constate universal valida em qualquer referencia inercial. A
transformacao L é uma consequéncia desse fato , e portanto essa velocidade
deve ser constante na transformacgao . Para um observador em R , um féton

se move de forma que
ct—r—y—z=o0 (11.68)

ou
To— X1 — Ty — 23 =0 (11.69)

Um observador em R’ afirma , para o mesmo féton , que

-2y —a,—xy =0 (11.70)
e os dois observadores estao certos nessas afirmacoes . Isso significa que a
soma dos quadrados dos componentes do 4-vetor , levando - se em conta os
sinais apropriados deve ser invariante pela transformacao L . De fato , L
preserva essa soma , como pode ser facilmente verificado por substituicao
direta .

As somas acia podem ser escritas na forma

s =g"zr,m, (11.71)
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onde S é uma constante e g" é uma matriz 4x4 que define a métrica da
geometria do espao - tempo . Aqui , s representa a distancia em relacao a
origem . Podemos também definir o produto escalar de dois 4 - vetores x , y
, COMO

p=g"r.yy (11.72)
Nas defini¢oes acima , subentende - se que indices , por exemplo

4

4
9y = > 9" (11.73)

pn=0 v=0

Para que essa forma represente os produtos definidos acima. a métrica
g*” deve ser definida como

1 0 0 0

) 0 -1 0 0

=10 0 -1 o (11.74)
00 0 -1

A métrica define varias caracteristicas do espaco. No caso do espago eucli-
deano a métrica é dada por

1 00
e?=1010 (11.75)
0 01
e a distancia fica B
d* = erz;, (11.76)
e o produto escalar fica B
p* = ez, . (11.77)

Para simplificar ainda mais a notagao, podemos escrever o produto entre
dois 4-vetores p, x, na forma
Py, (11.78)

onde
P =9"p,, (11.79)

e para distinguir os vetores com indices acima ou abaixo, chamamos z* de
vetor contra-variante, e x, de vetor covariante. Com essas esses vetores
podemos escrever

2 _ @

s*=alx,. (11.80)

As expressoes acima definem o espaco-tempo relativistico e o produto
escalar entre os vetores nesse espaco. Essas sao as ferramentas matematicas
mais adequadas para se lidar com as consequéncias da Teoria da Relatividade.
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11.8 Relatividade no Cone de Luz

Como vimos, um evento no espago-tempo ¢é descrito, dentro da Relatividade
Restrita, por um 4- vetor:

=0 (11.81)

1 0 0 0

, 0 -1 0 0

=10 0 -1 o (11.82)
00 0 -1

A transformacao de Lorentz para mudanca entre referenciais inerciais é
dada por

¥y =B 0 0

| 8 ~ 00
L, = 0 0 10 (11.83)

0 0 01

Como as coordenadas y e z permanecem inalteradas neste caso, podemos
simplificar a notagao restringindo a matriz de Lorentz para as coordenas t e

x, obtendo
_ [ %o
v = ( A ) (11.84)

e a Transformacgao de Lorentz fica

L= ( —?;B _35 ) (11.85)

g = ( (1) _01 ) (11.86)

Neste ponto, ¢ interessante compararmos a Transformacao de Lorentz
com a Transformacao por rotagao, dada por

com a métrica

senf cosf (11.87)

R(6) = < cos 6 _sene)
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Porém ~ = (1— 62)71/2 > 1, o que impede a comparacao entre as duas
transformacoes. Podemos, no entanto, escrever

coshp =~
{ sinh o — 73 (11.88)
pois 7* — (v8)" = 1, ¢
cosh?p — senh*p =1 (11.89)
com -
coshyp = % (11.90)
© © —p
senh/zzfl—;ég—— (11.91)
de onde obtemos | 43
+
=—In({—— 11.92
=3 (1) (1192
Portanto h h
B coshyp  —senhyp
Lip) = ( —senhy  cosh g ) (11.93)

Observe ainda que L(p) L(—¢) = I. Portanto, dado S obtém-se ¢ e L(yp).
Entao a transformada de Lorentz continua dependendo apenas de f3.

1 1

To \ To \ coshyp —senhyp Zo To \
(azl)_L(ﬁ)(x)_(—senhgo coshgo)(x)j(xl)_(
(11.94)
Agora vamos introduzir a mudanga de variaveis (zg, x) — (£, V) tais que

§=(xo+)/V2
(11.95)
v = (20— ) [V2
que obedecem a seguinte lei de transformagao
¢ = [(coshzg — senhz) + (—senhxy + cosh ¢z)] /2 (11.96)

€= {65 + ) a0 — (¢ — )] + [(¢ 4 ) x — (5 — 9) ]}
(11.97)

e (11.98)

) e
¢ = NG

(e;f + e_‘%) —e = ¢ =

N —

cosh pxy — senhpx
—senhpxy + cosh gz

)
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g = % (e;f + e_‘Pac) =e Y= ¢ = %5 (11.99)

e para a outra coordenada

V' = [(cosh px¢ — senhx) — (—senhxy + coshz)] /v/2 (11.100)

V= (4 ) o (7 — ) o] 4 [(8 ) w — (8 — ) ]
(11.101)

e finalmente
V' = (e ¥xo+e ¥z) =efv =1 =¢v (11.102)

As variaveis £, v sao chamadas varidveis cinematicas em um cone de luz.
Em geral o 4-vetor é indicado por (§,,0,), onde 0, representa as coordena-
das perpendiculares ao movimento.

No cone de luz, o 4-vetor momento-energia fica:

E/C Pz ) (E/C+pxc E/C—pxc
- —, —=C, C, p:C — - )
! (ﬂ va et g V2 V2

Observe que

70i
(11.103)

E E E?
Ev= (— +p10) (— —pIC) = — —pc’ = mpc” (11.104)
C C C

Na representagao x = (xg, z,y, z) a métrica fica

1 0 0 O
g = 8 ‘61 _?1 8 (11.105)
0o 0 0 -1
de modo que
2’ = z,at = g™k’ = 2 =2t =¥ (11.106)

Na representacao &, temos

) (7)o

52:2&§—y2—22:2[<€%)%—(i%)j-4}—22 (11.108)
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e portanto a nova métrica é

01 0 O
10 0 0
p
= 00 -1 0 (11.109)
00 0 -1
Com isso podemos escrever
2 = g1 = grrere (11.110)

11.9 Aplicacao: String model para produgao

de jets
Considere 2 hadrons de momentos
m? m?
=(Ef, —.0 =(—,FE;.0 11.111
P1 ( 17Efra J_)apZ (E27 2 J_) ( )

Daqui podemos concluir que a massa invariante m? = p? é:

2_ 2 _ (1) 1) _ 2
py =m5 =py prit) =m
L e e (11.112)
po=m5=py'P1° =M

portanto os 2 hadrons possuem a mesma massa.
Agora vamos supor que 2 partons participantes espalham on-shell. Os
momentos iniciais dos parton (quark ou gluon) sao

ki~ (T Ef,0,00) (11.113)

ko~ (0,27 E5,0,) (11.114)

Podemos concluir que a massa dos partons é nula, ja que
k2 =¢2 = (erEf) +04+0=0, (11.115)

e k3 =0.
Também podemos concluir que os momentos sao tais que para o par-
ton(1):
1 _
= BO 4 p) = o+ f;
T B

2
(11.116)

5(1) — M —pg) | pgl) — gV — oM — x+Efr — g —
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e para o parton (2):

¢ — E® )0 — o — 5@ — _E®

- 11.117
€D _ p® _ @ _gmp oy g U5 ( )
z 2

Os partons tém momentos iniciais opostos. No espalhamento ha uma
transferéncia de momento q = (-q4, q_, q1), e se o espalhamento é na camada
de massa (on-shell) teremos

ki =k +q= ("B —qy,q-,q1) (11.118)
k% = k? —q= (Q-i—al‘_EQ_ —q-, _QL)
Portanto teremos:
2
ki =q-(2TEf —¢4) —q1 =0 (11.119)
(on-shell, massa do parton é nula)
2
B> g = kf ~q_ (x+EfL) =¢ = ¢~ :Ef# (11.120)
1
e para k;, da mesma forma, resulta
2
o~ L (11.121)

By

11.10 Rapidity

A representacao & dos 4-vetores é feita com auto-vetores da Transformacgao
de Lorentz, L(3), ja que

§o o
Lpo=Lp) | 0 |=e*| 0 | =c (11.122)
1 §L
€
0 0
Lip)=Lp)| € | =€ & | =€ (11.123)
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e, obviamente,

0 0
Lip)i=Le)| 0 | =11 0 | =& (11.124)
&1 &1
O angulo ¢ da rotacao hiperbdlica é chamado rapidity (rapidez), e, como
vimos, é dado por:
1 1+ 75
=—-In{—— 11.12

Das transformagoes acima, também obtemos que

§ _ %€ § ’ §
ame o (5) e (@) (@) ww

Se &y, & sao dados no referencial de repouso da particula, p=0e & = E

+p=E¢(=E-p=E, entao 5% =1le ln(é) = 0, portanto segue que

© = %ln (é_—(;) (11.127)

Podemos entao calcular a rapidez dos partons apds a colisao:

1 q_ 1 ¢ q1 q
/ = —1 _—_— ~ —1 L e l (—) e ! e l (—J‘ )
T (fc+E1+—q+> 2" ((x+Ef)2> v R

(11.128)
e da mesma forma obtemos
¢y =1In (q—f> (11.129)
x

Se consideramos que inicialmente a rapidez era y, = %ln (5%) # 0, a

variacao da rapidez (rapidity gap) é:

L (g IS

Y=,y 2n<§6) Yo Y=Y =Y 2n<§6 ( )

Na colisao, portanto, ¢ formado um ”gap”de rapidez entre o parton que
colide e os espectadores. Devido ao confinamento dos quarks forma-se um
"tubo de cor’entre o quark participante e os espectores. O tubo de cor
ou corda ¢ caracterizada pelos sabores dos quarks componentes e pelo 4-
momento resultante da soma dos 4-momentos dos quarks nos pontos extremos
da corda.

Para calcular o 4-momento da corda precisamos considerar diferentes pos-
sibilidades: 1) ndo ha troca de cor entre os hadrons; 2) hé troca de cor. Vamos
analisar cada um destes casos.
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11.10.1 Pseudo-rapidez

A pseudo-rapidez é muitas vezes usada no lugar da rapidez, y, pela simplici-
dade no calculo. A pseudo-rapidez, n, é definida como

n=—In[tg(0/2)] (11.131)

onde § = p;/p;, sendo usual que se escolha p, = p. e p, = [p2 + p2]/2.
Vamos mostrar que para angulos pequenos, # ~ 0, essas duas grandezas
coincidem. Neste caso podemos escrever, para martons de massa “nula”

E = \/p? +m? =~ p, entao a rapidez fica

y=In (,/iJril) . (11.132)
— Ml

Como p* = pi +p7 . (p+m)(p — p1) = p* — p} = pj, segue que

y:ln( <p2+—pl)22> :ln< M) , (11.133)
p” =D Dy

de onde segue que

2
y=1In (M) . (11.134)
D
Para 6 ~ 0 devemos ter p; >> p;, e portanto p = p;, entao
2
y~ln (ﬂ> — _In (&) , (11.135)
Dt Yyl
e como 0 0
Pt Pty
Z=tgf .= =" =~tg (—) 11.136
n 2 2 ( )

pois 0 ~ 0, segue que
y~—Inltg(0/2)] =n (11.137)



Capitulo 12

Sistemas continuos

Até o momento estudamos sistemas formados por um nimero finito de corpos
discretos. Existem problemas que podem ser mais facilmente tratados como
se fossem continuos, como uma corda, uma membrana elastica, o movimento
de fluidos, a dinamica de campos eletromagnéticos, a propagacao do som,
entre muitos outros. Neste capitulos vamos generalizar os formalismos de
Lagrange e de Hamilton para sistemas continuos.

12.1 Lagrangeana de sistemas continuos

Para os sistemas discretos, vistos até agora, a Lagrangeana ¢ dada por
L=>) T,-V, (12.1)
i

onde o indice ¢ = 1,2,3,... indica a i-ésima particula do sistema. Essa
abordagem ¢é valida para sistemas discretos, onde cada um dos componentes,
as particulas, podem ser individualizadas e contadas. Existem, porém siste-
mas em que isso nao é possivel ou nao é apropriado, como por exemplo, no
estudo da eletrodinamica, quando campos elétricos e magnéticos interagem
entre si. Oras, campos sao definidos no continuo, isto é, em cada ponto do
espaco, e portanto nao podemos contar o nimero de componentes, e portanto
nao podemos definir o niimero de graus de liberdade, da mesma forma como
vinhamos fazendo.

Para resolver esse problema, notemos que os campos sao determinados
como uma funcao continua do espaco e do tempo, istp €, um campo escalar
¢ é uma fungao do tipo ¢ = ¢(f,t). Em termos de coordenadas generaliza-
das, podemos escrever ¢ = ¢(q,t), onde ¢ = q1,q2,-..,q,. A Lagrangeana,
entao, passa a ser determinada em funcao do campo em cada ponto. Se

133



134 CAPITULO 12. SISTEMAS CONTINUOS

aproximassemos o espago continuo por uma rede discreta, teriamos

L= ZT 'I“Z, 7 Tz7t)) V(gb(riyt)vé(riat)% (12'2>

1€l

sendo ¢ um ponto da rede [, que tem as mesmas dimensoes do espaco em que
o sistema estd imerso.
Para fazermos a passagem para o continuo, fazemos a seguinte trans-

formacao:
> = / dPr (12.3)

i€l

onde a soma sobre todos os pontos da rede é substituida pela integracao
sobre todo o espaco. Dessa forma teremos

L- / BrL(o(rt), d(rit), (12.4)

co1m

L(¢(7i, 1), (i, 1)) = T($(7i, 1), (i, 1)) — ($(73, 1), b(ri, 1)) . (12.5)

L é chamada densidade Lagrangeana, e representa a contribuicao para a
Lagrangeana total dada pela parte do sistema que se encontra num volume
do espaco de dado por dV = d3r.

Com isso, a acao, que é a grandeza minimizada no Principio de Hamilton,

fica
//E (15,1), d(1i, 1)) d>rdt . (12.6)

Podemos escrever, ainda, de forma a tratar tempo e espago de modo simétrico,
como

S = /L(ng(ri,t),q'S(ri,t))d‘lx, (12.7)

sendo r = x1, X2, X3, 1.

12.2 Equacoes de Lagrange para sistemas continuos

Para obter as equagoes de Lagrange, aplicamos o principio de Hamilton,
minimizando a agao definida na equagao (12.6). Para isso, note que

= —&;5 Z (12.8)



12.2. EQUACOES DE LAGRANGE PARA SISTEMAS CONTINUOS135

onde o indice p = 1,2, 3,4 indica as 3 coordenadas espaciais e o tempo. O
simbolo 0, indica uma derivada parcial na coordenada z,, ou seja

0

8, = o, (12.9)
Portanto temos
55 = /d4x—5¢+ Z auqb (12.10)
Podemos usar a relagao
6(9u9) = 9.6(0) (12.11)

que nada mais é do que uma generalizacao para mais dimensoes da relacao
ja usada na derivacao do Principio de Hamilton, onde tivemos

5(¢) = %&b- (12.12)

Com isto temos que a variacao da agao fica

08 = /d4x—5¢ Z (12.13)
O segundo termo da equacao acima pode ser escrito como
oL oL oL
5000 =0, (5o00) —o. (55 ) a0 214

e substituindo este resultado na equacao para 6.5, obtemos

58:/d4 Bg o, (iﬁqﬁ)] 5¢+/d4xa (iﬁgb (¢)) : (12.15)

O 1ltimo termo do lado direito da equagao acima pode ser facilmente
integrado, resultando

/d4x8 (auia(@) = [iié(gb)} : (12.16)

onde o indice C indica que o termo entre colchetes deve ser calculado na borda
C dos limites de integracao. Essa borda representa o contorno da regiao
que delimita o sistema espacialmente nos instantes inicial e final. Como no
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método variacional utilizado para obter as Equagoes de Lagrange pelo método
variacional, aqui também consideramos que nessa borda determinada pelas
condicoes de contorno o campo ¢ nao varia, isto é, no contorno C, d¢ = 0.
Com isso temos que o termo considerado aqui é nulo. Assim, a equagao para

05 fica
. [0L B oL
08 = /d T [_8gb o <_8u¢)} 0p =0, (12.17)

sendo a igualdade com zero resultante da aplicagao do Principio de Minima
Acao de Hamilton.
Esta igualdade deve ser satisfeita para qualquer d¢, e isso s6 é possivel se

oL oL
5 % (a07) =0 I

que representam as Equacoes de Lagrange para sistemas continuos.

12.2.1 Exemplos

1. Considere a densidade Lagrangeana
L= ¢(x)? — ag(x)? — bo(x)! — 2 (V) . (12.19)

Obtenha a equacao de movimento.

Solugao: Da densidade Lagrangeana temos os seguintes termos:

9 — —2a¢ — 4b¢p®

o
g = —26°0:0 (12.20)
% = Qat(ba

Substituindo estes resultados na Equacao de Lagrange, equagao (12.18),
temos

—2a¢ — 4b¢® + 2¢°0,0,¢0 — 20,0,6 =0, (12.21)
ou, em forma mais usual, podemos escrever

2

o)
=+ ap + 2b¢® — V% =0. (12.22)
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12.3 Teorema de Noether para sistemas continuos

Vimos que no caso de sistemas continuos a Lagrangeana é tal que £ =
L(¢p,0,¢). Vamos considerar que devido a alguma transformacao nos campos
OU mesmo no espaco e no tempo o campo ¢ sofra a transformacgao

6o =6+ 60
0up — 0,¢" = 0,0 + 0(0,9) -
Se a transformagao estd relacionada a uma simetria do sistema, isto é,

se o sistema é invariante pela transformacao utilizada, devemos ter, apds a
trasnformacao,

(12.23)

69 = /d‘*a:(m =0, (12.24)

ja que a nova Lagrangeana continua satisfazendo o Principio de Hamilton.
Para que isso ocorra devemos ter:

/d4x6£’ = /d% 0L+ 0L] =0, (12.25)

e como a integracao sobre o primeiro termo do lado direito é nula, ja que £
representa a Lagrangeana do sistema antes da transformacao, devemos ter

/d4x5£ =0. (12.26)
Para isso, nao é necessario que 0L, basta que tenhamos
0L = 0, A", (12.27)

onde A é um campo vetorial nulo na borda do espaco considerado.
Por outro lado, com estas transformagoes, a variagao da Lagrangeana fica

= —5¢ Z (12.28)

Além disso, o sistema evolui de modo a obedecer as equagoes de Lagrange,

assim temos que
oL oL
_3¢ = E oy (8 ¢) (12.29)

e com isso temos

0L=> 0, (%) . (12.30)
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Com isso temos duas relagoes complementares para 0 £ dadas pelas equagoes
(12.27) e (12.30). Subtraindo uma equagao da outra resulta

oL
j{:ap[Aﬂ-— (———)] —=0. (12.31)
i O
Isso significa que a grandeza dada por

J“zA”—(gi) (12.32)

¢ uma grandeza conservada.

12.3.1 Conservagao de energia e momento - tensor momento-
energia

Vamos considerar, incialmente, as simetrias que resultam da homogeneidade
do tempo e do espaco. Como vimos no caso das simetrias em sistemas dis-
cretos, essas simetrias levam a conservacao da energia e do momento, res-
pectivamente. Veremos que também no caso continuo essas grandezas sao
conservadas.

Podemos tratar simultaneamente as duas simetrias considerando a trans-
formacao das 4 coordenas do tipo =, — x;L = x, + a,, sendo a, o desloca-
mento nas coordenadas espaciais para u = 1,2,3 e no tempo para u = 4. A
variacao do campo ¢, nesse caso, fica

0p = g—iay = 0"¢a, , (12.33)
e para suas derivadas, obtemos
00,0 = 6)8V¢0L,, = (0"0,0)a, , (12.34)
ozx,
Com essa variacao do campo ¢, obtemos
oL oL
oL =—0"¢pa, + —— (0" vy 12.
L a¢6 oa, + Qﬁuqﬁ(a duP)a (12.35)
e portanto
oL oL
0L =|—0" v v 12.
L 8@58 ¢+80u¢(8 oup)| a”, (12.36)
e podemos reconhecer o termo entre colchetes como
L g 25 (9,6) = oL, (12.37)

9 90,0
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de onde segue que

0L = (0"L)a, . (12.38)
Agora, usando o fato de que
oL oL oL
v — Ak v M _ v
68%8 (0'¢) =0 (68%8 gb) 0 (86“¢) "¢, (12.39)

podemos escrever a equagao (12.35) como

or oL \1 . or
62~ |5~ (255 )| 700+ (0

a”(bay) : (12.40)

Mas o primeiro termo do lado direito dessa equacao representa exata-
mente as equacoes de Lagrange dos sistemas continuos, e durante a evolugao
do sistema esse termo é nulo, e portanto temos que

oL
oor¢

5L = O ( 8”¢a,,) . (12.41)

Assim, temos duas equagoes diferentes para dL, a equagao (12.38) e a
equagao (12.41). Subtraindo uma da outra obtemos

oL
Ve Al 14 —
[8 L—0 (88%58 qb)} a, = 0. (12.42)
Como
0L = 8“£5Z , (12.43)
obtemos
o | LY — a—ﬁﬁ”gb a,| =0. (12.44)
# 19l620) v
Assim, o termo
oY =AY oL 0" 12.45
nw w - aa“¢ ¢ ( : )
com
AZ = £5Z. (12.46)

Assim, O} é uma grandesa conservada, e é geralmente chamado Tensor
Energia-Momento. A sua conservacao estd relacionada a conservacao da
energia e do momento, em decorréncia da isotropia do tempo e do espaco,
da mesma forma em que obtivemos essas leis de conservagao para o caso de
sistemas discretos.



