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Figura 1: Placa retangular suspensa por quatro molas

1 Problema

Uma placa retangular de massa m com lados a e b é suspensa nos seus vértices por
quatro molas idénticas de constante k, conforme mostrado na figura 1. Considerando
somente pequenos movimentos verticais dos vértices, pede-se:

a) determinar as equagoes diferenciais do sistema nas coordenadas z1, z3 e z3;
b) determinar as freqiiéncias naturais e formas dos modos de vibragao;

c¢) determinar a transformagao modal que desacopla o sistema e a expressao das coor-
denadas modais em funcao das coordenadas fisicas zq, 29 € 23;

d) repetir a determinagao das equagdes diferenciais na coordenadas z, a e f3.

e) realizar a parte prética do exercicio.

2 Resolucao

2.1 Equacoes Diferenciais

Consideremos o sistema com trés graus de liberdade, qual sejam, movimento vertical
para baixo, rotacao em torno dos eixos z e y.
A coordenado do baricentro z é dada por:
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Pelo Teorema do Movimento do Baricentro - TMB temos:

mz=—kzy—kzg—kz3—kz

ou seja,

" (B1+Z+2+2)+k(z1+2+23+24)=0

Pelo Teorema do Momento Angular - TMA temos:

. a a a a
Jya:—k21§+/{:22§+k23§—kz4§

Jy(21—52—23—|—24)+ka2 (21—22—23+Z4):0
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Jx(é1+22—23—54)+k'bz (21+22—2’3—Z4) =0
Temos as equagoes vinculares:
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Substituindo nas equagoes diferenciais vem:

m(z1+23)+4/€ (21+23> = 0
Jy (Zl — Zz) + kGQ (Zl — 22)
Jx 22—23)+k’b2 (2’2—23> =

|
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Que pode ser escrita na forma matricial:



m 0 m Z1 4k 0 4k 21 0
Jy —J, O 3 »+ | ka® —ka® 0 29 =< 0
0o J, —J, Z3 0 kb —kb? 23 0

onde verifica-se o acoplamento tanto estatico como dinamico.
Introduzindo as matrizes:

m 0 m 4k 0 4k
M=|J, =J, 0 K=| ka®> —ka®> 0
0 J, —J 0 kb —kb?
e o vetor
21
V= Z9
Z3

podemos escrever as equagcoes diferenciais na forma matricial:

MvV+KvV=0 (9)

2.2 Freqiiéncias Naturais e Formas dos Modos de Vibragao

Impondo-se uma solucao harmonica ao sistema de equagoes diferenciais:

21 Zl
‘_;h = Z9 = ZQ sin (wt + ¢) (10)
<3 Z3

com A = w? obtemos o seguinte problema de autovalor:

Kv,=\AMyv,
ou

—

(K—AM) ¥, =0 (11)

onde \ e Vj, sdo os autovalores e autovetores do sistema.
Para obter uma solucao nao trivial devemos impor nulo o determinante da matriz, i.e.,

K —AM|=0

que fornece o seguinte polinémio caracteristico:

(4k = Am) (ka> = X Jy) (k0> = X J,) =0 (12)
donde obtemos os trés autovalores:
4k ka? kb2
M= =T = (13)

m Jy Sy



Para obter os autovetores aplicamos os autovalores no sistema de equagoes homogéneas.
Para A = A\; vem:

0 0 0 4 0
ka?— 4k 2 —ka® + 4k 2 0 Z p=4¢ 0
0 kb —ak% —kb? 4 4k 22 23 0

donde obtem-se:

21 = X9 e 2o = 23 = 24 =21

Assim:

=<1 (14)

Repetindo para A = Ay vem:

m(l2 m(l2
Ak — ke 0 4k — ke . 0
0 0 0 29 = 0
0 ka—kGQ% —kb2+ka2§—z 23 0

donde obtem-se:

Assim:

Finalmente para A = A3 vem:

4k — ki 0 4k — kml 2 0
kaQ—kaj—z —ka2+kb2j—z 0 2 s =40
0 0 0 z3 0

donde obtem-se:

21 = —2Z3 e 21 = 29 = Z4 = 23

Assim:

V3 = 1 (16)
-1
Para a placa retangular homogénea de espessura t e lados a e b e material de densidade
p temos:



b2 2
m=pabt szm ma

12 Y 12
As frequiéncias naturais sao as raizes quadradas dos autovetores, assim:

4k [k a? [ kb2
W1 = E Wo = Ty W3 = Jx (17)

Vale lembrar na aplicacao pratica que:

wlz\/%:\/% (18)

onde g é a aceleracao da gravidade e § a deflexao da placa devido ao seu peso préprio.

2.3 Transformacao Modal e Desacoplamento das Equacgoes Di-
ferenciais

Adotando-se a matriz modal como matriz de transformacao das coordenadas modais
q1, G2, € g3 para as coordenadas fisicas z1, 2o € z3, i.e.,

<1 q1
Z9 =T q2 com T = |: \_/'1 \_/)2 \_”3 }
Z3 43
ou seja:
21 1 1 1 q1
29 = 1 -1 1 q2
2 1 -1 —1 @

Donde se obtem as transformacoes de coordenadas que desacoplam as equacoes dife-
renciais do sistema:

21 = Q1+ q@+a (19)
29 = 1 — Q2+ @ (20)
23 = Q1 — 2 —q3 (21)

Ou escrevendo a transformacao inversa com:

1
T~' = — [ Cofatores |”

|T|
Velil.
R
T—lz5 1 =1 0
0 1 -1

Assim:



q1 1 1 0 1 1
qo = 5 1 -1 0 22

Que fornece as expressoes das coordenadas modais:

o = Z1 + z3 (22)
2
21 — &
a2 = 12 e (23)
29 — X%
43 = 22 : (24)

Substituindo as transformagoes modais no sistema de equagoes diferenciais vem:

mag +4kq = 0 (25)
JyGo+ka*q = 0 (26)
JoGs+kbrgs = 0 (27)

2.4 Equacoes Diferenciais nas coordenadas z, a e

Da geometria do problema é facil verificar que os deslocamentos z1, z3, 23 e z4 podem
ser escritos como:

o, bt 5
= z+ - tana+ = tan
21 2+ tana+ o ta
a. bt 3
— »— ~ tan ~ tan
29 z 2a04+2 a
a. bt 5
= z— — tana — - tan
23 ¢— 5 tana— o ta
a. bt 3
Zy = 2+ - tana — - tan
! 2 2

considerando pequenas oscilacoes:

a b
2 = z+§a—|—§ﬁ
a b
Zg = z—§oz+§ﬁ
a b
23 = z—§oz—§ﬁ
a b

2y = z+§a—§ﬁ



Logo as equagoes do TMA e do TMB ficam:

mz= - k;(z—l—ga—kgﬁ)

- k(z—%aJrgﬁ)
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J.B= — k(2+ga+gﬁ>g

- k(z—goﬁ—gﬁ)g

b b

" ’“(2—3 —55)5

+ k(z+ga—gﬁ>g

ou seja,

mz+4kz=0 (28)
Jyi+ka*a=0 (29)
JB+EVB=0 (30)

Comparando-se estas equacoes com as equacoes diferenciais nas coordenadas modais
q1, q2 € g3 deduzidas na secao anterior verifica-se que:

q1 =z q2 = Q g3 =0



Placa Retangular o
Placa Quadrada X!
a
t = espessura a

Figura 2: Dimensoes das Placas

Tabela 1: Dimensoes das Placas

Placa Retancular | Placa Quadrada
a = 390 mm a = 400 mm
b = 260 mm b = 400 mm
t = 5,0 mm t = 7,4 mm

obviamente, pois sao essas coordenadas que desacoplam o sistema de equagoes dife-
renciais.

Por serem as equacgoes nas coordenadas z, a e # desacopladas, as formas dos modos de
vibracao sao os movimentos na direcao dessas trés coordenadas, isto é, translacao vertical
{z}, rotagao em torno do eixo z {a} e rotagao em torno do eixo y {S}.

2.5 Resultados Numéricos

No laboratorio dispomos de duas placas, a primeira retangular e a segunda quadrada
(ver figura 2). As dimensoes das placas sdo apresentadas na tabela 1. Ambas sao fabri-
cadas em aco, cujas propriedades nominais sao apresentadas na tabela 2.

A rigidez das molas devera ser obtida da medigao da deflexao estética d, ou alternati-
vamente a partir da freqiiéncia natural do modo de vibracao vertical w,.

2.5.1 Atividade Pratica

Na atividade de laboratério deve-se obter os seguintes resultados para placa estudada:

Tabela 2: Propriedades do Ago

Médulo de Young E = 207 GPa
Médulo de Poison p = 0,3
Densidade p = 7860 kg/m?




a) Medir a deflexao estatica da placa d devido ao seu peso préprio.
b) Estimar os valores das trés freqiiéncias naturais do sistema, w,, w, € wpg.

c) Identificar as seis freqiiéncias naturais do sistema real, w,, wy, w,, Wa, wWs € Wy,
através da apropriagao de excitacao manual senoidal.

Os resultados optidos da vibragao da placa sobre a deflexao das molas da suspensao
elastica sao chamados de modos de vibragao de corpo rigido da placa em contraste com os
modos de corpo flexivel. No primeiro caso, estuda-se o movimento da placa, praticamente
indeformada, onde toda deformagao ocorre nas molas da suspensao. No segundo caso
deseja-se estudar a vibracao da placa propriamente dita, isto é, vibracoes onde a placa se
deforma. Esse segundo caso sera objeto de estudo num segundo experimento.



