4 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS E
APLICACOES

4.1 Introducao:

*Uma equacao diferencial € uma equacao que envolve
uma funcao incognita e suas derivadas. Exemplos de tais
equacoes sao:
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+3y+t=0



Equacao diferencial ordinaria (E.D.O):
a funcao incognita depende de apenas uma variavel
independente.

—4t=0 ¢é uma E.D.O. ,

Equacao diferencial parcial (E.D.P):
a funcao incognita depende de mais de uma variavel
independente.

2 2
Y _49Y_4 ¢ uma EDP.
ot? OX*



Forma de apresentacao:

Normal: y’ = f(x,y)
Diferencial: M(x,y) dx + N(x,y) dy =0

Exemplo:

3x—2
y' = - Y - Normal

(3x — 2y)dx — 5dy = 0 - Diferencial




Classificagao: Ordem e grau

Ordem: derivada de mais alta ordem

primeiraordem — dy

dx
2

segundaordem — oy

OX*

*Grau: expoente da derivada de mais alta ordem
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primeirograu — | >
dx
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segundograu — (yj
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dy =2x — E.D.O. de primeiraordeme do primeirograu,

dx

IRRE



dy =2x — E.D.O. de primeiraordeme do primeirograu,

dx

2 2
%+(%j +y=0 — E.D.O. desegunda ordeme do primeirograu,
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dy =2x — E.D.O. de primeiraordeme do primeirograu,

dx

_j +y=0 — E.D.O. de segunda ordeme do primeirograu,

2
(_j =4-y? — E.D.O. de primeiraordeme do segundo grau,

5 2
X d—f —XZE+1O:O :
dx dx



Solucao de uma equacao diferencial

*A solucao de uma EDO é uma outra equacao que satisfaz
a EDO.

*Exemplo: y=C.senXx é asolucdogeraldey” +y=0



*Toda equacao que envolve pelo menos uma derivada é
um equacao diferencial.

e Se uma equacao diferencial pode ser escrita na forma

d"y
= f(x
dx" (x)

sua solucao é obtida de maneira direta por integracodes.



A maioria das equacoes diferenciais nao tem solucao
por integracao direta !!!

Veremos méetodos para obter as solucoes diferenciais
ordinarias de maior aplicacao em engenharia.

SOLUCAO GERAL: conjunto de todas as suas
solucoes. Apresenta a constante de integracao.

SOLUCAO PARTICULAR: Solucdo resolvendo PVI
(problema de valor inicial)



Exemplo

Seja, EDO y“—xy'+y =0
y=Cx-C? é a solucio geral

Achar solucoes particulaes sePVlI x=0—->y=-4



Uso de Equacoes Diferenciais em Modelagem
Exemplos:

Desintegracdo radioativa = taxa com que a massa se
desintegra € proporcional a massa ainda existente

dM_ M
dt



*Modelagem
Exemplos:

Lei de resfriamento de Newton = taxa de resfriamento
do corpo é proporcional a diferenca de temperatura entre
O COrpo e o meio

dT

P —K.|T — Tmeio]



*Modelagem

Exemplos:

Diluicao de sal

Q

Agua + sal
] —

Massa
Volume (cte)

—
—

Q
Agua pura




Modelagem:
Exemplos

Crescimento populacional sem restricdo —=> Lei de
Malthus
dP K P
at
Crescimento populacional com restricdo = Proporcional a
populacao que falta pra a populacao maxima
dP

E: K(Pméx —P)



4.2 EDO de 1° ordem

Separadas e separaveis (x,y) *

Homogéneas(todos os termos do mesmo grau)

*> tipos ! Exatas

Exatas por fator integrante

Lineares (y e y” sao do primeiro grau ) x




EDO de primeira ordem de variaveis separaveis

EDO de 1° ordem genérica: M(x,y) dx + N(x,y) dy =0

EDO separada: M(x) dx+ N(y)dy =0

EDO separavel: EDO genérica que se torna separada por
meio de artificios

— Solucdo Geral por integracao.



Exemplos:

2ydy+senxdx=0
V' =1+ X+y?+xy?

(1+x)ydx+(1-y)xdy=0

Resolver o PVI: 2y dy + sen x dx = 0 para x =§ y=0



EDO lineares

Uma EDO de ordem qualquer pode ser dita linear se ela
puder ser escrita da seguinte forma:

u(x) y + v(x) y' + w(x)y” +r(x) y”’ +.... = g(x)

O que significa que a variavel y e suas derivadas so
podem estar multiplicadas por funcoes e x



* Exemplos:

2
2 &Y +x—+2y—senx92 ordem linear

X
dx? dx

dx? dx

2
(1 +@ Y Ly y = e * > 2° ordem nao linear

d* d3 d%y
y ¥y

dx? dx3 dx?

+ y = 1-> 4° ordem linear

ay

— + xy* = 0-> 1° ordem ndo linear



EDO de primeira ordem linear

Uma EDO de 1° ordem é dita linear se ela puder ser
escrita da seguinte forma:

y' + p(x)y = g(x)

No caso particular de g(x) = 0 2EDO linear homogénea
(EDO linear incompleta)

y' +p(x)y=0 - i—y = —p(x)dx



Solucao de uma EDO de primeira ordem linear
Dada EDO de 1° ordem : vy’ + p(x)y = g(x)

A solucao é dada por:

y(x) = ——. f u(x). g0 dx + C

Sendo u(x) = el P(x) dx



* Exemplos:

X

y +2y=e"

y+y=xe*+1



4.3 Algumas aplicacoes da EDO de primeira ordem linear

Problema de mistura de solucdes: O objetivo é obter uma
equacao que expresse como a massa de um sal no tanque
varia ao longo do tempo, assumindo que a solucao se
homogeiniza instantaneamente dentro do tanque.

Qe.Ce




e Exemplo:
e Sendodados: VO =100L

. Qe =2 L/minuto
. Qs =1 L/minuto
. Ce=0,2 kg/L

. MO = 10 kg

Pede-se: a)a massa no tanque em t = 50 minutos
b) A concentracao em t = 50 minutos



* Entregar:
* Sendo dados: VO =200 galdes

. Qe = Qs =5 galdoes/minuto
. Ce = 2 libras/galao

. MO = 40 libras

Pede-se:

a) Qual a equacao que expressa a massa de sal no
tanque para qualquer tempo t

b) Qual a concentracao no tanque apos se passarem
2 volumes de tanque



Algumas aplicacoes da EDO de primeira ordem linear

Problema de mistura de solucdoes em injetores de
fertilizante: Volume é constante, entra agua limpa sem
sals.

] Qs.Cs

M = M(t)
V = cte

Qe.Ce |




4.4 EDO de primeira ordem especiais

Equacao de Ricatti 2 1° ordem nao linear aplicada a
hidrodinamica, determinar coeficiente angular da
reta tangente a cada ponto da trajetdria

y' = a2(x)y* + al(x)y + a0(x)

Equacao de Clairant - teorema relativo a linha
geodésica e transporte de coordenadas (1726)

d d
y) == 2+ f( ”)



4.4 EDO de primeira ordem especiais

Equacao de Bernoulli - para equacoes de
crescimento

y' +p)y = gx) y"

EDO de 1° ordem nao linear
Paran#0 e n=#1 = linearizada
Paran=0 ou n=1- EDO linear



e Paran#0 e n=#1 = linearizada

Procedimento:
y +px)y=gx)y* (=y")

’ X
y p®y
yr oy

g(x)

Simplificando:
Z’ + P(x)z= G(x)



Exemplo de equac¢ao de logistica de VERHULST para
crescimento populacional

dP—KPP A P
i (Pmax )

dP ,
— = KPmix P — K P*
dt



4.5 EDO de segunda ordem incompletas

 Estudaremos apenas o caso em que os coeficientes
sao constantes, de uso mais frequente na engenharia.
Ay"+By +Cy=0ouf(x)ouD

 EDO de 2° ordem incompletas = 4 casos:



1°caso) y" = f(x) ou uma constante

* Solugcao por duas integragoes sucessivas.
d?y
dx?

= Sen x



1°caso) y" = f(x) ou uma constante

* Solugcao por duas integragoes sucessivas.

d?y d (dy
= Sen x —
dx? dx \dx

)=S€I’1X



1°caso) y" = f(x) ou uma constante

* Solugcao por duas integragoes sucessivas.

d? d (d d
+ —2 =senx > (y)=senx—>d(—y)=senxdx
dx dx \dx d



1°caso) y" = f(x) ou uma constante

* Solugcao por duas integragoes sucessivas.

d? d (d d
+ —2 =senx > (y)=senx—>d(—y)=senxdx
dx dx \dx d

. fd(j—z) = [ senx dx



1°caso) y" = f(x) ou uma constante

* Solugcao por duas integragoes sucessivas.

d? d (d d
+ —2 =senx > (y)=senx—>d(—y)=senxdx
dx dx \dx d

. fd(j—z) = [ senx dx —>Z—z=—cosx+ C



1°caso) y" = f(x) ou uma constante

Solugao por duas integragoes sucessivas.

d?y d (dy)
— =Ssenx — =
dx? dx \dx

dy = (—cosx+ C)dx



1°caso) y" = f(x) ou uma constante

Solugao por duas integragoes sucessivas.

d? d (d d
—2 = sen x — (y)=senx—>d(—y)=senxdx
dx dx \dx d

fd(j—z) = [ sen x dx —>Z—z=—cosx+ C

dy = (—cosx+ C)dx - [dy = [(—cos x + C)dx



1°caso) y" = f(x) ou uma constante

Solugao por duas integragoes sucessivas.

d? d (d d
—2 = sen x — (y)=senx—>d(—y)=senxdx
dx dx \dx d

fd(j—z) = [ sen x dx —>Z—z=—cosx+ C

dy = (—cosx+ C)dx - [dy = [(—cos x + C)dx

y=-senx+ Clx+ C2



2°caso) y' = f(¥)

Solugao: artificio

- . d
Multiplica os dois membros por .Zédx
dy 2
e considera: d[(a) ] = Zd—ydz—y
' dx dx dx?
n a
Exemplo:y" = —

<



3°caso) y=f(xy) ou y=f(")

’ 14

* Fazu=y' eu' =y
* Integrar em relagao a x.

« Exemplo:x?*y" + 2xy' —1 =0



4° caso) y=1(y,y')

Fazu=y" eu =y

@_du dy
dx dy "dx

Integrar em relagao a .

Exemplo: y"y + ()%= 0



