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PROGRAMACAO LINEAR (PL)

0 Como alocar recursos limitados entre atividades
(ou decisOes) competidoras de maneira “6tima”

O Planejamento de atividades para a obtencao do
resultado “6timo”, ou seja, para se alcancar a
melhor alternativa dentre todas as solucoes
viavelis

0 Modelo matematico que descreve um
determinado problema, em que todas as fun¢des
envolvidas sdo lineares




PROGRAMACAO LINEAR (PL)

PROBLEMAS DO TIPO

_ funcao objetivo linear
MaxZ =c¢,X, +C,X, +....+C X . . 1Un&ao Obje
a n variaveis

sujeita a restricoes lineares :

&, X +8,X, +....+8,X <b

&, X, +a,,X, +....+a, X <h, m equacdes ou
Inequacoes
lineares

a. X +a. X +..+a X <b

mn-"'n

>0 ) , vetor de n variaveis
no reais e positivas



PROGRAMACAO LINEAR (PL)

Notacao Matricial:

funcao objetivo linear
/ a n variaveis

max z,=Cx —
m restrigdes
S.I.AXKL (:) h ——|(equacdes ou inequagdes

lineares)
Xx=0 —_
vetor de n variaveis

reais e positivas




Exemplo

L X1 2 X2
Subestacéo
Existente D (demanda)

Deseja-se alimentar a carga em (2) com
demanda D, atraves da instalacao de um
alimentador (1-2) e ampliacao da Subestacao 1
ou através da construcdo de uma nova
Subestacdo em 2. Qual & a alternativa mais
econOmica? Sabe-se que o0s valores maximos
de X1 e X2 sao respectivamente XM1 e XM2 e
gue seus custos unitarios ($/MVA) séo C1 e C2,
respectivamente.



Formulacao Matematica por PL
min Zo = C1 X1 + C2 X2

s.a. 0<X1<XM1
0<X2<XM2
X1+X2>D

X2 M Regido Viavel
X1+X22D

2 < XM2
XM2

0<X1<XM1

XML D N



Formulacao Matematica por PL
min Zo = C1 X1 + C2 X2

s.a. 0<X1<XM1

X2

XM2

0<X2<XM2
X1+X2>D
solucéo otima
Regido Viavel
+ XX
‘ 0 X2 < XM2
0 <\X1 < XM1

\XMl\D \ N
z1

73< 722 z2< 71



Aplicacoes de Programacao Linear

0O Configuracao 6tima de alimentadores em
sistemas de distribuicao / transmissao

O Locacao de Suporte Reativo
0 Areas de Influéncia de Subestacoes

O etc.



Métodos de Solucao de Problemas
de Programacao Linear

o Método Simplex (Dantzig 1963)

o Métodos de Ponto Interior
(Kharmarkar 1984)

o Algoritmos Genéticos



Método Simplex

« Forma Canonica do Problema de PL.:
MaxZ =X, +C,X, +....+C_ X
sa.  a X +a,X, +.+a,X <b
8, X, +a,,X, +....+8,, X, <h,

2n"'n

a.. X +a.,X +..+a X <b

mn-n

Xis X5 ey X, 20

= Forma Matricial: T
MaxZ =C X

S.a. Ax <Db
x>0
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DefinicOes para o Método Simplex

Solucao Viavel: qualquer conjunto de valores (x;, x,, ..., X,) que
satisfacam todas as restricoes, e x; > (

Solucao Otima: é uma solucao viavel que maximiza a funcao
objetivo

Soluc¢ao Basica: solucao viavel que corresponde a um vértice
da regiao viavel

SIMPLEX:

solucao basica inicial — solu¢des basicas melhores — solucao 6tima
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INTERPRETACAO GEOMETRICA DO METODO SIMPLEX
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Exemplo

MaX Z — 3X1 +5X2

sa. X <4

/X2 <6
/3x1+2x2 <18

x1
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Método Simplex:

= Passo 1: definir modelo equivalente,
eliminando desigualdades.

Para isto, sao utilizadas variaveis residuais (ou
de folga). Ex: x;<4 — x; +x3=4

Max Z = 3X, +5X,

sa. X + X, =4
X, +X, =0
3%, + 2X, +X; =18

com X, Xy, X5, X4, X =0

X3, X4, X5 : Variaveis residuais (ou de folga)
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Método Simplex:

- Passo 2: determinar uma solucao basica
(fazendo-se n-m variaveis iguais a zero
ou nao basicas e as demais m variaveis
positivas ou basicas)

- Selecionam-se as variaveis residuais como sendo
as variaveis basicas iniciais, ou seja, inicia-se com

solucao basica na origem (x;=x,=....=x,,_,=0).
— Para o exemplo anterior: t

Variaveis X1~

ndo basicas< x,=0

(n-m)
Variaveis X=2 | e
Basicas X=6 | T
(m) =18 | e

\ 4

(n=5, m=3)
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Método Simplex:

« Passo 3: obter outra solucao basica (ou concluir
que a soluc¢ao atual é a 6tima). Deve ser solucao
basica correspondente a vértice adjacente que
aumente o valor de Z. E obtido trocando-se uma
variavel basica com uma nao basica:

- Variavel para entrar na base: analise na funcao objetivo
daquela que aumenta ‘mais rapidamente’ Z. No exemplo, se
Z= 3x,+5x,; entao x,é escolhida para entrar na base (5>3)

- Variavel para sair da base: valor vai para zero; escolha
compativel com a variavel que vai entrar na base. No
exemplo, x, deve entrar (maior aumento possivel):

x1+x3=4 (sem limite para x,)
X>+X4=6 — x,<6 — x4 deve sair da base e x,=6
3x1+2x,+x5=18 — x,<9
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Método Simplex:

Passo 4: determinar os novos valores das outras variaveis

basicas (no ex. x3 e x5), utilizando manipulacao algébrica
(método de Gauss-Jordan) das equacoes (cada variavel basica
deve aparecer em uma Gnica equacao, e cada equacao deve
conter somente uma variavel basica):

A\

Esta solucao é
otima
?
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Método Simplex:
= Analise da funcao Z=30+3x;-5x,

se x, entra na base e x;, permanece fora da base,
entao Z pode aumentar

= X, entra e x; sai da base

A\

Esta solucao é
otima
?
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Método Simplex:

= Analise da funcao Z=36 - 3x, - x;
qualquer acréscimo de x, ou x; ira reduzir Z

= Portanto a solucao é a 6tima, com Z=36,x,=2,x,=6
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Método Simplex - “SIMPLEX

TABLEAU”

(0)
(1)

sai «—— (2)

3)

(0)
(1)
(2)

sai «— (3)

entra

Coeficientes

Variaveis v
Basicas | Z | X1 | Xo | X3 | Xsa | X5 L.D.
Z 1 |-3|-5]0 0 0 0
X3 0 1 0 1 0 0 4
Xa 0 0 1 0 1 0 6
Xs 0 3 2 0 0 1 18
entra
Coeficientes
Variaveis
Basicas Z )2;_ X2 X3 X4 Xsg L.D.
Z 1 |{-3]0 0 5 0 30
X3 0 1 0 1 0 0 4
X2 0 0 1 0 1 0 6
Xs 0 3 0 0| -2 1 6

Eq(0) = Eq(0) + 5 Eq(2)

Eq(3) = Eq(3) - 2 Eq(2)
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Método Simplex - “SIMPLEX

(0)
(1)
(2)
(3)

TABLEAU”
Coeficientes
Variaveis
Basicas | Z | X1 | Xo | X3 | Xa | X5 | L.D.
Z 1 0 0 0 3 1 36
X3 0 0 0 1 |2/31-1/3 2
X2 0 0 1 0 1 0 6
X1 0 1 0 0 |-2/3] 1/3 2

Solucio Otima
Z =36
X;=2
X, = 6

Eq(0) = Eq(0) + 1 Eq(3)
Eq(1) = Eq(1) - (1/3) Eq(3)
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Exemplo ilustrativo

0" Um produtor independente dispoe de 2
unidades de geragdo, que podem ser
conectadas ao sistema elétrico em pontos
distintos, para a venda do excedente de
energia eletrica que sdo capazes de
produzir. Tanto os custos de produgado
guam‘o as tarifas negociadas para a venda

e energia sdo distintos para os 2
geradores. O produtor deseja vender o
maximo possivel de energia, seguindo
entretanto seu plano de negocios, que ndo
permite gastar acima de um valor pre-
estabelecido para a produgdo de energia
elétrica ".
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Dados do problema

Gerador 1 = Gerador 2

Capacidade de producao (MWh) 5000 7000
Custo de producédo (R$/MWh, 50 100
Tarifa de venda (R$/MWh) 90 120

Maximo custo de producdo total 800.000
(R$)




A formulacao PL

Max Z=90x, +120Xx,

Sujeitaa:

X, <5000

X, <7000

50x, +100x, <800.000
X, X, 20

24



Interpretacdo Geométrica

X2 A

X, <5000

X, < 7000

50x, +100X,, < 800.000

i t f t } t t P
10000 15000 X1
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Solucao do Problema

X2 A

z-1100000, | Z = 1100000

\ X, <5000 X1 =5000
| X2 = 5500
7000 \ X, < 7000

5500 {-----g-------------=

Z=500000
50x, +100x, <800.000

regido
iavel

Z=100000 g
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Analise

O A partir das figuras anteriores, observa-se que a
solucao 6tima para o produtor é utilizar a
capacidade maxima do gerador 1 (x,=5000
MWh), que tem um custo de producao menor
(50 R$/MWh) e uma margem de lucro na venda
maior (Margem = Tarifa de venda - Custo de
producao). A producao do gerador 2 (x,=5500
MWh) é menor que sua capacidade maxima
(7000 MWh) devido a restricao de maximo custo
de producao total (R$ 800.000).
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Analise

0O O que ocorreria se o custo de producao do
gerador 1 passasse de 50 R$/MWh para 80
R$/MWh ?
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X2 A

Z=952.500 «_ 4
N

Nova solucao

| Z =952.500
X1 = 1250
X2 = 7000

7000

|
regido
viavel

I

| E— T f f f f ¥ f f f
1250 5000 10000 \

29



Analise

O Neste caso, embora o custo de producao do
gerador 1 continue menor, a margem de lucro
na venda da energia produzida pelo gerador 2
torna-se melhor (margem do gerador 1 igual a
10 R$/MWh e contra 20 R$/MWHh do gerador 2).
Neste caso, a melhor alternativa para o produtor
é utilizar a capacidade maxima do gerador 2
(x,=7000 MWh), e complementar sua producao
com o gerador 1 (x,=1250 MWh)
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Solucao do problema utilizando o
SIMPLEX

Passo 1
Definir modelo equivalente, eliminando as desigualdades com a
utilizacao de variaveis residuais.

Max Z =90x, +120x,

s.a. X + X, = 5000
X, + X, = 7000
50x, +100x, + X, = 800000

com X, Xy, X5, X4, Xg 2 0
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Passo 2

O Determinar uma solucao basica inicial:

Xo A

7000

Solucéo

*—

i / inicial
| |

T f
5000

f
X1
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Passo 3

O Obter outra solucao basica, ou concluir que a solucao
atual é a 6tima. A nova solucao deve ser uma outra
solucao basica correspondente a um vértice adjacente
que aumente o valor da funcao Z. Esta solucao é
obtida trocando-se uma variavel basica com uma nao
basica

O Analisando a fungao objetivo, a variavel x, é
escolhida para entrar na base, pois tem maior
coeficiente (120 contra 90 de xlg’.

O Para sair da base, é escolhida a variavel x,, pois € a
que mais limita o aumento da variavel que vai entrar
na base (x,), ou seja:
X, + X, =5000 — sem limite para x,
X, + X, = 7000 —> x, =7000/1= 7000 (sai X,)
50x, +100x, + X, =800000  —> x, =800000/100=8000 (sai X.)
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Passo 4

O Determinar os novos valores das outras variaveis
basicas (x, e x;), utilizando manipulacado algébrica das
equacoes (cada variavel basica deve aparecer em uma
tinica equacao, e cada equacao deve conter somente
uma variavel basica):
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Z —90x, —120x, =0

X, + X, =5000
X, + X, =7000 <« Linha Pivo
50x, +100x, + X, =800000
Xo A
(x, =X, =0, %, =5000, x, = 7000, x, =800000,Z =0)
7000 o ‘
| N

Z —90x, +120x, = 840000
X, + X, = 5000
X, + X, = 7000

50X, —100x, + X, =100000 T 000 | xi

(X, = X, =0, X, = 7000, X, = 5000, X, =100000,Z = 840000)
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Passo 5

O Verificar se a solucao é a 6tima, verificando a equacao
correspondente a funcao objetivo a ser maximizada:

Z = 840000 + 90x, — 120X,

0O Como o valor atual de x, é zero, se esta variavel entrar
na base (aumentar seu valor) a funcao objetivo tera seu

valor aumentado.
O Repetindo-se os passos 3 e 4, obtém-se nova solucao (x,

entra na base e X5 sai): Xo A
Z — 60X4 + 18 Xg = 1020000 7000
X, +2x, —0,02x, =3000
X, + X, = 7000
X, —2X,+0,02x, = 2000

(x, = 2000, x, = 7000, x, = 3000, X, = X; =0,Z =1020000)

(
f T T I I
2000 5000 X1



O Analisando novamente a funcao objetivo:
Z =1020000+ 60X, —18X;

verifica-se que x, deve entrar na base, e pelas
equacoes das restricoes, x; deve sair, resultando:

Z + 30X, + 12x, =1110000
X, + 2%, —0,02x, =3000
X, —0,5X, +0,01x, =5500 X 4
X, + X, =5000

7000

(X3 =X = 0, X, = 5000, X, = 5500, Xy = 1500,Z = 1110000) 5500:

Solucdo
otima

T i i i
5000 X1



Analise
Z =1110000 —30x, —1,2x,

O verifica-se que qualquer aumento de x; ou x;
(valores atuais x; = x; = 0) ira reduzir o valor da
funcao objetivo, e portanto conclui-se que a
solucdo atual é a solucao 6tima, ou seja:

Z =1110000
X, = 5000
X, = 95500
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