Teoremas de Energia
Complementar



Energia de deformacao complementar
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Energia de deformacao complementar

Teoria elementar de barra plana
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Teoria elementar de barra espamal
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Exemplo 1
Calculo de energia de deformacéo
complementar
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Exemplo 2
Calculo de energia de deformacao complementar
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Energia potencial total complementar
=2 (R)+7 (R)=2 (R)-2RU

Teorema: “entre todas as solugdes equilibradas,
aquela que também é compativel torna estacionaria a energia
potencial total complementar”
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Observagéo 1: supor vinculos conjugados as cargas Rcom recalques energeticamente conjugados iguaisa U,

Observagdo 2: aliviando a notagdo, no lugar de U, usaremos simplesmente U., amenos que se refira efetivamente
arecalque de apoio, quando também denotaremos X, e ndo mais R, acorrespondente reagéo vincular



Primeiro teorema de Engesser

(por F. Engesser em 1889 - apud J.T.Oden)
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Teorema: “Se a energia de deformacéo complementar for expressa em fungao
de n esforcos independentes entre si, entao a sua derivada parcial em relacao
a um desses esforcos € igual ao deslocamento corrrespondente”



Segundo teorema de Castigliano

Teorema: “Se a energia de deformacao for expressa em funcao de n
esforcos independentes entre si, entao a sua derivada parcial em relacao a um
desses esforgos € igual ao deslocamento corrrespondente”



Aplicacoes do segundo teorema
de Castigliano

Calculo de deslocamentos em estruturas isostaticas

Analise de estruturas pelo método dos esforcos que permite escolher
entre todas as soluc6es equilibradas aquela também compativel

Calculo de deslocamentos em estruturas hiperestaticas

Nas duas aplicacdes é importante observar que os esforcos devem
ser independentes entre si. Para atender essa condicao os esforgos,
objetos de aplicacao do teorema, serao definidos sempre em uma
estrutura isostatica, a original ou uma isostatica fundamental

selecionada



Calculo de deslocamentos em estruturas isostaticas
Conceituacao por exemplo simples

Calcular o deslocamento vertical do ponto C

fu 1 ip /2 H*(P,R1)=Z/*(P,R1)+p*(R1)
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R1 Esforco correspondente ao deslocamento que se quer calcular

Teorema da energia potencial 51_1
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Segundo teorema de Castigliano =
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Calculo de deslocamentos em estruturas isostaticas
Conceituacao por exemplo simples

Calcular o deslocamento vertical do ponto C
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Meétodo dos Esforcos
Conceituacao por exemplo simples

j /2 i L/2 - H*(P,R1)=Z[*(P,R1)+)D*(R1)
I . M . .
j o o =I2E| 7 =-RU,

0

R1 = )(1 Incognita hiperestatica

Teorema da energia potencial ol
complementar total =
X,
Segundo teorema T
de Castigliano = 0 (P,X1)=O
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Metodo dos Esforcos
Conceituacao por exemplo simples
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Metodo dos Esforcos
Conceituacao por exemplo simples
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Calculo de deslocamentos - estruturas hiperestaticas
Conceituacao por exemplo simples

Calcular a rotagao do ponto C

P
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R, — esfor¢o correspondente ao deslocamento que ser quer calcular
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Calculo de deslocamentos - estruturas hiperestaticas
Conceituacao por exemplo simples

Calcular a rotagao do ponto C
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Calculo de deslocamentos - estruturas hiperestaticas
Conceituacao por exemplo simples

Calcular a rotagao do ponto C
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Observacoes sobre a aplicacao do
segundo teorema de Castigliano

n+m

M (ce.R, - R,n)=0"(ce,R, Rn+m)—kz:RkUk
=1

Y 'n4+m

T (ce, Xy, X, R+, Ry ) =& (ce, Xy, X, Ri---,Rm)—Zn:XiUi -Zm:Rjuj
i=1 j=1

oU " Equacdes reduzidas de compatibilidade,
—(c.e., X, X0, -,0) =U. — que levantam a indeterminagéo estatica
axi do problema
0 Z[* Equacbes para o calculo dos
| = (C_e_, )(1,..., )(n,o. . .,()) - deslocamentos_, correspondentes
OR, aos esforcos Rj
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Meétodo dos esforcos

« Formulacao direta das equacOes de compatibilidade,
gue envolve grandezas vetoriais - forcas e deslocamentos

« Formulacao baseada no teorema dos esforcos virtuais
gue envolve grandeza escalar - trabalho

 Formulacao baseada no teorema da energia potencial total

complementar ou no segundo teorema de Castigliano,
gue envolve grandeza escalar - energia
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