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Energia de deformação complementar 
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Energia de deformação complementar 

Teoria elementar de barra plana  
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Teoria elementar de barra espacial 
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Exemplo 1 

Cálculo de energia de deformação 

complementar 
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Exemplo 2 

Cálculo de energia de deformação complementar 
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Energia potencial total complementar 
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Teorema: “entre todas as soluções equilibradas,  

aquela que também é compatível torna estacionária a energia 

potencial total complementar” 

Observação 1: supor vínculos conjugados às cargas        com recalques energeticamente conjugados iguais a    iR ˆ
iU
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Observação 2:  aliviando a notação, no lugar de      usaremos simplesmente      , a menos que se refira efetivamente 

a recalque de apoio, quando também denotaremos        e não mais       a correspondente reação vincular  
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Primeiro teorema de Engesser 
(por F. Engesser em 1889 - apud J.T.Oden)  
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Teorema: “Se a energia de deformação complementar for expressa em função 

de n esforços independentes entre si, então a sua derivada parcial em relação 
a um desses esforços é igual ao deslocamento corrrespondente” 
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Segundo teorema de Castigliano  
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Teorema: “Se a energia de deformação for expressa em função de n 

esforços independentes entre si, então a sua derivada parcial em relação a um 
desses esforços é igual ao deslocamento corrrespondente” 
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Aplicações do segundo teorema 

de Castigliano 

•   Cálculo de deslocamentos em estruturas isostáticas 

 

•   Análise de estruturas pelo método dos esforços que permite escolher 

     entre todas as soluções equilibradas aquela também compatível 

 

•   Cálculo de deslocamentos em estruturas hiperestáticas 

 

•   Nas duas aplicações é importante observar que os esforços devem 

     ser independentes entre si. Para atender essa condição os esforços, 

     objetos de aplicação do teorema, serão definidos sempre em uma 

     estrutura isostática, a original ou uma isostática fundamental 

     selecionada  
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Cálculo de deslocamentos em estruturas isostáticas 

Conceituação por exemplo simples 
Calcular o deslocamento vertical do ponto C 
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Teorema da energia potencial 

complementar total                     

Segundo teorema de Castigliano     
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Cálculo de deslocamentos em estruturas isostáticas 

Conceituação por exemplo simples 
Calcular o deslocamento vertical do ponto C 

 
1

1

11 1

0

e

e

R

M
M

RM M R M

M M


 


   
 


*

1

1 10

e eM M
U dx

R EI R

 
 

 
U

P 1

P
2 2

/2 /2

 
* 3

1
1

1 10 0

5
,0

48

e eM M MM P
U P dx dx

R EI R EI EI

 
   

  
U



12 

Método dos Esforços 
Conceituação por exemplo simples 
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Teorema da energia potencial 

complementar total                          
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11 XR  Incógnita hiperestática 
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Método dos Esforços 
Conceituação por exemplo simples 
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Método dos Esforços 
Conceituação por exemplo simples 
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Cálculo de deslocamentos - estruturas hiperestáticas 

Conceituação por exemplo simples 
Calcular a rotação do ponto C 
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Segundo teorema de Castigliano     
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Cálculo de deslocamentos - estruturas hiperestáticas 

Conceituação por exemplo simples 
Calcular a rotação do ponto C 
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Cálculo de deslocamentos - estruturas hiperestáticas 

Conceituação por exemplo simples 
Calcular a rotação do ponto C 
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Observações  sobre a aplicação do 

segundo teorema de Castigliano 
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U Equações reduzidas de compatibilidade, 

que levantam a indeterminação estática 

do problema 
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Equações para o cálculo dos 

deslocamentos, correspondentes 

aos esforços Rj 
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Método dos esforços 

•   Formulação direta das equações de compatibilidade, 

      que envolve grandezas vetoriais - forças e deslocamentos 

 

•   Formulação baseada no teorema dos esforços virtuais 

      que envolve grandeza escalar - trabalho 

 

•   Formulação baseada no teorema da energia potencial total 

     complementar ou no segundo teorema de Castigliano, 

      que envolve grandeza escalar - energia       


