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para cada evento E no espaço amostral S ,  existe um valor P(E) chamado de 
probabilidade de E. Vamos então supor que todas as probabilidades satisfazem 
certo conjunto de axiomas, os quais, esperamos que o leitor concorde, estão de 
acordo com nossa noção intuitiva de probabilidade. 

Considere um experimento cujo espaço amostral é S. Para cada evento E 
do espaço amostral S ,  assumimos que um número P(E) seja definido e satisfaça 
os três axiomas a seguir: 

Axioma 1 

Axioma 2 

Axioma 3 
Para cada sequência de eventos mutuamente exclusivos E,, E,, ... (isto é, 
eventos para os quais E,E, = 0 quando i # j), 

00 

P U E, = C P ( E ~ )  
( i i  ) i-1 

Referimo-nos a P(E) como a probabilidade do evento E. 

Assim, o Axioma 1 diz que a probabilidade de o resultado do experimento 
ser o resultado de E é igual a algum número entre O e 1. O Axioma 2 diz, com 
probabilidade 1, que o resultado será um ponto contido no espaço amostral S. 
O Axioma 3 diz que, para qualquer sequência de eventos mutuamente exclusi- 
vos, a probabilidade de pelo menos um desses eventos ocorrer é justamente a 
soma de suas respectivas probabilidades. 

Se considerarmos a sequência de eventos E,, E,, ..., onde E, = S e Ei = 0 
00 

para i > 1, então, como os eventos são mutuamente exclusivos e S = U Ei, 
teremos, do Axioma 3, i=l 

o que implica que 

P ( 0 )  = o 
Isto é, o evento vazio tem probabilidade nula. 

Note que daí segue que, para qualquer sequência de eventos mutuamente 
exclusivos E,, E, ,..., E,, 

Capítulo 2 Axiomas da Probabilidade 45 

para cada evento E no espaço amostral S ,  existe um valor P(E) chamado de 
probabilidade de E. Vamos então supor que todas as probabilidades satisfazem 
certo conjunto de axiomas, os quais, esperamos que o leitor concorde, estão de 
acordo com nossa noção intuitiva de probabilidade. 

Considere um experimento cujo espaço amostral é S. Para cada evento E 
do espaço amostral S ,  assumimos que um número P(E) seja definido e satisfaça 
os três axiomas a seguir: 

Axioma 1 

Axioma 2 

Axioma 3 
Para cada sequência de eventos mutuamente exclusivos E,, E,, ... (isto é, 
eventos para os quais E,E, = 0 quando i # j), 

00 

P U E, = C P ( E ~ )  
( i i  ) i-1 

Referimo-nos a P(E) como a probabilidade do evento E. 

Assim, o Axioma 1 diz que a probabilidade de o resultado do experimento 
ser o resultado de E é igual a algum número entre O e 1. O Axioma 2 diz, com 
probabilidade 1, que o resultado será um ponto contido no espaço amostral S. 
O Axioma 3 diz que, para qualquer sequência de eventos mutuamente exclusi- 
vos, a probabilidade de pelo menos um desses eventos ocorrer é justamente a 
soma de suas respectivas probabilidades. 

Se considerarmos a sequência de eventos E,, E,, ..., onde E, = S e Ei = 0 
00 

para i > 1, então, como os eventos são mutuamente exclusivos e S = U Ei, 
teremos, do Axioma 3, i=l 

o que implica que 

P ( 0 )  = o 
Isto é, o evento vazio tem probabilidade nula. 

Note que daí segue que, para qualquer sequência de eventos mutuamente 
exclusivos E,, E, ,..., E,, 



Axiomas da probabilidade
Algumas proposições simples

Capítulo 2 Axiomas da Probabilidade 45 

para cada evento E no espaço amostral S ,  existe um valor P(E) chamado de 
probabilidade de E. Vamos então supor que todas as probabilidades satisfazem 
certo conjunto de axiomas, os quais, esperamos que o leitor concorde, estão de 
acordo com nossa noção intuitiva de probabilidade. 

Considere um experimento cujo espaço amostral é S. Para cada evento E 
do espaço amostral S ,  assumimos que um número P(E) seja definido e satisfaça 
os três axiomas a seguir: 

Axioma 1 

Axioma 2 

Axioma 3 
Para cada sequência de eventos mutuamente exclusivos E,, E,, ... (isto é, 
eventos para os quais E,E, = 0 quando i # j), 

00 

P U E, = C P ( E ~ )  
( i i  ) i-1 

Referimo-nos a P(E) como a probabilidade do evento E. 

Assim, o Axioma 1 diz que a probabilidade de o resultado do experimento 
ser o resultado de E é igual a algum número entre O e 1. O Axioma 2 diz, com 
probabilidade 1, que o resultado será um ponto contido no espaço amostral S. 
O Axioma 3 diz que, para qualquer sequência de eventos mutuamente exclusi- 
vos, a probabilidade de pelo menos um desses eventos ocorrer é justamente a 
soma de suas respectivas probabilidades. 

Se considerarmos a sequência de eventos E,, E,, ..., onde E, = S e Ei = 0 
00 

para i > 1, então, como os eventos são mutuamente exclusivos e S = U Ei, 
teremos, do Axioma 3, i=l 

o que implica que 

P ( 0 )  = o 
Isto é, o evento vazio tem probabilidade nula. 

Note que daí segue que, para qualquer sequência de eventos mutuamente 
exclusivos E,, E, ,..., E,, 

Capítulo 2 Axiomas da Probabilidade 45 

para cada evento E no espaço amostral S ,  existe um valor P(E) chamado de 
probabilidade de E. Vamos então supor que todas as probabilidades satisfazem 
certo conjunto de axiomas, os quais, esperamos que o leitor concorde, estão de 
acordo com nossa noção intuitiva de probabilidade. 

Considere um experimento cujo espaço amostral é S. Para cada evento E 
do espaço amostral S ,  assumimos que um número P(E) seja definido e satisfaça 
os três axiomas a seguir: 

Axioma 1 

Axioma 2 

Axioma 3 
Para cada sequência de eventos mutuamente exclusivos E,, E,, ... (isto é, 
eventos para os quais E,E, = 0 quando i # j), 

00 

P U E, = C P ( E ~ )  
( i i  ) i-1 

Referimo-nos a P(E) como a probabilidade do evento E. 

Assim, o Axioma 1 diz que a probabilidade de o resultado do experimento 
ser o resultado de E é igual a algum número entre O e 1. O Axioma 2 diz, com 
probabilidade 1, que o resultado será um ponto contido no espaço amostral S. 
O Axioma 3 diz que, para qualquer sequência de eventos mutuamente exclusi- 
vos, a probabilidade de pelo menos um desses eventos ocorrer é justamente a 
soma de suas respectivas probabilidades. 

Se considerarmos a sequência de eventos E,, E,, ..., onde E, = S e Ei = 0 
00 

para i > 1, então, como os eventos são mutuamente exclusivos e S = U Ei, 
teremos, do Axioma 3, i=l 

o que implica que 

P ( 0 )  = o 
Isto é, o evento vazio tem probabilidade nula. 

Note que daí segue que, para qualquer sequência de eventos mutuamente 
exclusivos E,, E, ,..., E,, 

Ca~í tu lo  2 Axiomas da Probabilidade 47 

2.4 A L G U M A S  PROPOSIÇÕES SIMPLES 
Nesta seção, provamos algumas proposições simples envolvendo probabilida- 
des. Primeiro notamos que, como E e E são sempre mutuamente exclusivos e 
como E U E" = S ,  temos, pelos Axiomas 2 e 3, 

ou, equivalentemente, temos a Proposição 4.1. 

Proposição 4.1. 
P(EC) = 1 - P(E)  

Colocando em palavras, a Proposição 4.1 diz que a probabilidade de um 
evento não ocorrer é igual a 1 menos a probabilidade de ele ocorrer. Por exem- 
plo, se a probabilidade de dar cara ao lançar-se uma moeda é igual a 318, então 
a probabilidade de dar coroa deve ser igual a 518. 

Nossa segunda proposição diz que, se o evento E está contido no evento F, 
então a probabilidade de E não é maior que a probabilidade de F. 

Proposição 4.2. Se E C F, então P(E) 5 P(F). 
Demonstração Como E C F, podemos expressar F como 

Portanto, como E e E F  são mutuamente exclusivos, obtemos, do Axioma 3, 

P(F) = P(E) + P(ECF) 

o que prova o resultado, já que P(EcF) 2 0. O 

A Proposição 4.2 nos diz, por exemplo, que a probabilidade de sair 1 em 
um dado é menor do que a de sair um número ímpar. 

A próxima proposição fornece a relação entre a probabilidade da união de 
dois eventos, expressa em termos das probabilidades individuais e da probabi- 
lidade de interseção dos eventos. 

Proposição 4.3. 
P(E  U F )  = P(E)  + P(F)  - P(EF) 

Demonstração Para deduzir uma fórmula para P(E U F), primeiro nota- 
mos que E U F pode ser escrito como a união dos dois eventos disjuntos E 
e E'F. Assim, do Axioma 3, obtemos 

P(E U F )  = P(E U ECF) 
= P(E)  + P(ECF) 

Além disso, como F = EF U E F ,  obtemos novamente do Axioma 3 

P(F) = P(EF) + P(ECF) 
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nos a soma das probabilidades desses eventos dois a dois, mais a soma das pro- 
babilidades desses eventos três a três, e assim por diante. 

Observaqões: 1. Para uma demonstração não indutiva da Proposição 
4.4, note primeiro que se o resultado de um espaço amostra1 não pertencer a 
nenhum dos conjuntos E,, então sua probabilidade não contribuirá de forma 
alguma para nenhum dos lados da igualdade. Agora, suponha que um resulta- 
do apareça em exatamente m dos eventos E, onde m > O. Então, corxo o r:- 

sultado aparece em U E,, sua probabilidade é contada uma vez em P (U E,);  
i \ i  / 

além disso, como esse resultado está contido em (k ) subconjuntos do tipo 
Ei, EiZ . . . Eik, sua probabilidade é contada 

( )  - ( )  + ( )  - . . .  (m) 
vezes no lado direito do sinal de igualdade da Proposição 4.4. Assim, para m > 
0, devemos mostrar que 

Entretanto, como 1 = (O ), a equação anterior é equivalente a 

5 ( 7 )  (- l l i  = o 
i=O 

e a última equação é consequência do teorema binomial, já que 

2. A equação a seguir é uma forma sucinta de se escrever a identidade da 
inclusão-exclusão: 

3. Na identidade da inclusão-exclusão, a saída de um termo resulta em um 
limite superior para a probabilidade da união, a saída de dois termos resulta em 
um limite inferior para a probabilidade, a saída de três termos resulta em um 
limite superior para a probabilidade, a saída de quatro termos resulta em um 
limite inferior, e assim por diante. Isto é, para eventos E,, ..., E,, temos 

n 

P(uY=,Ei) 5 = ( ~ i )  (4.1) 
i=l 


