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Aplicacao da analise dimensional:
* Desenvolvimento de equacoes
* Conversao entre diferentes sistemas de unidades

 Avaliacao das variaveis relevantes em um determinado
problema tedrico ou experimental

* Desenvolvimento de prototipos

e Aplicacao nao restrita a Mecanica dos Fluidos
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Exemplo: Determinacao da forca de arrasto (F,) no escoamento ao
redor de uma esfera lisa em um liquido

D

S —
V i -
—_— # [ -
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Parametros importantes:

D D =Diametro da esfera
. - l P V = velocidade de escoamento
, =T | - U = viscosidade dinamica do fluido
— == - 2 p = massa especifica do fluido
- T ' i F, = for¢a de arrasto

F.=f(D\V,up)

Como determinar f?
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12 solucao: Variacao de cada parametro, mantendo os demais
constantes

Procedimento:

* Bancada experimental montada para medigao de F,

e \Variacao de cada parametro para 10 valores diferentes
* Numero total de experimentos: 10*

 Tempo de cada experimento: 5 minutos
 Tempo total de experimentos: 5x10* minutos = 830 horas = 35

dias corridos
e (Custo alto

* Relacao entre os parametros
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22 solucao: Aplicacao da Analise Dimensional

D D =Diametro da esfera
: - l P V = velocidade de escoamento
, e | - U = viscosidade dinamica do fluido
— = - 2 p = massa especifica do fluido
- T ' i F, = for¢a de arrasto

F
Fo.rga de.arrasto N A g oVD
adimensional oV °D? 7

INumero de Reynolds
(adimensional)
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Teorema [ de Buckingham

Enunciado: Dada uma relacao entre n parametros da forma

glay qy-.--39,) =0,

entdo os n parametros podem ser agrupados em n - m razoes
independentes adimensionais, ou parametros [, que podem ser
expressos em forma funcional por:
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Teorema [ de Buckingham

G(TT 4 TT 5+---5 T 4,) =0, 0u

ﬂ 1=Gl(ﬂ 2; ﬂ 3) I ﬂ n-m) = O
O nudmero m é usualmente (mas nem sempre) igual ao numero
minimo r de dimensodes independentes necessarias para especificar as

dimensdes de todos os parametros q,; q,;.... ; q,.-

A forma de G ou G1 nao é prevista pelo teorema - determinacao
experimental

Este teorema é baseado no conceito de homogeneidade dimensional

PME 3230 - MECANICA DOS FLUIDOS I - Alberto Hernandez Neto — Analise Dimensional 8/53



Teorema [ de Buckingham

Determinacao dos grupos [T:

1. Liste os parametros envolvidos (n)

2. Selecione um conjunto de dimensdes fundamentais (primarias) —
MLt ou FLt (r)

3. Liste as dimensdes dos parametros em termos das dimensoes
primarias (matriz dimensional)

4. Selecione da lista um numero m de parametros, chamados de
repetentes, que, em conjunto, incluam todas as dimensodes
primarias. Nao selecione o parametro dependente.

5. Estabeleca equacdes dimensionais combinando os parametros
repetentes com cada um dos remanescentes (n-m) equacoes

6. Verifique se cada grupo obtido é adimensional
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Teorema [ de Buckingham

Aplicando o teorema ao problema do escoamento da esfera:

1. F,D\V,u,p—>n=5
2. UsandoM,Let—>r=3
ML M M
3. F=— D=L V=— = SrEl
t2 H Lt p L3
Matriz dimensional: F.| D |V o | M
M 11 0] O 1
m=3
L 11 1 -3 ] -1
t 21 O0|-1] 0] 1

4. UsandoD,Vep

5.
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Teorema [ de Buckingham
M, = F,DV®pf =(MLt2)(L)* (Lt ) (ML?) =ML
M]:l+c=0=>c=-1

:Lyl+a+b—3c:0

:t]:—2—b=0:>b:—2
Logo: 1+a-2-3(-1)=0=a=-2
Portanto:

Fa
11, = 2 ~2
oV D

PME 3230 - MECANICA DOS FLUIDOS | - Alberto Hernandez Neto — Analise Dimensiona 11/53



Teorema [ de Buckingham
I, = uDV°p¢ =(ML ) (L) (Lt) (ML?) =MoL
M]:l+c=0=>c=-1

:L]:—1+a+b—30:0

t]:-1-b=0=b=-1
Logo: —1+a+(-1)-3(-1)=0=a=-1

Portanto:
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Teorema [ de Buckingham
6. UsandoF Let(M=FL't?)

H — |:a — F — FOLOtO v

C VDT (FLfR) (L) (L)

FL ™t

_ _ 0y 040 v
VD (FLU?)(LtY)(L) T

Portanto:

F, 4| #
oV2D? " pVvD
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Teorema [ de Buckingham

Qualquer poténcia ou produto de adimensionais também é
adimensional

, ) VD

sznzlzp_
U

= _ 4 pVD

pVPD? T

Sendo que ¢1 é determinado experimentalmente
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Exercicio 1

Obter grupos adimensionais T[ necessarios para a determinacao
experimental da ascensao capilar h que ocorre quando um tubo de
diametro D é inserido em um liquido de densidade p e tensao
superficial o.

Ah=1(D,o,p
A ( )
o, p
Aplicando o teorema :
1. Ah,D,o,p—>n=4
2. UsandoM,Let—-> r=3
.M Y
3. Ah=L D=L G:t_z P:F
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Matriz dimensional:

Exercicio 1

Ah

0

1

0

ol—r|lo U

4. UsandoDeo

5.

n-m equacoes - 4-2=2
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Exercicio 1
M, = AhD?*p" = (L)(L)* (ML?)’ = M°L°

M]:b=0

:L]:1+a—3b:0:>a:—1

Portanto:

Quando m<r, uma das equacoes sera Linearmente Dependente
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Exercicio 1
[, = oD%%? = (Mt=2)(L)*(ML™3)? = M°L0 ¢°

[M]:1+b=0 =b=—1

IL]:a—3b=0 2a=-3

t]:—2=0 ‘ Impossivel

Portanto: Definicao de parametros incompleta
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Exercicio 1

Introduzindo um novo parametro: gravidade g

| e

Ah Ah=f(D,o,p,9)

o,

Aplicando o teorema :

1. Ah,D,o, 0, >n=5
2. UsandoM,Let—-> r=3

M M
3. Ah:L D=L Gi—z '

t
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Matriz dimensional:

Exercicio 1

Ah

D gl p| O
0 O] O 1
1 11 11-3 0
O O0|-2] 0]-2

4. UsandoD,gep —> r=3

5.
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Exercicio 1
1, = p°D°g°Ah =(ML?) (L)’ (Lt ) (L) = ML’

M]:a=0

t]:-2c=0=¢c=0

[L]:-3a+b+c+1=0=-3(0)+b+0+1=0=b=-1

Portanto:
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Exercicio 1
[, = p*D°g°c =(ML®) (L) (Lt?) (Mt ?) =M Lt
[M]:a+1=0=a=-1

[t]:-2c-2=0=c=-1
[L]:-3a+b+c=0=-3(-1)+b+0-1=0=b=-2

Logo:
o
I1. =
" pgD’
Portanto:

— ¢( gDzj Fluido estatico, tempo nao afeta o fendmeno
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Exercicio 1

6. UsandoF Let(M=FLt?)

leA—h:£:F°L°t° v
D L
_ o _ (FL_l) _[E0j0t0
e pgpt (FL*)(Lt?)(L)" "
Portanto:

sh_ (o
D "\ pgD?
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Exercicio 2

Escoamento permanente incompressivel viscoso através de um tubo
retilineo horizontal

Ap=f(pV,D,L ue)
Aplicando o teorema :

1. Ap,p,\7,D,€,,u,5—>n:7

2. UsandoM, Let—> r=3

M M - . L
t

AD= — p=—0 V =
P P
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Matriz dimensional:

4. Usandop,VeD

5.

PME 3230 - MECANICA DOS FLUIDOS | - Alberto Hernandez Neto — Anélise Dimensional

Exercicio 2

Ap| p |V | D Ll e
1| 1| 0] O 11 0
11 -3 1 1 11 1
-2 O] -1 0) 11 0

n-m equacoes - 7-3=4
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Exercicio 2
I, = App™V°D° = (MLt ?) (ML) (Lt ™) (L) = MOLY"

M]|:l+a=0=>a=-1

t]:-2-b=0=b=-2

L]:-1-3a-b+c=0=-1-3(-1)-2+c=0=c=0

Portanto:
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Exercicio 2

M, = £pV°D° = (L)(ML?)" (Lt ) (L) =ML

M]:a=0
t]:-b=0
L]:1-3a+b+c=0=1-3(0)+0+c=0=c=-1

Portanto:
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Exercicio 2
I, = up™V°D° = (ML) (ML) (Lt ) (L) =MoL
M]:1+a=0=>a=-1

t]:-1-b=0=b=-1

L]:-1-3a+b+c=0=-1-3(-1)-1+c=0=c=-1

Portanto:
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Exercicio 2

T, = 50™V° D" = (L)(ML®)" (Lt ) (L) = MLt
M]:a=0
t]:-b=0=b=0

L]:1-3a+b+c=0=1-3(0)+0+c=0=>c=-1

g
Portanto: Il, =—
D

Logo: AB = ¢ g’ nd ,‘9
oV ° D oVvD D
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Grupos adimensionais importantes

Re pVL _ Forcas de inércia

Numero de Reynolds 4 Forcas viscosas
Eu = Ap  Forcas de presséo
Numero de Euler 1 2 Forgas de inércia
EP
NG de F q Er - vV Forcas de inércia
umero de Froude JgL Forcas gravitacionais
, PV 2L Forcas de inércia
We = =
Numero de Weber o Forcas de tensao superficial
Vv Forcas de inércia
J Ma=—-=
Numero de Mach ¢ Forcas de compressibilidade
, wl Forcas de aceleracéo local
Numero de Strouhal St=——=

V  Forcas de aceleragé@o convectiva
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Correlacao de dados experimentais

a) 1 parametro TT:

[T, = C - Analise Dimensional fornece a forma especifica da
relacao.

Exemplo: particula esférica se movendo em fluido ultra-viscoso:

F,=f(dV,u)=11, = " = F, =CuVd

uVvd
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Correlacao de dados experimentais

a) 2 parametros []: grafico xy - Coeficiente de arrasto de uma
esfera lisa
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Correlacao de dados experimentais

a) 3 parametros [[: curvas de nivel - Diagrama de Moody

Moody Diagram

0.1 =y S THRR R T )
0.09 =-\i- "?’i ‘:5\:\_‘::5 et v i B a3 i : e db R A A
008 riddd----o- -’ > Transition Region |----------- T B
e e
9= b0 > : Y N ' N v
0.06 =133 T ' o bt
RN 2 N e Y ]
0.05 f—rriid--y-- o =8 0.02
[ —— 0.015 =
0.04 F-+432- -4 pess do b :
R ¢ il e -1 0.01 '-\?"
3 Lo oot =
E-, 0.03 - i = 0.005 =
é‘ Laminar Flow B - 0.002 g
2 ] ] 2
= Re o :
© 0.02 = : : 0.001 =
= . L e 10-40
& duishs Material € (mm) | o0 e
o Concrete, coanse 0.25 ‘ Z\I()—p:;
Concrete, new smooth 0.025 i -4 =
Drawn twbing 0.0025 10 ;
* | Glass.Plastic.Perspex 0.0025 i —5%
| tron, cast 0.1% Hx10~*
0.01 | Sewers,old 3.0 1 Al
Steel, mortar lined 0.1 r ’ FNTEYYY ’ bl ’ -~ ~ ’ ’ e
'] Steel, rusted 05 T T R S R AR Vo —— 10-°
| Steel. structural or forged 0,025 R ;" AAAAAA » ~ ‘4‘ AT
Witer mains, okl 10 ‘ : y Fl'i(’ti()ll Fil('.t()l' - ;;—’%AP p q ot It} P‘_ N : : ) " ')‘\:l() A
‘ g > - | Smooth Pipe S~ 10—
SR B S | S T R S —_ ___"_. PR S S i

5 (

10° 10’ 10 10° 10’ 10°
Reynolds Number, Re = :L‘d
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Modelos e semelhanca
Modelos :

Representacao de um sistema fisico (protdtipo) que pode ser
utilizado para predizer o comportamento de alguma caracteristica
do sistema. Podem ser matematicos, computacionais, fisicos, . . .

Semelhang¢a:

Caracteristica que faz com que os dados obtidos em testes com
modelos possam ser transpostos por escala e predizer

caracteristicas do protadtipo.
a) Geométrica: dimensdes (razao de escala linear, angulos e direcdes do
escoamento preservados)
b) Cinematica: velocidades no escoamento (particulas homodlogas atingem pontos
homoélogos em tempos homaélogos)
c) Dindmica: forcas aplicadas. Grupos adimensionais tém que ter o mesmo valor
no modelo e no protétipo.

Dinamica ->Cinematica—> Geométrica
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Modelos e semelhanca
Escalas

Razao entre o valor de uma grandeza no modelo e o valor da
mesma grandeza no prototipo.

Lm Vm
Comprimento: A =—" Velocidade: Ay =+
I_IO Vp
] _ Pn Vil VoL v
Massa especifica: 4, = S L el
Py ’
Exemplo: numeros de Reynolds iguais
\V, V. L V_L 1
Rem:Rep:pmmm:ppp p:>pm m m’upzljipﬂvﬂl_:l

Ha Hy Po Vo Lyt Ay
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Exercicio 3

Um experimento para predizer a forca de arrasto em um sonar de
submarino é realizado com um modelo em escala 1:5 em agua a 20°C.
Quando a velocidade do escoamento no modelo é de V., = 60km/h,
mede-se uma forga F, . = 30N. Sabendo que o protétipo navegara em
aguas a 4°C, qual sera a velocidade do protdtipo V, para que haja
semelhanca completa? Neste caso, qual sera a forca de arrasto
correspondente F_ ?

V. L
F, _ pVL Rem:Rep:%“VmLm:h\p i
,OVZLZ 7 Ha ll’lp
p(20°C)~ p(4°C)=1000kg/m? :
L, U 1 158x10‘
3 V=V, — —2 =60x~ =19km/h
,LI(ZOOC):].O kg/(mS) Lp ,le 5 1 OOX10—3 /

(4°C)=1,58x10" kg /(m.s)
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Exercicio 3
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Exercicio 4

Um hélice de 6m de didmetro desloca um barco comV =7,5m/s,
girando a 120 rpm. Para um modelo geometricamente semelhante,
escala 1:10, usado para medir a forca axial F, determine qual a
velocidade e rotagao do modelo, V., e n_, para que haja semelhanca
completa. Nessa condicao, qual a escala das forcas?

Dado: F =f(p, V,D, n; g).

Aplicando o teorema :

1. F,p,V,D,n,g—>n=06
2. UsandoM, Let—> r=3

ML M L
3. F=— =— V=— D=L n=
t? P L3 t

— |
| —

(o
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Matriz dimensional:

4. Usandop,VeD
5.

Exercicio 4

P D n|g
1 1 0 0| 1
11 -3 1 0| 1
-2 O|l-1] 0] -1]-2

n-m equacoes - 6-3=3
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Exercicio 4
M, = Fp?V°D° = (MLt ?) (ML) (Lt) (L) = MOLY"

M]|:l+a=0=>a=-1

t]:-2-b=0=b=-2

[L]:1-3a+b+c=0=1-3(-1)-2+c=0=>c=-2

Portanto:

_ F
pV?°D?

1,
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Exercicio 4
I, =np?V°D° = (t)(ML?)* (Lt ) (L) = MOLY"
M]:a=0

t]:-1-b=0=b=-1

L]:-3a+b+c=0=-3(0)-1+c=0=c=1

Portanto:
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Exercicio 4
T, = gpV°D° = (Lt 2) (ML) (Lt ) (L) = MLt
M]:a=0

t]:-2-b=0=b=-2

L]:1-3a+b+c=0=1-3(0)-2+c=0=c=1

Portanto:
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Exercicio 4
T, = gpV°D° = (Lt 2 ) (ML) (Lt ) (L) = MLt
M]:a=0

t]:-2-b=0=b=-2

L]:1-3a+b+c=0=1-3(0)-2+c=0=c=1

Portanto:
gD
H3 — V_2

F nD gD
2 2:¢ 1\ 2
oV D V V

PME 3230 - MECANICA DOS FLUIDOS | - Alberto Hernandez Neto — Analise Dimensiona 43/53



Exercicio 4

lgualando os adimensionais para semelhanca completa:

D, _ Ny Ay gD, 9b /
m — :}ﬂ, = — m p:> — /1
V_ V, T \VAVA A 7
JA
A _i:ﬂv_\/I Ay = ,1D = A ¥2 =10
° 10 10 D

V. =V, = ix7,5:2,37m/3 N, = A,n, =+10x120 = 379rpm
" P 10

F,. F

m

2[2 212
PV Dn PV Dy

L

A =222 = (A¥2) 22 = A8 =
F ﬂ'\/ D ( D ) D D 1000
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Semelhanca incompleta

A semelhanca dinamica pode requerer a duplicacao de diversos
adimensionais, o que pode nao ser possivel na pratica.

Exemplo 1: Escoamentos com superficie livre

e Gravidade (Fr) e tensao superficial (We) podem ser
importantes para a formacao de ondas.
* (Casos tipicos: navios, rios e lagos.

Arrasto em navio

Duas origens: resisténcia de onda (g) , forcas viscosas ()

C, = f(Fr,Re)
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Semelhanca incompleta

lgualando os adimensionais do modelo e do prototipo:

V
Fr, = Fr, = Vo _ Yo = A, = A" (1)
gL, 9L,
v L VL
Re, =Re, = ™ = Zp:>/10=ﬂ\//1L (2)
m p

Substituindo (1) em (2): A =44 =AY
Considerando: A ~r—=A4 =——

Nao existe liquido com v = 0,001u,,,
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Semelhanca incompleta

Solucao:

« Utilizar a hipétese: C,(Fr,Re)=C,, (Fr)+C,, (Re)

Procedimento:

1. Realiza-se o experimento com semelhanca de numero de

Froude com o prototipo
2. Mede-se o arrasto total no modelo
3. Calcula-se o arrasto viscoso no modelo com relacao derivada da

teoria da camada limite
4. Subtrai-se o arrasto viscoso calculado do arrasto total medido

para obter o arrasto de onda no modelo
5. Transpode-se por escala o arrasto de onda para o protétipo, pois:

Fr,=Fr,
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Semelhanca incompleta

6. Calcula-se o arrasto viscoso no prototipo com relacao derivada
da teoria da camada limite

7. Somam-se os arrastos viscoso e de onda no protdtipo para se
obter o arrasto total

Exemplo: rios e lagos

Pequena profundidade do modelo faz com que a tensao superficial
torne-se importante no experimento. A solucao normalmente
adotada é utilizar duas escalas de comprimento diferentes, uma
para o plano horizontal e outra para a direcao vertical.
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Escoamentos confinados

* Internos ou externos, sem superficie livre

 Dominam forcas de inércia e viscosas (Re é importante)

* Compressibilidade do fluido também é importante se Ma>0,3
Exercicio 5

Um modelo de automovel em escala 1:5 sera usado para estimar
a forca de arrasto no protétipo andando a 90 km/h. Qual deve
ser a velocidade do modelo, V_? Qual sera a escala de forgas,

Ae =Fun/Fap , nesta condicdo?

C, = f (Re) .-.RemzRep:zvz%

PME 3230 - MECANICA DOS FLUIDOS I - Alberto Hernandez Neto — Analise Dimensional 49/53



Escoamentos confinados

Se usarmos o mesmo fluido (ar): v, =v, =>4, =—

~V, =5V, = 450km/h

Nas condicdes normais de temperatura e pressao, Ma=0,3
significa V=360 km/h, portanto os efeitos de compressibilidade
Sao importantes

Solucao: para corpos aerodinamicos (sem separacao da camada
limite) ou para corpos onde a separagao € fixa, C, ndo varia
muito com Re para Re muito alto
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10

oo
0.1l

ool

Escoamentos confinados

FAat Hate

Carck

Elli s
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Escoamentos confinados

Para automoveis, o comprimento caracteristico normalmente
utilizado € o comprimento do automovel, que para carros de passeio
varia entre 3,8m e 4,3 m. Vamos considerar que o comprimento do
prototipo seja de Lp=4m. Logo:

V,L, (90/3,6)x4 :
Re, = 22 = . ~6,7x10
v 1,5x10

P
Re esta na faixa onde a camada limite é turbulenta - C, ndo varia

mais com Re

Se V=90 km/h - Re=1,3x10° - C, ndo varia mais com Re
e pode-se usar V- C, .=C,

Can=Car D> i 7= s A =-2lom_ = 004
, , F J
Re¥eln Re¥e b F., L 25
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Escoamentos confinados

Caso C,=f(Re,Ma) (compressibilidade afeta o fen6meno):

Utilizando o mesmo fluido e em condicdes de temperatura e
pressao semelhantes— impossivel igualar Re e Ma

Solucao: impor semelhanca em Ma, pois Re é alto e suficiente
para que C, ndo dependa de Re
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