2-TRANSFORMACAO DE COORDENADAS:
PARAMETROS DE REPRESENTACAO

2.1 Cossenos Diretores e a Matriz de Rotacao

Sejam dois sistemas cartesianos, um de referéncia, e outro fixo num corpo rigido,
definidos pelos sistemas (f, 7,1? Ye (n,f ,l; ), respectivamente, que sdo sistemas
ortonormais positivos. Interessa-nos exprimir as coordenadas a relacao entre os dois
sistemas de coordenadas correspondentes (Fig. 2.1), ou seja, (x,y,z) e (x5, ¥,,2p) -

y Corpo rigido

Figura 2.1. Relac@o entre 2 os sistemas “inercial” e fixo no corpo rigido.

Podemos expressar os versores do sistema fixo no corpo em fung¢do dos versores do sistema
inercial:

= cos(n, x)f +cos(n, y)j +cos(i, )k

=l

cos(t, x)f +cos(t, y)j +cos(t, z)E
b= cos(f), x)f + cos(f), y)j + COS(B, z)ﬁ

-
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Ou seja, na forma matricial, temos:

cos(i, X) cos(t, x) cos(b, x)
n=|cos(, y) |, t =| cos(t, y) eb= cos(f),y)
cos(n, z) cos(t, z) cos(b, 7)

Cada um desses vetores é¢ uma das colunas da matriz de rotac¢do, que transforma as
coordenadas medidas no sistema fixo no corpo, nas coordenadas do sistema de referéncia:



R=[i, t, b]
Ou seja,

cos(i,x) cos(t,x) cos(b,x)

R =|cos(m,y) cos(t,y) COS(B,)’)

cos(i,z) cos(t,z) cos(b,z)

Uma propriedade importante € a ortogonalidade da matriz de rotacao:

cosm,x) cos(t,x) cos(b,x) cosm,x) cosm,y) cos(m,z)
RR! = cos(m, y) cos(f,y) cos(B, y) cos(t, x) cos(f,y) cos(t, z)
cos@,z) cos(t,z) cos(B,z) cos(B,x) cos(B,y) cos(B,z)
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Esse resultado nos mostra que, apesar de 9 pardmetros serem usados para relacionar os 2
sistemas de coordenadas, a ortogonalidade da matriz de rotacdo implica em 6 relagdes

necessérias entre os versores (i, j,k) ou (7i,f,b), correspondente aos produtos escalares
entre os mesmos. Isto sugere que somente 3 parametros independentes poderiam ser
suficientes para definir a matriz de rotagdo, o que é uma das motivagdes para as outras

representacdes de transformacdo entre sistemas de coordenadas apresentadas nas préximas
secoes.

Sendo conhecida a velocidade angular do corpo rigido em relac@o ao sistema de referéncia,
a varia¢do da matriz de cossenos diretores com o tempo pode ser facilmente calculada. Para
justificar tal afirmacdo, basta considerar a derivada de um vetor arbitrario, que, de antemao
impomos que seja constante:

X '= RX
X 'éconstante = X'=0= RX+RX =0

Por outro lado, um resultado conhecido da mecanica, o qual relaciona a derivada absoluta
de um vetor com a sua variagdo num sistema movel, implica em:



—d; X +QxX=0=> X =-QxX
t

Onde, Q representa o vetor velocidade angular do referencial mével (velocidade angular
de “arrastamento’) expresso no sistema solidério ao corpo rigido:

Q=w,i+w,j+o,k
Das 2 relagdes anteriores, temos:
RX —ROxX =0= RX = RQX

Note que, na dltima passagem, para representar o produto vetorial do vetor velocidade
angular por outro vetor qualquer, definimos € na forma matricial:

0 -, @,,
Q=| o, 0 -,
— Dy @ 0

Como o vetor “X” € arbitrario, chegamos ao resultado:
R =RQ
2.2- Angulos de Euler

Na representagdo utilizando os cossenos diretores, as 6 equacdes origindrias das condicoes
de ortonormalidade, nos dizem que os 9 elementos da matriz de rotacdo ndo sao
independentes. A utilizacdo dos 3 angulos de Euler, que também podem servir como
coordenadas generalizadas na formulagcdo Lagrangeana, fornece a representacdo minima.

Uma determinada configuracdo de eixos cartesianos pode ser obtida a partir de uma
seqiiencia de 3 rotagdes aplicada na configuracdo original. Cada rotagcdo € realizada em
torno de um dos eixos do sistema cartesiano. Duas rotacdes seguidas ndo podem ser
realizadas em torno do mesmo eixo. Com esta limitacdo, temos 12 possibilidades para a
seqiiéncia de rotacdes: “xyx”, “xzx”, “xyz”, “xzy”’, “yxy’, “yxz”, “yzy’, “yzx”, “zxz”,
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“zxy”, “zyx”, “zyz”.

Escolheremos uma dessas seqiiéncias para construir a matriz de rotagdo, “zyx”. Esta é
utilizada na aerondutica, onde os angulos de Euler definem os movimentos de “Yaw”,
“Pitch” e “Roll”. Consideramos positivas as rotagdes no sentido anti-horario.

Partindo-se do sistema X, Y, Z, fixo na terra, e orientado conforme a figura 1, o sistema
movel realiza a seqiiéncia:



X
Figura 2.2. Sistema de Referéncia, fixo na terra (considerado inercial).

1) Rotagdoemtornode “Z”:X,Y,Z =x’,y’,z" (=2)
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Figura 2.3 Movimento de “Yaw”.

2) Rotagdoemtornodey’: x’,y’,z’ = x7,y’ (=y), z”.
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Figura 2.4. Movimento de “Pitch”.
3) Rotacdo emtornode x”: x7,y”, 2" =X (=Xx7),Y, Z.
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Figura 2.5. Movimento de “Roll”.



As relagdes entre os sistemas de coordenada sucessivos, expostas nas figuras 2, 3 e 4, na
forma matricial ficam:

(x| [cosy seny O X

y' |=|—-seny cosy 0 Y |;

K4 0 0 1)z

[x”] [cos® 0 —sen6® x| [x 1 0 0 x”
y'i=| 0 1 0 Y Il y|=| 0 cos¢g seng y”
K sen@ 0 cosf | 7'| |z 0 —seng cos¢ |z~

Utilizando a composi¢do de rotacdes, a matriz de rotagdo que relaciona o sistema original e
o atual fica:

X

x" px p0 0
Y|=R; R.R, =R,
Z

N <
N O~

em termos dos angulos de Euler, a matriz final de rotacdo, que é obtida pela multiplicagdo
das anteriores. Ou seja, relagdo entre as coordenadas do sistema original (fixo) e o sistema
de coordenadas soliddrio ao corpo rigido (mével) resulta do produto entre as matrizes na
ordem correspondente a seqiiéncia de rotagdes definidas acima:

X cosy cos @ senly cos @ —sen@ X
y|=|(cosysenbOseng— seny cos@ ) (cosycos@+ sen@gsenysent ) cosseng | Y
Z (senWsen@ + cosysenBcos P) ( seny sen cosp—sen@cosy ) cos¢cos | Z

Note que esta, sendo a matriz de rotacdo, possui a propriedade de ortogonalidade
demonstrada anteriormente, o que facilita o cdlculo de sua inversa. Uma vez conhecida a
matriz de rotagdo num instante qualquer, sua evolucdo no tempo pode ser determinada
conhecendo-se a velocidade angular do referencial mével.

As derivadas dos angulos de Euler sao representadas nos diagramas anteriores , através dos

vetores ¥,0¢ & . Podemos determinar estes vetores a cada instante, a partir dos valores da
velocidade de arrastamento do referencial mével expressa nos eixos deste mesmo
referencial. Ou seja, suponha conhecidos (através de sensores inerciais, por exemplo) os
valores de o,,w, € @, que sdo as componentes da velocidade angular do referencial



movel nos eixos x, y e z deste mesmo referencial. As relacdes entre estas e as derivadas dos
angulos de Euler podem ser deduzidas a partir das figuras 2.3, 2.4 e 2.5, onde os vetores

¥,0e & sdo representados. Podemos escrever, portanto:

@y, =D—Wsend
o, = O cos ¢+ cos Oseng

W, = —Oseng+W cos 6 cos ¢

Isolando-se ¥,0¢ &, e colocando na forma matricial , temos:

P 1 sengtgf cosgtgd w
0 |=|0 cos¢ -seng @,
¥| |0 sengsecd cosgsect | @,

X

Integrando-se estas relacdes, podemos determinar a evolugao dos angulos de Euler com o
tempo, e assim determinar a evolugdo da atitude do corpo rigido.



