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Andlise Combinatéria

Permuta¢des e combinagdes

O nuimero de modos de ordenar n objetos distintos é

n(n—1)(n—2)---1=n!
Exemplo. Quantos sdo os anagramas da palavra PEPPER?
Solucdo. Seja N o niimero de anagramas, entdo 6! = N * 312111
PEPPER (P1E1P2PsEsR, PoE1PiP3EXR, . ..)
REPPEP (RE1P1P2EyP3, RE;P1P2E1P3, .. )

Portanto,
6!

312111




Andlise Combinatéria

Permuta¢des e combinagdes

Em geral, existem
nl

ni'no! ... n!

permutacoes de n objetos em que nj objetos sdo iguais, ny objetos
sdo iguais, ... n, objetos sdo iguais, onde ny + ny + ...+ n, = n.

Combinagoes. Quantos subconjuntos de 3 elementos possui o
conjunto {1,2,3,4,5}7

Solugdo. Seja N o nimero de subconjuntos de 3 elementos do
conjunto {1,2,3,4,5}. Existem 5 -4 -3 vetores (x,y,z) de 3
componentes diferentes que pertencem ao conjunto {1,2,3,4,5}.
Esses vetores podem ser listados e agrupados como segue:

{1,2,3} = {(1,2,3),(2,1,3),...}
{2,4,5} = {(2,4,5),(4,2,5),...}



Andlise Combinatéria

Permuta¢des e combinagdes

Como N é o ndmero de subconjuntos de 3 elementos do conjunto
{1,2,3,4,5}, temos: N-3!=5-4.3.

Logo,

y_5:43_ 54321 5
-3 2.1.31 (5-3)3!

De forma geral, o nimero de subconjuntos de r elementos de um
conjunto de n elementos é

(fr') _ (n_”_'r)m onde 0<r<n (1)J

sendo 0! = 1. Se ndo valer 0 < r < n, entdo ('r’) =0.




Andlise Combinatéria

Permuta¢des e combinagdes

Exemplo. Quantas sequéncias de r Os e n 1s existem em que dois
Os n3o estejam justapostos?

Solucdo. Considere uma sequéncia de n 1s. Existem n+ 1 posicGes
que poderdo ser ocupadas por no maximo um 0 cada.

‘1 n+1

A cada escolha de r posi¢cdes (entre n+ 1 possiveis) corresponde

uma sequéncia de r Os e n 1s em que dois Os n3o estdo
justapostos. Portanto, a resposta é

o

Note que ("t!) =0ser>n+1.



Andlise Combinatéria

Permuta¢des e combinagdes

A seguinte igualdade é util:

()=(22) () e necz o)

Demonstragdo de (2). Considere o conjunto A= {1,2,...,n}. Ha
(':j) subconjuntos de A de r elementos contendo o niimero 1
(pois cada subconjunto é formado selecionando-se r — 1 dos n — 1
elementos restantes). Além disso, ha (" %) subconjuntos de A de r
elementos que n3o contém o nimero 1. Como ha um total de (’r')
subconjuntos de A de r elementos, tem-se como resultado a

Equacdo (2). O




Andlise Combinatéria

Permuta¢des e combinagdes

Coeficientes multinomiais. Se ny +no+...+n.=n, n; € N,
definimos

n n!
( ) = il I (3)
ny,np,...,Np niinot---nNg:

Assim, ( " ) € o nimero de divisGes possiveis de n objetos
ny,n2,...,nr

diferentes em r caixas distintas, onde a caixa 1 possui n; objetos, a
caixa 2 possui np objetos, e assim por diante.

X11, X125 - -+ 3 X1ny | X21, X225 - - -, X2n»

‘Xr17Xr2a---7Xrn,

Demonstrac3o. Note que

n
n!z( )-nl!n2!~--n,! O
ny,np,...,N,



Andlise Combinatéria

Ndmero de solugGes inteiras de equacgoes

Proposicao

Existem (’r’j) vetores distintos com valores inteiros positivos

(x1,x2,...,Xn) satisfazendo a equacdo

x1+x+...x=n (xi>1) (4)

Demonstracdo. Imagine que tenhamos n objetos idénticos
alinhados e que queiramos dividi-los em r grupos nao vazios. Para
fazer isso, podemos selecionar r — 1 espacos dos n — 1 espacos
entre objetos adjacentes como pontos divisérios (veja figura
abaixo). Por exemplo, se tivermos n =8 e r = 3, e escolhemos os
dois divisores de forma a obter

000 | 000 ‘ 00

ent3o o vetor resultante é x; = 3, xo = 3, x3 = 2. Como ha (’r':})
selecdes possiveis, temos o mesmo nimero de solugdes de (4). O



Andlise Combinatéria

Ndmero de solugGes inteiras de equacgoes

Proposicao

Existem (”t_Rl_ 1) vetores distintos com valores inteiros nio

negativos (xi, X2, . . ., Xp) satisfazendo a equacdo

xi+x+...x,=n (x;>0) (5)

Demonstragdo. Note que o niimero de solugdes ndo negativas (em
vez de positivas) de x; + x +...x, = n é igual ao ndmero de
solugBes positivas de y; + y2 + ...y, = n+ r (o que se vé ao fazer
Vi = Xx; + 1) O

Exercicios
S. Ross (2010), p. 32-33: 1.11, 1.12, 1.21, 1.31, 1.32. J




