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Análise Combinatória
Permutações e combinações

O número de modos de ordenar n objetos distintos é

n(n − 1)(n − 2) · · · 1 = n!

Exemplo. Quantos são os anagramas da palavra PEPPER?

Solução. Seja N o número de anagramas, então 6! = N ∗ 3!2!1!

PEPPER (P1E1P2P3E2R, P2E1P1P3E2R, . . . )

REPPEP (RE1P1P2E2P3, RE2P1P2E1P3, . . . )
. . .

Portanto,

N =
6!

3!2!1!
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Permutações e combinações

Em geral, existem

N =
n!

n1!n2! . . . nr !

permutações de n objetos em que n1 objetos são iguais, n2 objetos
são iguais, . . . nr objetos são iguais, onde n1 + n2 + . . . + nr = n.

Combinações. Quantos subconjuntos de 3 elementos possui o
conjunto {1, 2, 3, 4, 5}?

Solução. Seja N o número de subconjuntos de 3 elementos do
conjunto {1, 2, 3, 4, 5}. Existem 5 · 4 · 3 vetores (x , y , z) de 3
componentes diferentes que pertencem ao conjunto {1, 2, 3, 4, 5}.
Esses vetores podem ser listados e agrupados como segue:

{1, 2, 3} ⇒ {(1, 2, 3), (2, 1, 3), . . .}
{2, 4, 5} ⇒ {(2, 4, 5), (4, 2, 5), . . .}
. . .
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Como N é o número de subconjuntos de 3 elementos do conjunto
{1, 2, 3, 4, 5}, temos: N · 3! = 5 · 4 · 3.

Logo,

N =
5 · 4 · 3

3!
=

5 · 4 · 3 · 2 · 1
2 · 1· 3!

=
5!

(5− 3)!3!

De forma geral, o número de subconjuntos de r elementos de um
conjunto de n elementos é(

n

r

)
=

n!

(n − r)!r !
, onde 0 ≤ r ≤ n (1)

sendo 0! = 1. Se não valer 0 ≤ r ≤ n, então
(n
r

)
= 0.



Análise Combinatória
Permutações e combinações

Exemplo. Quantas sequências de r 0s e n 1s existem em que dois
0s não estejam justapostos?

Solução. Considere uma sequência de n 1s. Existem n + 1 posições
que poderão ser ocupadas por no máximo um 0 cada.∣∣∣

1
1

∣∣∣
2

1
∣∣∣
3
. . . . . .

∣∣∣
n

1
∣∣∣
n+1

A cada escolha de r posições (entre n + 1 posśıveis) corresponde
uma sequência de r 0s e n 1s em que dois 0s não estão
justapostos. Portanto, a resposta é(

n + 1

r

)
Note que

(n+1
r

)
= 0 se r > n + 1.
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A seguinte igualdade é útil:(
n

r

)
=

(
n − 1

r − 1

)
+

(
n − 1

r

)
, onde n, r ∈ Z (2)

Demonstração de (2). Considere o conjunto A = {1, 2, . . . , n}. Há(n−1
r−1

)
subconjuntos de A de r elementos contendo o número 1

(pois cada subconjunto é formado selecionando-se r − 1 dos n − 1
elementos restantes). Além disso, há

(n−1
r

)
subconjuntos de A de r

elementos que não contêm o número 1. Como há um total de
(n
r

)
subconjuntos de A de r elementos, tem-se como resultado a
Equação (2). �
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Coeficientes multinomiais. Se n1 + n2 + . . . + nr = n, ni ∈ N,
definimos (

n

n1, n2, . . . , nr

)
=

n!

n1!n2! · · · nr !
(3)

Assim,
( n
n1,n2,...,nr

)
é o número de divisões posśıveis de n objetos

diferentes em r caixas distintas, onde a caixa 1 possui n1 objetos, a
caixa 2 possui n2 objetos, e assim por diante.

x11, x12, . . . , x1n1

∣∣∣ x21, x22, . . . , x2n2 ∣∣∣ . . . ∣∣∣ xr1, xr2, . . . , xrnr ∣∣∣
Demonstração. Note que

n! =

(
n

n1, n2, . . . , nr

)
· n1!n2! · · · nr ! �



Análise Combinatória
Número de soluções inteiras de equações

Proposição

Existem
(n−1
r−1

)
vetores distintos com valores inteiros positivos

(x1, x2, . . . , xn) satisfazendo a equação

x1 + x2 + . . . xr = n (xi ≥ 1) (4)

Demonstração. Imagine que tenhamos n objetos idênticos
alinhados e que queiramos dividi-los em r grupos não vazios. Para
fazer isso, podemos selecionar r − 1 espaços dos n − 1 espaços
entre objetos adjacentes como pontos divisórios (veja figura
abaixo). Por exemplo, se tivermos n = 8 e r = 3, e escolhemos os
dois divisores de forma a obter

ooo
∣∣ooo∣∣oo

então o vetor resultante é x1 = 3, x2 = 3, x3 = 2. Como há
(n−1
r−1

)
seleções posśıveis, temos o mesmo número de soluções de (4). �
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Proposição

Existem
(n+R−1

r−1

)
vetores distintos com valores inteiros não

negativos (x1, x2, . . . , xn) satisfazendo a equação

x1 + x2 + . . . xr = n (xi ≥ 0) (5)

Demonstração. Note que o número de soluções não negativas (em
vez de positivas) de x1 + x2 + . . . xr = n é igual ao número de
soluções positivas de y1 + y2 + . . . yr = n + r (o que se vê ao fazer
yi = xi + 1). �

Exerćıcios

S. Ross (2010), p. 32-33: 1.11, 1.12, 1.21, 1.31, 1.32.


