CAPITULO 1 - REVISAO DE TOPICOS DE
CALCULO - DERIVADAS

1.1 Os problemas basicos do célculo

Quase todas as ideias e aplicaces do calculo giram em torno de dois problemas
geométricos faceis de serem entendidos. Ambos se referem ao grafico de uma funcgéo
y =f (x). Assumiremos, para simplificar, que esse grafico esta inteiramente acima do

eixo X, como na Figura 1.1.

y=f(x)
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Figura 1.1 - Problemas basicos do calculo

Os dois problemas sao:
(1) o calculo das tangentes, € o problema basico do calculo diferencial, isto €, calcular o
coeficiente angular da reta tangente ao grafico num ponto dado P ;
(2) o célculo das areas, € o problema basico do calculo integral, isto é, calcular a area
debaixo do gréfico, entre os pontos x=a e x=h.
Tudo que se faz no célculo esta sempre relacionado com esses dois problemas,

as ideias e as técnicas para resolvé-los e as aplica¢6es originadas deles.



A primeira vista, estes problemas podem parecer de alcance bem limitado. O que
é surpreendente é constatar que eles tém muitas aplicaces profundas e de longo alcance

em muitas ciéncias.

1.2 O problema da tangente

Antes de calcular o coeficiente angular de uma reta tangente, devemos primeiro
entender o que € uma reta tangente. E isto ndo € tdo facil quanto parece.

No caso de uma circunferéncia ndo ha dificuldade. Uma tangente a uma
circunferéncia (Figura 1.2) é uma reta que intercepta a circunferéncia em apenas um
ponto, chamado o ponto de tangéncia; as retas ndo-tangentes ou interceptam a

circunferéncia em dois pontos ou ndo a interceptam.

Figura 1.2 - Tangente a uma circunferéncia

Essa situacdo reflete a ideia intuitiva que temos de tangente a uma curva num
dado ponto como sendo uma reta que “toca” a curva naquele ponto. Ela sugere também
a possibilidade de definir uma tangente a uma curva com uma reta que intercepta a
curva em apenas um ponto. Esta definicdo ndo € satisfatoria para curvas em geral.
Considere a curva mostrada na Figura 1.3. Ela tem uma tangente perfeitamente aceitavel
no ponto P, que esta definicdo rejeitaria; a reta acima, obviamente ndo tangente, é que

seria aceita.

Figura 1.3 - Tangente a uma curva



O conceito correto de tangente originou-se com Fermat, em 1630. Este conceito
ndo é s6 um razoavel enunciado sobre a natureza geométrica das tangentes, mas é
também a chave de um processo pratico para a construcao de tangentes.
Resumidamente, a ideia de Fermat é a seguinte:
- considere uma curva y = f (x) e P um dado ponto fixo sobre essa curva (Figura 1.4).
- considere Q um segundo ponto préximo de P sobre a curva e trace a reta secante PQ.
- a reta tangente em P pode agora ser vista como a posicdo limite da secante variavel
quando Q desliza ao longo da curva em direcéo a P.

_.-~’secante

><V

Figura 1.4 - A idéia de Fermat

Com essa idéia qualitativa, é possivel ter-se um método quantitativo para o
calculo do coeficiente angular exato da tangente em termos da fungéo f (x). Essa idéia
de tangente é uma das trés ou quatro idéias mais fecundas que um matematico ja possa
ter concebido. Sem ela, ndo haveria o conceito de velocidade, de aceleracdo e de forca
em Fisica, nem dindmica ou astronomia newtoniana, nem certamente teriamos a

modernidade da Engenharia e Tecnologia.



1.3 Calculo do coeficiente angular da tangente (inclinagéo)

Seja P = (Xo, Yo) um ponto arbitrario fixado sobre a parabola y = x?, como
mostrado na Figura 1.5. Nosso objetivo é calcular o coeficiente angular da tangente a
essa parabola no ponto dado P. Para iniciar o processo, escolnemos um segundo ponto

proximo Q = (Xi1, y1) sobre a curva.

, secante
/

y =f(x)=x’
Y1

Yot

tangente pd

Figura 1.5 - Coeficiente angular da tangente

A seguir, tracamos a reta secante PQ determinada por estes dois pontos. O

coeficiente angular dessa secante é evidentemente (equacao 1.1):

m,, = Coeficient angular PQ= Y1 Yo 1.1
Xy =X



Agora, a etapa crucial: fagamos xi se aproximar de Xo, de modo que o0 ponto
varigvel Q se aproxime do ponto P, deslizando ao longo da curva. Quando acontece
IS0, a secante muda de direcdo e se aproxima da tangente em P em sua posi¢éo limite.
E intuitivo que o coeficiente angular m da tangente é o valor limite aproximado pelo
coeficiente angular msec da secante. Isto poderia ser escrito simbolicamente de forma
concisa e mais adequada (equacdo 1.2). A abreviagdo “lim”, com “x1 — Xo”, l1é-se “o

limite, quando X: tende a xo, de...”:

m=limm, = lim 22~ 1.2
Q—P X —>Xg Xl_XO

N&o podemos calcular o valor limite m em (1.2) colocando simplesmente

X1 = Xo, porque isto daria um resultado sem significado:

Yi=Y _0

X=X 0

Devemos pensar que x1 chega perto de Xo, mas permanece distinto dele. No
entanto, quando isto acontece, ambos yi1 —Yyo € X1 — Xo tornam-se arbitrariamente
pequenos e ndo é de todo claro que valor limite esse quociente se aproxima.

O modo de sair dessa dificuldade é usar a equacdo da curva. Como P e Q estdo

sobre a curva temos yo=Xo? e yi1=xi? e, assim tem-se (equagdo 1.3):

2 2
- X; —X

msec — yl yO — 1 0 13
X =X X =Xy

Sonde OO (%) e

sec XKXO

e a equacdo 1.2 torna-se m= Iimu: lim(x, +x,)

X —>Xg Xl —_ XO X —>Xg



Agora fica facil entender o que acontece. Quando x; fica cada vez mais
proximo de Xo, X1 + Xo fica cada vez mais proximo de Xo+ Xo =2 Xo. AsSim 2 Xo € 0

coeficiente angular da tangente a curva y = x*> (equagéo 1.4).

m = 2Xx, 1.4

e Exemplo1l.1

Os pontos (1, 1) e (—%%) estdo na parabola y = x* (Figura 1.6.).

Pela equacédo 1.4, os coeficientes angulares das tangentes nesses pontos séo m =
2 e m=-1. Usando a forma ponto-coeficiente angular da equagdo de uma reta, nossas

duas retas tém as equacdes:

y 1
-1 T
Y=o 2 e —i’ =-1
X= X+
y =%
De maneira exatamente igual, 0 =2x, éaequagdo da reta tangente em um
X—X,

ponto genérico (o, Xo%) sobre a curva.
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Figura 1.6 - Tangente a um ponto genérico



Vamos introduzir agora a chamada notagéo delta (notacdo A). O procedimento
acima descrito comeca variando a variavel independente x de um primeiro valor Xo para
um segundo valor xi:. A notacdo padrdo para a quantidade de tal variacdo € Ax (leia-se

delta x), de modo que (equacdo 1.5):

AX =X —X, 1.5

é a variagdo em x ao se passar do primeiro valor para o segundo. Podemos também
considerar o segundo valor como sendo obtido do primeiro, acrescentando-se a

mudanca (equacéao 1.6):

X, = X, +AX 1.6

E importante compreender que Ax é um incremento de x. Um incremento Ax
pode ser negativo ou positivo.
Assim, se Xo=1¢e x1=3,
entdo Ax=3-1=2,;
ese xo=1¢e x1=-2,

entdio Ax=-2-1=-3.

Em vista das equacbes 1.5 e 1.6 a equacdo 1.3 para o coeficiente angular da

secante, pode ser escrita na forma da equacéo 1.7:

m :Xf—Xg :(XO+AX)2_X§ 1.7
sec X, — X, AX

Expandindo o primeiro termo do numerador e simplificando o resultado, tem-se:

(Xo +AX)? = X = X + 2%, AX + (AX)* — XZ = 2X,AX + (AX)? = AX(2X, + AX)

assim, a equacdo 1.7 torna-se: Mg, =% = 2X, + AX



Se inserirmos isto na equacdo 1.2 e utilizarmos o fato de que X1 — Xo €

equivalente a Ax — 0, temos como antes:

m= Alenlo(2x0 + AX) =2X, ,

Assim, quando Ax fica cada vez mais perto de zero, 2 Xo + Ax fica cada vez

mais proximo de 2 Xo.

O segundo método, usando a notacdo A, depende da expansdo do quadrado (Xo +
AX)?> enquanto o primeiro depende da fatoracio da expressdo xi2—Xxo> Nesse caso
particular nenhum dos dois métodos é mais arduo que o outro. No entanto, em geral,
expandir € mais facil que fatorar, e por essa razdo adotamos o metodo de incrementos
como nosso procedimento padréo.

O célculo que acabamos de realizar para a pardbola y = x*> pode ser, em

principio, generalizado para o grafico de qualquer fungdo y =f (x), (Figura 1.7).

y 1 y=f(x)

f (% +A%) = f(x)
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Figura 1.7 - Incremento numa funcéo qualquer



Primeiro, calculamos o coeficiente angular da secante que passa pelos pontos P e

Q, correspondentes a Xo € Xo + AX,

B f (X, +AX)— f(X,)
sec AX "

Depois, calculamos o limite de msc quando Ax tende a zero, obtendo um
ndmero m que interpretamos geometricamente como sendo o coeficiente angular da

tangente a curva no ponto P :

m< lim f (X, +AX)— f(X,)
Ax—0 AX

O valor desse limite € usualmente denominado pelo simbolo f’(xo), que se Ié “flinha de
Xo”, enfatizando sua dependéncia do ponto Xo e da fungéo f (x). Assim por definicdo,

temos (equacéo 1.8):

f (X, +Ax)— f(x,)
AX

1.8

Fu)= i

Nessa notacéo, o resultado do célculo dado acima pode ser expresso como se segue:

se f(x)=x> entdo f'(x,)=2X%,



e Exemplo 1.2
Calcular f’(xo) se f(x)=2x?-3x
Solucéo:

Para essa funcdo, o numerador do quociente na equacdo 1.8, é:

(% +80) = £ (%) =[2(% +A%) =3(%, +Ax)]-[2%," ~3%,]
= 2XZ + 4X,AX + 2(AX)? — 3%, — 3AX — 2X; +3X,
= 4X,AX + 2(AX)® —3AX

= AX(4X, +2AX—-3) .

£'(x.) = lim f(Xg +A%)— f(Xy) _
0 Ax—0 AX

£ (x )_\A*(ixo+2Ax—3) 3
v % -

f'(%,) = AIinDO(4x0 + 2AX—3)

f'(x,) = 4%, -3




e Exemplo 1.3

Dada a funcéo y=1, calcular o coeficiente angular da tg no ponto (Xo, Yo) por:
X

a) fatoracédo
b) notacdo A

c) achar a equacdo da reta tg para xo = 2.

Solucéo:

a) por fatoracéo

(1 1J
m= |imu: Iim& —
X —>Xo Xl_XO X1 —=>Xg Xl_XO
[xo—xlj
m= lim \VhaX ) lim XX _
W% X =X Wk X X (X =X, )
m= lim — %) lim —*  —
X1 —>Xo _Xl'XO\éx\_XO) X1 —>Xo ZXI.XO
XO
1
m= - =




b) por notacéo

m lim f (X, +Ax)— (X,)
Ax—0 AX

=%, — AX - N
) Xo \Xo + AX ) Xy \Xo + AX
m=1Iim = lim
AX—0 AX Ax—0 \AK
- -1
m = Il = 2 =
AX—0 X0 (XO + AX) X0 + X X
0
me _ L
X

C) equacao da reta para xo = 2




EXERCICIOS PROPOSTOS - LISTA 1A

1- Use a aproximacao da secante para calcular a inclinagdo do gréfico num ponto Xxo,
sendo dados:

a) f(x) = x? - 4x -5

b) f(x) = x2 — 2x+1

c) f(x) = 2x% +1

d) f(x) =x*—4

Respostas: a) 2Xo - 4; b) 2Xo - 2; C) 4%o.d) 2%o

2- Ache a equacéo da tangente & parabola y = x
a) No ponto (-2,4)

b) No ponto em que o coeficiente angular € 8

c) Se a tangente corta 0 eixo x no ponto 2
Respostas: a) y=-4x - 4; b) 8x—16;c)y =4x -4

3) Esboce o gréfico de y = x — x? sobre o intervalo -2 < x <3

a) Use o método dos incrementos para calcular o coeficiente angular da reta tangente
num ponto arbitrério (Xo, yo) da curva.

b) Quais sdo os coeficientes angulares das retas tangentes nos pontos (-1,-2); (0,0); (1,0)
2 (2,-2) sobre a curva? Use esses coeficientes angulares para desenhar as tangentes
nesses pontos em seu grafico.

¢) Em que ponto sobre a curva a tangente é horizontal ?

Respostas: @) m= 1 — 2xo; b) para o ponto (-1,-2) m = 3; para o ponto (0,0) m = 1;

para o ponto (1,0) m = -1; para o ponto (2,-2) m=-3;c) ponto (%2, ¥4)



4) Mostre que a tangente da curva y = 1 passando pelos pontos de coordenadas (x,y),
X

S 1 . TR
tem uma inclinagdo — —;. Usando este resultado, determine a inclinagdo da curva em
X

cada um dos seguintes pontos:

Respostas: a) — L ;b)-1;¢) -4.d) _1
25 9



1.4 A derivada

1.4.1 Definigdo

Dada uma funcdo f (x) qualquer, sua derivada 7’(x) é a nova funcédo cujo valor
num ponto x é definida pela equacao 1.9:

£1(x) = lim f(x+Ax)— f(x)

Ax—0 AX

1.9

Ao calcularmos esse limite, x é mantido fixo enquanto Ax varia e tende a zero. O limite
indicado pode existir para alguns valores de x e deixa de existir para outros. Se o limite
existe para x = a, entdo a funcdo se diz derivavel (ou diferenciavel) em a. Uma
funcdo derivavel (ou diferenciavel) é aquela que ¢ derivavel em cada ponto do seu

dominio.

A derivada f’(x) pode ser visualizada da maneira sugerida pela Figura 1.8., na
qual f(x) € a altura variavel de um ponto P se movendo ao longo da curvae f'(x) éa

declividade variavel da reta tangente em P.

y)\

_.~""Declive= f'(x)
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Figura 1.8 - Derivada f” (x) numa curva qualquer



A definicdo acima de derivada ndo depende, de maneira nenhuma, de ideias
geométricas. O que pensamos a cerca da Figura 1.8. constitui uma interpretacdo
geométrica e mesmo que possa ser importante como auxiliar para a compreensdo, ndo é
parte essencial do conceito de derivada. Nas se¢des seguintes encontraremos outras
interpretag0es de derivadas que ndo tem a ver com geometria. Devemos estar
preparados para considerar f’(x) puramente como uma fungéo e reconhecer que ela tem

diversas interpretagdes.

Exemplo 1.4

1
Determine f°(x) se f(x) = ;

Solucéo

e Passo 1. Escreva a diferenca f (x + Ax) —f (x) para a funcdo dada

f(X+AX)— f(x) =

X+AX X

X—(X+Ax) _ X
X(X+AX)  X(X+AX)

f(xAx) — f(X) =

e Passo 2. Dividir Ax para formar o quociente das diferencas

W

fx+A) - f(x)  x(x+Ax) 1
AX - MY - X(X + AX)

e Passo 3. Célculo do limite do quociente das diferencas quando Ax — 0.

1 1
f'(xX) = lim———— =
) hoald X(X + AX) x?




VVamos considerar resumidamente o que o resultado deste exemplo no diz acerca

do gréfico da funcdo y =f(x) = i.
X

Primeiro, 1(x) = —iz é evidentemente negativo para todo x = 0 e, como
X

este é o coeficiente angular da tangente, todas as retas tangentes apontam a direita, para
baixo.

Quando x esta proximo de zero, f’(x) é muito grande, o que significa que essas
retas tangentes sdo bem inclinadas; e quando x é grande, f’(x) € pequeno, e assim essas

retas sdo quase horizontais (veja Figura 1.9.). Como se observa, no ponto (2%) a

inclinacdo da reta tangente € f'(2) = — %—

f'(2) = -

Nl

(2,1/12)

X v

2

Figura 1.9 - Resultados do exemplo 1.3 para funcdo y=f (x) = i
X



1.4.2 Notagdo

Diversas notacdes para as derivadas sdo de uso comum. A derivada de uma
funcdo f (x) foi denotada acima por f’(x). Essa notacdao tem o mérito de enfatizar que a
derivada de f (x) é uma outra funcdo de x que esté associada de certa maneira com a
funcdo dada. Se nossa funcdo é dada na forma y = f (x), com a variavel dependente

explicita, entdo o simbolo mais curto, y’, € frequentemente usado em lugar de 77(x).

A principal desvantagem da notacdo prima (’) para derivadas é que ela ndo
sugere a natureza do processo pelo qual f’(x) é obtida de f (x). A notacdo criada por

Leibniz para sua versdo de calculo é melhor nesse aspecto bem como em outros.

Para explicar a notacdo de Leibniz, comegamos pela fungdo y = f (x) e
escrevemos o quociente de diferencas.

f(x+Ax)— f(x) Na forma ﬂ

AX AX

onde Ay =f (x + AX) —f (x). Aqui Ay ndo é apenas uma mudanca qualquer em vy; ela
¢ a mudanca especifica que resulta quando a variavel independente muda de x para X

. . A . ~
+ Ax. Como sabemos, o quociente de diferencas é pode ser interpretado como a razdo

de variacdo de y pela variacdo de x ao longo da curva y =f (x), e esta é o declive da

secante (Figura 1.10). Leibniz escreveu o limite desse quociente de diferencas, que
naturalmente é a derivada f”(x), na forma Z—i’ (leia-se dy sobre dx). Nessa notacdo, a

definicdo da derivada torna-se

ﬂ= lim— 1.10



y="1(x)

A\ 4

Figura 1.10 - Coeficiente angular (declive) da tangente

A equacdo 1.10 ¢é o coeficiente angular (declive) da tangente na Figura 1.10.

. . d ~
Duas formas equivalentes, um pouco diferentes de . sdo

df (x) d
O e ™ f(x) .

~ . d ~
Na segunda notacdo, o simbolo - deve ser encarado como uma operacao que

pode ser aplicada a fungdo f (x) para levar a sua derivada f”(x), como é sugerida pela

equacao

d .
S f0=1(.

. d 1w . ~ » .
O simbolo ™ pode ser lido “a derivada em relacdo a X de...”, qualquer que seja a

funcdo de x.



Apesar das vantagens da notacdo de Leibniz, ela ainda ndo é perfeita. Por

exemplo, suponha que desejamos escrever o valor numérico da derivada num ponto

dy

— ndo mostra a variavel x da maneira conveniente,

especifico, digamos x = 3. Como

como faz f°(x), somos forgados a usar a notagdo

(d_yj o dy X0 & conci
que nao € conclso.
dx J,_s dX|,_s

1.4.3 Algumas regras de derivagdo

Se lembrarmos que a notacdo f (x) abarca todas as fun¢BGes concebiveis, entdo
podemos compreender que o célculo das derivadas pelo processo descrito na se¢éo 4.2,
muitas vezes pode ser dificil e demorado. Nosso propdsito, nesta secdo, é apresentar um
namero de regras formais que nos capacitardo a derivar rapidamente grandes classes de

funcdes, por processos puramente mecanicos.

A derivada de uma constante é zero

dl 2
d(Wx) [XJ_
dx

Exemplo:



e Se c éumaconstantee u=f(x) éuma funcdo derivavel de X, entdo

d du
—(cu)=c—
dx( ) dx
—CX=¢C

dx

e Se u=f(x) e v=g(x) sdo funcbes de x, entdo

d du dv
—U+Vv)=—+—
dx dx dx

d du dv dw
—(U+Vv+w)=—
dx

+—+—
dx dx dx

e Aregrado produto. Sejam u e v fungdes derivaveis de X, entdo

d dv du
—Uuv)=u—+v—
dx dx dx

du dv dw
—(UvVw)=vW —+UuUw—+UV —
dx dx dx dx

e Aregra do quociente. Sejam u e v funcdes derivaveis de x, entdo

du dv
V——-U—- 1 1
d[gj: dx  dx _vu'-uv

dx\ v v? v2

, em todos os valores de x onde v=0



A regra da cadeia. Seja y uma funcéo de u, onde u, por sua vez, é uma funcéo de x,
isto é y="f(u) onde u=g(x).
A correspondente funcdo composta é a fungédo y = f (g(x)), obtida substituindo-se u

=g(x) emy =T (u). A derivada Z—z é obtida por:

dy _dy du
dx du dx
: 3 > 3
Exemplo.yz(x +2) seu = x>+ 2
y=u® e assim y'=5u*
u'=3x°
dy _dy du _ 5u* -3x* = 5(x® +2)*-3x* =15x*- (x* +2)*
dx du dx
o Outras regras de derivacao
d(a*) .
o Ina-a

d(Inx) 1
dx  x
d(u®) B

1
uv - (v’-lnu+v -—u’)
dx u



e Observacgdo: derivacdo implicita
Consiste em derivar toda a expressao sem antes colocar a variavel dependente y em
evidencia. E (til quando for trabalhoso ou impossivel colocar y em evidencia como se

fosse uma funcéo u(x) qualquer.

Exemplo: x2+ y?=a

Estas regras serdo usadas de muitas maneiras em tudo que fizermos a partir de

agora. Portanto é recomendavel pratica-las até seu uso se torne quase automatico.

1.4.4 Derivadas de ordem superior

As derivadas sucessivas de uma funcdo y = f (x) podem ser escritas como:

- dy d

Primeira deridada f'(x) y f(x)
dx dx
. d’y d?
Segunda derivada f(x " — f(x
g (x) y > = ()
. . d’y d®
Terceira derivada fri(x — — f(x
(X) y ™ e (X)
n-ésima derivada f ™ (x) y™ d’y d f(x)
dx" dx"



A seguinte observacdo é importante: a Segunda derivada é a derivada da

primeira derivada, e assim sucessivamente, isto é

oy _o (o) o'y _o(d%y
dx?  dx\ dx dx®  dx| dx?

Quais as aplicacOes das derivadas de ordem superior? Em geometria, a derivada

segunda nos diz se a curvay = f (x) é cbncava para cima ou para baixo. Em fisica, as
segundas derivadas sdo importantes, pois se s =f (t) da a posi¢cdo de um corpo movel
no tempo t, entdo sabemos que a primeira e segundas derivadas dessa fungdo de posicéo
séo a velocidade e a aceleracdo do corpo no instante t.

E as e a= dv = d_zs :

dt dt dt?

As derivadas de ordem maior que dois ndo tem tais interpretaces geometricas e

fisicas fundamentais. No entanto, essas derivadas tém sua aplicagdo também, na

expansdo de funcbes em série infinitas.

EXERCICIOS PROPOSTOS - LISTA 1B

1 Use a definicdo de derivada para calcular f°(x), sendo dados:
a) f(x)=x>;
b) f(x)=+/x ;

c) f(X)=v1-x* ;

A f(0=— ;

&) f(x)=—""

f) f(x)=+vx-1.

Respostas: @) 3x:b) L ; ¢)__-x .d)-2; e —1L ¥ 1

2/x JA-=x?) X (x + l)2 2V x—1




Use as regras préticas de derivacdo para calcular f°(x) no ponto X, sendo dados:

a) f(x)=v1-x*;

b) f(x)=%

C) f(x):%+4x ;

d) f(x):%+x+1;

e) T(X)=0C+4)(x+3) ;

f) fX)=(/x+3)(x*+6) ;

Tex+nT
9) f(X)—[—(X_l)} ;

h) f(x)=(x+)*(x*+1)7°;

i) f(x)= Iog(ﬁj :

1) 1(x)=ylogx ;

k) f(x)=(logx*)* ;

) f(x)=InVx*-1;

m) £0) =X ;
X
) fx) =2
e’ +e
0) f(x):xxz;
D) F()=x"

q) 4x*+9y*=36;
N Xy —xy’ +x*+y>=0;
s) f(x)=sen’3x ;

5

1,1
t) X=y+=-y +=-y .
) y 3y 5y



Respostas:

a) __—*

V(A=)

b) =2;
X

3,

C) -= +4

d) -2 +1;

e) 4x° +9x%+4;

f)%x3/2+i+6x

Jx

4(x+1)

Q) - —

h) 2(x+1) 6(x+1)2x
@+ (P+1)

i) 1

xIn(10) (x + 1)

; 1
) 2y log(x) xIn(10)

K) 6log(x?)
x In10

) X
(x*+1)

m) 1 — lzn{x)

ni— (ex——ex)z = (sech x)?

(e"+e™)

2

0) x* (2xIn(x) + x)

9)] X (ex In(x) + %xj

4

X
Q)—9;

2
r)_ny—y +2x

x2—2xy~|—2y

S) 6 sin(3 x) cos(3 x)

14 +*



1.5 Algumas aplicagdes de derivadas

1.5.1 Taxas relacionadas

A medida que um reservatorio vai recebendo agua, o nivel da agua sobe. Para
descrever a velocidade com que o nivel da agua sobe, usamos a taxa de variagdo do
nivel da agua ou, de modo equivalente, a taxa de variacao da profundidade.

Denotando-se a profundidade por h e sendo t o tempo medido a partir de um

. . dh - N . )
momento conveniente, a derivada = fornece a taxa de variagdo da profundidade. Além

disso, o volume V de agua no reservatorio também estd mudando e ‘;—'t’ é sua taxa de
variacao.

Analogamente, toda quantidade fisica ou geométrica que varia com o tempo €
funcdo do tempo, digamos que Q = Q(t) e sua derivada Z—‘f ¢ a taxa de variacéo da

quantidade. Os problemas que vamos considerar a seguir estdo baseados em que, se
duas quantidades variaveis estdo relacionadas entre si, entdo suas taxas de variacao

também estarao.

Exemplo 1.5

Um reservatorio em forma de cone com vértice para baixo mede 12 m de altura e
tem no topo um didmetro de 12 m. Bombeia-se agua a taxa de 4 m®.min . Encontre a
taxa com gue o nivel da agua sobe:
(a) quando a agua tem 2 m de profundidade; e

(b) quando a agua tem 8 m de profundidade.



Solucéo:

12m

Figura 1.11 - Reservatorio em cone

Ao se despejar agua no reservatorio conico (Figura 1.11) a taxa de 4 m®min, a

taxa de variagdo do volume V da &gua no reservatorio no instante t, sera

v_y
dt

A taxa de variacdo da profundidade h ¢é a derivada % e esta ndo é constante. E

intuitivamente claro que essa taxa de variacdo é grande quando a area da superficie da

agua é pequena e torna-se pequena quando esta area aumento.

Neste problema, estamos procurando %, qguando h=2 e h =38, sendo dado

d . B ;.
d—’t’ = 4. O volume variavel da dgua no reservatério tem a forma de um cone, logo, o

nosso ponto de partida € a formula

\Y =17Z'I’2h .
3

As Unicas variaveis dependentes que nos interessam sdo V e h. Queremos eliminar a
variavel supérflua r. Da Figura 1.11, usando triangulos semelhantes, vemos que,
6

12

ou r==h

> =
N~



Assim, obtemos

v="lh?.
12

Estamos agora em condi¢cOes de introduzir as taxas de variacdo, derivando a

formula de volume, comrelacdo a t, 0 que levaa
dv_dvdh_z .dh
dt dhdt 4 dt

av
Como pr 4, tem-se

dh 4 dv 16

E_nhzﬁ_nhz

Para h =2,
@=E;1,27mmin'1
dt 4nr

e, para h=38,
@=i;0,08m min~*
dt 4nr

Obs.: Vale a pena observar que a taxa de varia¢do do volume € igual a area da superficie

livre vezes a taxa de variacdo da profundidade, isto &,
Como, h=2r = Diametro (=D)

Tem-se,

a _z .,dh_z,dh_ dh
dd 4 dt 4 dt dt

onde, A = area da superficie livre da agua



Exemplo 1.6

Um grande baldo esférico de borracha esta sendo cheio de gas a uma taxa
constante de 8 m®.min~t. Calcule com que velocidade o raio r do baldo cresce (a)
quando r=2m; (b) quando r=4m.

Solucéo: O volume do baldo (Figura 1.12) é dado pela formula:

Vv

Figura 1.12. Baldo

Temos que ‘;—Z = 8 e precisamos determinar % para dois valores especificos de
r. E essencial compreender o que esta por tras dessa situaco, ou seja, o fato de que V e
r serem variaveis dependentes, tendo o tempo t como variavel independente subjacente.
Com isto em mente, € natural introduzir as taxas de variacdo de V e r, derivando o
formula do volume com relacéo a t,

av _d_V ﬂ— ﬂﬂ' 3r2%=47ﬂ

v 2 dr
dt dr dt 3

dt

Onde a regra da cadeia foi aplicada. Segue-se que

o1 dv_ 2
dt 4xzr®dt 7xr?

.av 8
ois — =8.
P dt
Para r =2, temos E:izo,mm.min‘l
dt 4r
e para r =4, temos E:i;0,04m.min‘1

dt 8r



Exemplo 1.7

Uma plataforma de 3 m esté apoiada em uma parede. A base da plataforma estéa
sendo empurrada no sentido contrario ao da parede, a uma taxa constante de 2 m minL,
Qual a velocidade com a qual o topo da plataforma se move para baixo, encostada a

parede, quando a base da plataforma esta a 1 m da parede?

Solucdo: A Figura 1.13, representa graficamente o problema em questéo.

3m

— 2mmin*

Figura 1.13 - Plataforma apoiada numa parede

. dv dx )
Estamos interessados em calcular — —p para x= 1m, dado prl 2mmint O

uso do sinal negativo é porque y esta decrescendo.
Deveremos procurar uma equacao que relaciona x e y, da qual possamos obter

uma Segunda equacéo relacionando suas taxas de variacdo. Pela Figura 1.13, decidimos

que nosso ponto de partida deve ser o fato de que x> +y*=9 .

Derivando essa expressao com relacdo a t, obtemos

2x%+2yﬂ:0 ou Q:—E% ou —QZE% ,
dt dt dt y dt dt vy dt
e, portanto —ﬂ:25 , Visto que E:2.
dt y dat
—_ [12 . dy 2.1 ]
Para x=1, temos y=+1 +9=410; logp ——= ~0,632Zmmin—.

dt 10



1.5.2 Descrevendo gréaficos de funcbes

O objetivo dessa se¢do é dar condicBes para descobrir a derivada como uma
ferramenta para descobrir rapidamente os aspectos mais importantes de uma funcdo e

esbocar o seu gréfico.

Fungdes crescentes e decrescentes

Dizemos que uma funcdo f (x) é crescente num certo intervalo do eixo X se,
nesse intervalo, xi1<x. implica f (x1) <f (x2). Geralmente, isso significa que o grafico
é ascendente quando o analisamos da esquerda para a direita. Analogamente, a funcgdo é
dita decrescente se x1 < x2 implica f (xy) > f (x2). Estes conceitos sdo ilustrados na
Figura 1.14.

YA Y A

Figura 1.14 - Funcéo crescente e decrescente

Para esbocarmos o grafico de uma funcdo, € importante conhecermos oS
intervalos em que ela é crescente e aqueles em que ela é decrescente. O sinal da
derivada nos déa essa informacdo: uma funcdo f (x) é crescente nos intervalos em que
f(X) >0 e édecrescente nos intervalos em que f'(x) <0. Estes conceitos sdo ilustrados

na Figura 1.15.



f'(x)>0

f'(x)>0

f'(x):Oi

decrescent e crescente

crescente
X, X, X, X

crescente

\4

Figura 1.15 - Intervalos crescentes e decrescentes de uma fungao

Uma curva lisa so pode se transformar de crescente em decrescente passando por
um pico onde o coeficiente angular da reta tangente é zero. Analogamente, ela s pode
passar de decrescente para crescente passando por uma depressdo onde o coeficiente
angular da reta tangente é zero. Nesses pontos temos um valor maximo ou minimo
relativos da funcéo.

Localizamos esses pontos determinando inicialmente os pontos criticos da
funcéo, que séo as solucdes da equacdo f’(x) = 0. Depois resolvemos a equacédo /’(x) = 0
encontrando suas raizes. Na Figura 1.15, 0s pontos criticos sS40 Xi, X2 € X3 € 0S
correspondentes valores criticos sdo os valores da funcéo nesses pontos, isto €, f (x1),
f(x2), f(xa).

Um valor critico ndo é necessariamente um ponto de maximo ou de minimo. No
ponto critico x3 o grafico ndo passa por um pico nem por uma depressdo, mas
simplesmente se achata momentaneamente entre dois intervalos, em cada, um dos quais

a derivada € positiva.



Os valores méaximos ou minimos locais (ou relativos) sdo assim qualificados
quando comparados somente com pontos vizinhos sobre a curva. Na Figura 1.15, f(x1) é
um maximo, embora haja muitos pontos com cota maior sobre a curva, a direita.

Estamos interessados no maximo absoluto de uma fungdo, devemos comparar
esses maximos relativos entre si, determinando qual (se existir) € maior que qualquer
outro valor assumido pela fungé&o.

Exemplo 1.8
Analise o grafico do polinbmio
f(x)=2x>-3x* —12x+12

Solugéo: Comegamos calculando a derivada e fatorando tanto quanto possivel
f'(x) =6Xx° —6x—-12=6(x* —x—2) = 6(x+1)(x—2)

Os pontos criticos sdo obtidos como segue

(x+)(x-2)=0

donde, x=—1 e x=+2.

Os correspondentes valores criticos sdo y =19 e y=-8.

Os dois pontos criticos dividem o eixo x em trés intervalos:
Xx<-1,
-1l<x<2e

X > 2.

Em cada um desses intervalos f’(x) tem sinal constante.



e Quandox<-1, x+1le x—2 sd ambos negativos e 0 seu produto é

positivo, logo 77(x) > 0.

e Quando-1<x<2e x+1 €épositivo e x—2 € negativo e assim seu

produto é negativo, logo f’(x) <O0.

e Quando x>2, x+1 e x—2 sdo ambos positivos e assim seu produto é

positivo, logo /”(x) > 0.

Na Figura 1.16 assinalamos os pontos (-1, 19) e (2,—8) e esbogcamos a curva
lisa passando por eles, usando os resultados da analise acima, isto é:
e f(x) ecrescente quando x<-1,
e decrescente quando —1<x<?2

e crescente quando x> 2.

y)\

(-1,19)

\4

N\ /
\/ X

(2! - 8)

Figura 1.16 - Polinémio f () =2x3—3x>—-12x+ 12

Concavidade e pontos de inflexao



Um dos aspectos mais marcantes de um gréfico é o sentido em que ele se curva.
O sinal da segunda derivada nos da essa informacéo.
e Uma segunda derivada positiva, ”’(x) > 0, indica que o coeficiente angular f”(x)
é uma funcdo crescente de Xx.

e Sef’(x) <0, o declive da tangente é decrescente (veja Figura 1.17).
Dessa forma, em um dado ponto x = Xo,

e se f'(Xxo) >0, entdo f(x) é cdbncava para cima (ou simplesmente concava)

e se f'(x) <0, entdo f(x)ecbncava para baixo (ou convexa).

y)\

f'(x)>0
cobncavo para
cima

P

\ 4

Figura 1.17 - Concavidade e pontos de inflexdo

Um ponto P, no qual o sentido da concavidade muda chama-se ponto de
inflex&o. Se f”’(x) é continua e tem sinais apostos em cada lado de P, deve-se anular no
proprio P. A busca de pontos de inflexdo é basicamente uma questdo de resolver a

equacdo f”’(x) =0 e conferir o sentido de concavidade em ambos os lados de cada vez.



Exemplo 1.9
Investigue a fun¢do quanto a concavidade e pontos de inflexao.
y=f(x)=2x%-12x* +18x -2
Solucéo
Calculamos
f'(X) =6x° —24x+18=6(x* —4x+3) =6(x—-1)(x-3)
e fr'(x) =12x—24=12(x—2) .
Os pontos criticos (as raizes de f/°(x) = 0) sdo x =1 e x =3, e os valores
criticos correspondentes sdo y=6 e y =-2.
Resolvendo f”’(x) = 0, encontramos uma Unica raiz, X =2. Temos, portanto, um
possivel ponto de inflexdo x < 2 e positiva para x > 2. Assim, o gréafico e concavo para

baixo a esquerda de x =0 e cbncavo para cima em a sua direita. Isto revela que temos

realmente um ponto de inflexdo em x =2, como esté indicado na Figura 1.18.

Ya
(1,6)

(2.2)

Xy

(3’ - 2)

Figura 1.18 Polindmio f (x) = =2x®*-12x* +18x—2



Na tabela abaixo, mostra-se resumidamente como um grafico pode combinar as

propriedades de crescimento, decrescimento, concavidade e convexidade.

Condicdo nas derivadas Descricéo de f (x) Gréfico de y(x) na

vizinhanga de X = Xo

1 f (x0) >0 f (x) crescente /

S (xo) >0 f (x) concava X,

2 f (x0) >0 f (x) crescente /—-

S (x0) <0 f (X) convexa
3 f (x0) <0 f (x) decrescente \—_
S (x0) >0 f (x) concava

4 f (x0) <0 f (x) decrescente ™

S (o) <0 f (X) convexa

1
1
1
1
1
XO
1
:
XO
1
1
1
1
XO




1.5.3 Problema de otimizacéo

Uma das aplica¢cdes mais notaveis do conceito de derivada é a dos problemas de
otimizacdo, em que se buscam valores maximo ou minimo de funces.

Sempre que utilizamos palavras como o0 maior, 0 menor, 0 maximo o minimo, o
melhor, e assim por diante, é razoavel admitir que alguma espécie de problema de
maximo ou minimo se nos apresenta. Quando esse problema puder ser expresso em
termos de varidveis e funces (0 que nem sempre é possivel), os métodos do célculo
estdo disponiveis para facilitar sua compreensao e solugéo.

Analisemos alguns problemas.

Otimizar a fungdo objetivo maximizar a vantagem

Minimizar a desvantagem

O procedimento consiste em achar o ponto critico (f’(x) = 0). Obter em seguida a

segunda derivada (f”’(x)). Sendo:

Sef”(x) >0 concavidade para cima

\/ indicando ponto de minimo
/\ Sef”(x) <0 concavidade para baixo
indicando ponto de maximo




Exemplo 1.10

Ao preco de R$ 1,50 um comerciante pode vender 500 unidades de certa
mercadoria que custa R$ 0,70 cada. Para cada centavo que o vendedor abaixa no preco,
a quantidade vendida pode aumentar de 25 unidades. Que preco de venda maximizara o

lucro?
Solucéo

Facamos x denotar o nimero de unidades monetérias que o vendedor abaixa no
preco;
e 0 lucro na venda de cada mercadoria serd a Receita menos o custo
L =(1,50-0,70) —x
L =80 —x centavos, e

e aquantidade vendida serd 500 + 25 x.

e O lucro total, em unidades monetarias é:
L = (80 —x) (500 + 25 x) = 40.000 + 1.500 x — 25 x?

Maximizamos essa funcao igualando sua derivada a zero e resolvendo a equagéo

resultante,

%:1.500—50x = 1.500-50x=0 = 50x=1.500 e, x=30centavos

X

O preco de venda mais vantajoso serd R$ 1,20.

Confirmando ponto de maximo:
d’L
dx?

=-50 = conwexa = pontode maximo



Exemplo 1.11

Deseja-se construir uma area retangular cercada ao longo de um dos lados de um
muro. Determinar as dimensdes da maior area que pode ser construida usando 40 m de

cerca.

Solucdo: A Figura 1.19 apresenta um esquema do problema.

X area A

Figura 1.19 - Area a ser cercada

Designemos por x e y as dimensdes da area. A cerca em trés lados deve perfazer
40 m, isto e

2 X + y =40 (equacdo restritiva).

Desejamos maximizar a area A ; em termos das variaveis x e y, temos

A=XYy

onde,y=40-2x.

Logo, a funcdo objetivo sera

A=x(40-2x)=40x-2x?

Temos agora uma férmula para a area que depende de uma Unica variavel, isto é,

A =f (x). Derivando e igualando a zero, temos

9A _4o-ax = 40-4x=-0
dx

= x=10m e y=40-2.10=20m



Exemplo 1.12

Uma caixa fechada com base quadrada vai ter um volume de 2.000 dm®. O
material da tampa e da base vai custar R$ 30,00 por dm? e o material para o lado
R$ 15,00 por dm2. Encontre as dimensdes da caixa de modo que o custo do material

seja minimo.

Solucéo
Sejam, x = nimero de decimetros no comprimento de um lado da base quadrada;
y = nmero de decimetros na altura da caixa;

C = numero de reais no custo do material.
O niimero total de cm? na soma das éareas da tampa e da base é 2 x* e para 0s
lados é de 4 x y. Assim temos,

C=30(2x%)+15(4xy)

Como o volume da caixa € o produto da area da base pela altura, temos

x’y=2.000 ou y= 2'0200
X
Assim, C =60x° + 120.000
X

O objetivo é determinar as dimensdes da caixa de forma a minimizar o custo dos
materiais. Dessa forma,
dC 120.000 _

— =120x— >
dx X

0 ou x=10dm

A altura da caixa sera y =20 dm.

Para certificar que em x = 10, a funcdo de custo C tem um minimo relativo,

aplicamos o teste da derivada Segunda:

2 2
d CZ; :120+—240'SOO Para x = 10, d’c

dx X > dx?

>0

e portanto a funcdo é concava.



EXERCICIOS PROPOSTOS - LISTA 1C

1. Dado y=%x3+%x2—6x+8, achar:

a) 0s pontos criticos;
b) os intervalos em que y é crescente e decrescente;
C) os valores maximos e minimos.

Respostas:pontos criticos (2;0,66) e (-3;21,5)

2. Repita os calculos da questdo 1 paraafungio y =x* + 2 x*—3x2 -4 x + 4.

181
Respostas:pontos criticos(-2;0); (1;0) e ( 'E’Ej

3. Estudar a concavidade e os pontos de inflexdo da curva

y=3x*—10x> —12x* +12x 7.

1,
Respostas:pontos de inflexdo (2;- 63) e (—5, —1l93)

4. Dividir o nimero 120 em duas partes tais que o produto P de uma pelo quadrado da
outra, seja maximo.
Resposta: A=40e B =80

5. Uma folha de papel para um cartaz tem 2 m? de area. As margens no topo e na base
sdo de 25 cm e nos lados 15 cm. Quais sdo as dimensdes da folha sabendo que a area
impressa é maxima?

Resposta: 109,54cm x 182,58 cm

6. Um reservatorio cilindrico, de base circular, tem capacidade de 64 dm?®. Achar suas
dimensdes de modo que a quantidade (area) de metal necessario seja minima (a)
considerando o reservatdrio sem cobertura, (b) com cobertura.

Respostas: a) D =5,46 dme h=2,73dm e b) D =4,336 dm e h= 4,336 dm



7. O prego do combustivel para acionar um veiculo é proporcional ao quadrado da
velocidade e é de R$ 25,00 por hora para uma velocidade de 50 km/h. O prec¢o de outras
despesas independentes da velocidade é de R$ 100,00 por hora. Achar a que velocidade
0 custo por km serd um minimo.

Resposta: 100 km/h

8. Um corpo se move na horizontal de acordo com a lei
S=f({t)=t*—6t>+12t>+10t+3
a) quando o movimento é acelerado e quando é retardado?

b) quando é mudado o sentido do movimento?

C) Achar a distancia total percorrida nos 3 primeiros segundos do movimento.

9. O gas escapa de um baldo na razdo de 2 dm®.mim™. Qual a razdo de diminuicéo da
superficie do baldo, quando o raio for de 12 dm?
Resposta: - 1/3 dm?/minuto

10. De um funil, conico, escoa agua na razdo de 1 cm®s. Sabendo-se que o raio da
base do funil é de 4 cm e a altura é de 8 cm, achar a razdo segundo a qual o nivel da
agua esta descendo, quando estiver a 2 cm do topo.

11. Resposta: - 0,0352cm/s



