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CAPITULO 1 ESTRUTURAS LINEARES HIPERESTATICAS

1. Conceituacao.

As estruturas lineares resultam da combinagdo de grande nimero de barras
(‘simples e gerais’) e nos (articulagdes aonde concorrem somente barras
simples). Nem sempre todos esses elementos estdo presentes, havendo
casos de estruturas formadas apenas por barras simples e nds, como as
trelicas, ou cuja composi¢do apresenta somente barras gerais.

As estruturas sdo ditas isostdticas (ou ‘determinadas geometricamente’)
quando contém um numero minimo de barras vinculares, introduzidas
externa e internamente, suficiente para eliminar todos os graus de liberdade
associados aos possiveis movimentos de corpo rigido, seja de todo o
arranjo de elementos ou de partes dele ().

Uma particularidade das estruturas isostdticas ¢ que as deformabilidades
dos seus elementos podem ocorrer livremente, isto ¢, sem a movimentacao
de esforcos internos adicionais. Assim sendo, a condicdo de
compatibilidade entre deslocamentos e deformacdes, garantindo a
continuidade do arranjo geométrico inicial de barras, ¢ atendida de forma
independente. Por sua vez, os esforcos internos podem ser determinados
diretamente em funcao das forgas externas aplicadas, sendo as relacoes de
equilibrio condicao suficiente neste sentido.

Nas estruturas hiperestdticas, o numero de barras vinculares existentes
ultrapassa 0 minimo necessario para a sua determinagdo geométrica, sendo
o numero adicional definido como grau de hiperestaticidade. Assim, a
situagdo isostatica ¢ sempre tomada como referéncia para a determinagao
do grau de hiperestaticidade de uma estrutura. Nas estruturas hiperestaticas
as deformagdes dos elementos ndo mais ocorrem sem que se introduzam
esforcos internos adicionais e a estimativa destes esfor¢os nao pode ser
feita exclusivamente com as relagdes de equilibrio. As condigdes de
compatibilidade e equilibrio resultam combinadas, passando a resposta do
material a oferecer um elo fundamental entre elas.

As estruturas de avides, particularmente aquelas que compdem as asas e
fuselagens, apresentam elevado grau de hiperestaticidade. Naturalmente,
se considerada toda a estrutura do avido, em termos de vinculagdo externa
ha diferencas entre as situagdes de voo e de repouso; na primeira delas a

.
() A4 determinagdo geométrica de estruturas é tema da Mecdnica dos Solidos considerado conhecido nestas notas.
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analise do grau de hiperestaticidade se restringe ao grau de vinculagdo
interno e se determina a partir da eliminacdo dos movimentos relativos de
corpo rigido entre partes internas da estrutura.

Apesar da maior complexidade conceitual, comparando-se os sistemas
hiperestaticos em relagdo aos isostaticos, o Principio dos Trabalhos
Virtuais oferece uma metodologia consistente também para a analise de
estruturas hiperestaticas.

Neste capitulo, estende-se as estruturas hiperestaticas a aplicacdo do
Principio dos Trabalhos Virtuais, preservando, essencialmente, a mesma
metodologia para o calculo de deslocamentos em estruturas isostéticas
apresentada na disciplina Mecanica das Estruturas Aeronduticas 1.

2. O P.T.V. como condicio de compatibilidade.

J& foi visto que o Principio dos Trabalhos Virtuais estabelece a igualdade
entre o trabalho virtual das forcas externas e o trabalho virtual das forgas
internas. A partir da forma como o principio € expresso, a ele equivale
primariamente a satisfacdo da condi¢do de equilibrio ou da condi¢do de
compatibilidade.

A forma do principio que equivale a condicdo de equilibrio tem os
trabalhos virtuais determinada pelos produtos de forgas externas e esforgos
internos reais, respectivamente por deslocamentos e deformagdes virtuais
compativeis entre si.

A forma do principio que equivale a condicdo de compatibilidade tem os
trabalhos virtuais determinados pelos produtos de forcas externas e
esforcos internos virtuais em equilibrio entre si, respectivamente por
deslocamentos e deformagdes reais.

Quando o objetivo € o calculo de deslocamentos em qualquer ponto da
estrutura, a forma do P.T.V. que equivale a condicdo de compatibilidade ¢
a mais interessante. Neste caso, o sistema real ¢ composto por
deslocamentos e deformagdes compativeis, a serem determinados, € o
sistema virtual (independente das forcas e esforgos internos reais atuantes
na estrutura) ¢ formado por convenientes forcas externas e esforgos
internos em equilibrio. Nessa forma o P.T.V. também recebe a
denominag¢do de Principio das For¢as Virtuais.

Tendo-se em vista o célculo de deslocamentos no caso de estruturas de
barras simples (treligas), o P.T.V. apresenta-se na seguinte igualdade:



- Analise de estruturas lineares hiperestaticas— 223

N —
Lu, = | — Vo (1)

estrut.

Claramente, a relacdo (1) impde a igualdade entre os trabalhos virtuais
externo e interno, sendo u, o deslocamento linear real na direcdo (u) e

: N ~ ,
ponto (k) de interesse, e Y representa a deformacao linear especifica,

compativel com o deslocamento num ponto da estrutura.

Na disciplina de Mecanica das Estruturas Aerondauticas I o P.T.V. foi
aplicado ao célculo de deslocamentos em estruturas isostaticas de barras.
Em seguida, resumem-se os principais aspectos daquele estudo e
reapresenta-se um exemplo de aplicacio apenas para recordar o
procedimento.

O sistema de forgas virtuais que aparece na (1) deve constituir um conjunto
equilibrado e independe do conjunto de forgas efetivamente aplicado. Uma
escolha conveniente, porque permite simplificar o célculo do trabalho
virtual externo, consiste em adotar uma forca unitaria aplicada no ponto e
na direcdo aonde se quer determinar o deslocamento. Com essa forca e a
partir de uma andlise simples de equilibrio da estrutura isostatica,
determina-se o conjunto de forgas normais (N, ) em cada barra da trelica.

Desse modo, justifica-se a forma apresentada pela (1).

Por outro lado, o P.T.V. pode ter aplicagdo mais ampla, permitindo a
consideracdo combinada de outros tipos de solicitacdo: como flexdo, tor¢ao
e for¢a cortante, para se restringir ainda as barras. Em sua forma mais
completa, que pode ser aplicavel as estruturas tridimensionais compostas
por arranjos de barras simples e gerais, o principio, representando a
condi¢dao de compatibilidade, se apresenta como:

_ Nd — Md _cVd — M. d
Ly, = I NEAX+ IM E1x+ I VCGAX+ j r &%

estrut estrut estrut estrut

)

Na relacdo anterior, v, representa um deslocamento real generalizado
(linear ou angular) e os esforcos N,M,V eM, (forga normal, momento

fletor, forca cortante € momento torgor) sao virtuais e estdo em equilibrio
com uma for¢a, ou momento, virtual unitario aplicado no ponto k, com a
direcao ou sentido do deslocamento que se deseja determinar. Os termos

(N /EA),(M /EI),(CV/ GA) e(M . /G]T) representam as deformagdes reais
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compativeis e associadas aos esfor¢os solicitantes reais. Observa-se, ainda,
que a constante ¢ que aparece na parcela de integragdo correspondente a
forca cortante assume valores diferentes, a depender da forma geométrica
da secdo transversal (/,/ no caso da se¢do circular; /,2 para a secao
retangular; 2,4 para a se¢cdo em I, etc.).

Exemplo 1. Determinar o deslocamento na extremidade livre da barra
submetida a uma for¢a concentrada aplicada na sua se¢do central, conforme
ilustra a Figura 1.

T T

© u(m) L2
|
E S L2

Bl

Figura 1 — Barra sob forga concentrada

A estrutura ¢ isostatica e o procedimento de resolugdo pelo P.T.V. exige a
adog¢do de um sistema de forgas virtuais independente do real e em
equilibrio. Como o deslocamento a determinar ¢ o do ponto da extremidade
da barra, o trabalho virtual externo ¢ mais simplesmente determinado se a
forca externa (unitdria) for aplicada naquele ponto.

, P
T[T
7 3 Y

P |
Bso2 N m
\

| . P'=1

P

Figura 2 — Diagramas de for¢a normal

Assim sendo, para fins de resolugdo introduz-se uma forca P =1 na
extremidade livre e a partir dai determina-se a distribui¢do de for¢a normal
em equilibrio com ela. Constroi-se, também, o diagrama de forca normal da
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forca aplicada (real), pois em funcdo dessa forca normal se determina a
deformacgao real compativel (% A) em qualquer ponto da barra. A Figura

2 ilustra os diagramas resultantes.

A aplicacdo da relacdo (1) deve levar em conta que o diagrama de (N)
apresenta valores nao-nulos somente num trecho de comprimento L/2 e,
portanto, a integral 14 envolvida passa a ser definida da seguinte forma:

L/ZN_
u(L).1=| —N, dx
(L)1=] =N,

0

L/2
= Jﬂldx
o, EA

Assim procedendo, o deslocamento procurado resulta:

PL
=1t
uD)=20

3. Aplicacao do P.T.V. na analise de estruturas hiperestaticas.

Considere-se a estrutura indicada na Figura 3a e admita-se que se deseja
determinar as distribuicoes de momento fletor e forca cortante.

Y Yy . \
T e \ o R
— - ] : |
. L | C) \ . 5

||

Figura 3 — a) Estrutura hiperestdatica; b) Estrutura isostdtica,
c¢) Sistema virtual
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Trata-se de estrutura formada por uma barra, porém uma vez hiperestatica,
de modo que ha uma barra vincular externa (*) a mais do que o minimo
necessario para determiné-la geometricamente.

Independente do P.T.V., uma estratégia de resolugdo geral, consiste em
‘idealmente’ liberar um dos vinculos externos, por remog¢dao da barra
vincular correspondente, reduzindo a estrutura para uma situacao isostatica.
Para ndo alterar o conjunto de for¢as que deve existir na estrutura original,
representa-se a forca de reacao, inicialmente desconhecida, transmitida pelo
vinculo idealmente retirado. Esta reacdo incdgnita recebe o nome de forga
hiperestdtica. Naturalmente, na liberacdo de vinculos deve-se tomar o
cuidado de evitar a criacdo de algum caso excepcional, no qual a estrutura
isostatica apresenta mobilidade'.

Ocorre que, em geral, a possibilidade de redugdo para uma situagao
isostatica ndo ¢ unica. Neste exemplo, uma escolha simples consiste em
retirar a barra vincular que impede o deslocamento transversal na se¢do B,
representando-se a forca de reacdo correspondente, conforme ilustra a
figura 3b (o sentido dessa forca ¢ arbitrario).

Desde que a intensidade da for¢a de reacdo (R) seja tal que isoladamente
provoque na secdo B um deslocamento que anule aquele por efeito do
carregamento aplicado, a estrutura isostatica idealizada se comportara
exatamente como a hiperestatica dada; tal igualdade entre deslocamentos
constitui, essencialmente, de uma condi¢do de compatibilidade. Uma
maneira absolutamente equivalente de expressar esta condicdo consiste em
impor a nulidade do deslocamento transversal da secdo B, resultante da
soma dos efeitos da forga distribuida e da reacao de apoio.

A relagdo que exprime o deslocamento total na estrutura isostatica
1dealizada, soma dos efeitos combinados e representado por v,, pode ser

fornecida pelo P.T.V. Considerando-se, neste problema, que o efeito
dominante sobre o deslocamento transversal seja o da deformagdo por
flexdo, a (2) assume a forma:

L
— M dx
Ly, =|M—— 3)
? ! EI

(") Do estudo da determinacdo geométrica sabe-se que a cada tipo de vinculo externo ou interno

corresponde certo numero de barras vinculares.

1 ~ . ~ . , .~ , . ~ . . .
A relagdo de determinagdo geométrica é condic¢do necessaria, portanto, ndo exclui casos excepcionais.
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Na relacdo anterior M/EI representa a curvatura da barra num ponto
genérico de seu eixo, (M/Eldx ¢ o giro elementar relativo entre a secao
onde atua M e uma secao vizinha, distante dx. Assim, os momentos virtuais
M trabalham nos giros elementares relativos reais, e a integral que aparece
na (3) representa a soma de todos os trabalhos elementares virtuais ao
longo da viga. Naturalmente, M ¢ a funcdo que descreve a distribuicao
‘real” de momentos fletores, por efeito das forgas externas (a diretamente
aplicada e a de reacdo hiperestatica). Por sua vez, na estrutura isostatica
idealizada a distribuicdio de momentos fletores virtuais M verifica o
equilibrio com a forg¢a virtual unitaria (que aparece no trabalho virtual
externo).

No caso, considera-se que uma for¢a unitaria esteja atrelada ao
deslocamento v,, isto ¢é, aplicada na se¢cdo B e na direcdo desse

deslocamento, pois assim, o trabalho virtual externo fica prontamente
determinado.

As Figuras 3b e 3c ilustram os estados resultantes, ‘real’ e ‘virtual’. As
fungdes para M e M entdo se escrevem:

M(x):R(L—x)—q%

M (x)=(L—x)

A condi¢do de compatibilidade consiste em impor que v, seja nulo. Segue

dai que no P.T.V. o trabalho virtual externo se anula e, por conseguinte, na
condi¢do de produto £/ constante, obtém-se da relagdo (3):

L
[ 1 Mdx_ 301 4+8R=0
0

ET

Finalmente, o momento fletor ¢ a forca cortante resultam de analises
simples de equilibrio, considerando-se uma parte arbitraria da estrutura,
isolada a partir de sua extremidade livre:
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M(x)=%(L—x)—q@

V(x):q(L—x)—R:q(L_x)_z’qTL

Observa-se que uma vez conhecido o valor da reagdo de apoio € possivel
novamente aplicar o P.T.V. para se determinar o deslocamento em qualquer
outro ponto da viga, sempre considerando a estrutura isostatica idealizada;
o resultado sera valido também para a estrutura hiperestatica original.

No exemplo seguinte, mostra-se que a compatibilidade pode ser imposta
internamente.

Exemplo 2. Determinar a forca normal na barra de refor¢o da estrutura
indicada na Figura 4.

EA

s /s

8

—
<

I
—_

NG EI
N
Yy L L

Figura 4 — Viga em balanco com barra de reforco

A estrutura ¢ uma vez hiperestatica e, como mostra a Figura 4b, uma
primeira opcdo para a idealizagdo de um sistema isostatico consiste em
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liberar o vinculo externo da barra de reforco. Nota-se que forga
hiperestatica R coincide com a for¢ca normal procurada.

A condi¢do de compatibilidade exprime que o deslocamento na altura do
vinculo liberado deve ser nulo. O sistema virtual ¢ entdo formado por uma
forga unitaria aplicada na altura do vinculo liberado e, por opcao, de
mesmo sentido que a forg¢a hiperestatica R. Essa opg¢do, ao simplificar a
questdo dos sinais, facilita os calculos envolvidos na expressao do P.T.V.

Como agora o sistema estrutural envolve uma barra geral, deformavel por
flexdo, e uma barra simples, deformavel por for¢a normal, a relagdo do
P.T.V., envolvendo o deslocamento (0 ) da extremidade liberada resulta:

2L
1.5:[1\2 Mdx 5 N2L (4)
VR E A

Nota-se que a integracdo indicada deve ser realizada em duas parcelas, pois
a funcdo que descreve a distribuicdo de momentos por efeito das forcas
externas P ¢ R muda na altura da forca concentrada. Segue que:

[-P(L—x)+R(2L—x)]
EI

L L
L6=[(2L-x) dx+j(2L—x)de+
) ) EI

1 R2L

EA
A condicao de compatibilidade consiste em: 6 =0, de onde resulta:

EAL’ (-5P+16R)

+2R=0
El
2
Admitindo-se uma combinag¢do de dados tais que: =3, obtém-se:
rR=2.
4

A Figura 5 ilustra uma segunda possibilidade para a liberagdo do vinculo,
agora internamente, junto a ligagdo entre as barras.

Nota-se que a liberagdo do vinculo interno acaba por separar as barras,
sendo que suas extremidades passam a ter possibilidade de deslocamento. E
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também importante notar que as forcas hiperestaticas atuam aos pares, €
com sentidos opostos entre si.

Os deslocamentos das extremidades podem ser determinados pela
aplicacdo da expressao do P.T.V., resultando em relagdes idénticas as
anteriores. O que muda, portanto, de uma alternativa de resolugdo para a
outra ¢ o significado da condi¢cdo de compatibilidade. Neste tltimo caso ela
significa que nao ha deslocamento relativo entre as segdes separadas (como
os deslocamentos se ddo em sentidos contrarios, sua soma deve ser nula); ja
no primeiro, trata-se da nulidade de um deslocamento relativo a um vinculo
fixo.
'

a]
™
&
~

t

EA

—

N

NG EI

Yy

Figura 5 — Viga em balanco com barra de reforco

A analise de trelicas planas hiperestaticas também pode ser conduzida
aplicando-se 0os mesmos passos anteriores, isto ¢: identificacdo do grau de
hiperestaticidade, redu¢do do sistema para um isostatico com aplicagdo das
forgas hiperestaticas de reag¢do (interna ou externa) em correspondéncia as
barras vinculares eliminadas, e imposicao de condi¢des de compatibilidade
pelo P.T.V. (essencialmente reproduzindo as restri¢gdes iniciais sobre os
deslocamentos liberados na idealizacao).

O aspecto caracteristico a observar no caso das trelicas € que se levam em
conta somente as deformabilidades por forcas normais, quando da
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aplicagdo do P.T.V. O exemplo seguinte ilustra a analise de uma treligca
plana.

Exemplo 3. Determinar as for¢as normais nas barras da trelica indicada na
Figura 4. Todas as barras possuem a mesma rigidez EA.

Trata-se de uma estrutura duas vezes hiperestatica, sendo que este grau
decorre da existéncia de duas barras vinculares (externa e interna) a mais
que o minimo necessario para a determinacdo geométrica. Neste caso, a
reducdo da estrutura para uma condicdo de determinacdo geométrica pode
ser feita liberando-se dois vinculos. Como se sabe, a metodologia de
resolucdo exige, ainda, que em correspondéncia aos vinculos liberados
sejam introduzidas forcas incognitas, de modo a preservar o conjunto de
forcas existente na estrutura hiperestatica dada.

Ha, neste caso, mais de uma possibilidade de escolha quanto as barras
vinculares a serem retiradas e forgas hiperestaticas introduzidas. Entretanto
¢ importante observar que somente uma barra vincular externa pode ser
retirada, sob pena de reducdo do sistema a uma condi¢do de indeterminacao
geométrica, mesmo permanecendo a estrutura uma vez hiperestatica (caso
excepcional!). Assim sendo, o segundo vinculo a ser liberado deve ser
interno.

2P 2P
P YA ° + Py R
L N
C - C SNE
A A A A
+—1L

Figura 4 — Trelica plana hiperestatica

Opta-se, entdo, pela liberagdo do apoio externo em B e pelo corte
(arbitrario) numa secdo da barra diagonal. Para forcas hiperestaticas
escolhem-se, portanto: a reagdo externa correspondente a barra vincular do
apoio B e as forcas normais internas (necessariamente iguais!) aplicadas em
cada uma das partes da barra AD seccionada da trelica. Na Figura 4
indicam-se a trelica isostdtica resultante e as forgas hiperestaticas
escolhidas.



232 - Analise de estruturas lineares hiperestaticas—

Duas condi¢des de compatibilidade devem ser impostas, completando a
metodologia de analise: o deslocamento horizontal nulo em B e a nulidade
do deslocamento relativo entre as secoes adjacentes ao corte na barra 4D.
As condi¢des podem ser impostas de modo independente, criando-se para
cada uma delas um sistema préprio de forgas virtuais, aplicado sobre a
estrutura isostatica idealizada.

Assim, na primeira condi¢do de compatibilidade, aplica-se uma forca
unitdria no ndé B com a direcdo do deslocamento procurado. Na segunda
condi¢do, aplicam-se for¢as normais unitarias em cada uma das partes da
barra AD seccionada. A Figura 5 ilustra as duas situagdes descritas.

) A B b)

A A

Figura 5 — Sistemas de forcas virtuais

Sendo n, o numero de barras na trelica dada, para o deslocamento
horizontal no ponto B a aplicacdo do P.T.V. leva a seguinte relacao:

& NN, L

u — 1 l 1
)
onde N representa a forga normal virtual na barra i por efeito de uma forga

unitaria aplicada no n6 B com a direcdo do deslocamento procurado.
Naturalmente, como o que se considera € a estrutura isostatica idealizada, a
barra diagonal seccionada resulta sem esforco, em cada uma de suas partes,
no sistema virtual.

Os deslocamentos das se¢des seccionadas, designados por u! e u’, e
indicados na Figura 5S¢, podem ser determinados pelas seguintes relagoes:

L. NN, L
u.l=
i=l (EA):'
. (5a,b)
, W NN'L
1=y —i
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A diferenca entre os somatodrios das relagdes anteriores estd justamente no

significado das for¢as normais virtuais. Na primeira relagdo, N, representa

a forca normal virtual na barra i por efeito da forca virtual unitaria aplicada
na extremidade da parte da barra 4D ligada ao n6 4. Na segunda relagao,
N representa a for¢a normal virtual na barra i por efeito da forga virtual

unitaria aplicada na extremidade da parte da barra AD ligada ao n6 D.

As condigdes de compatibilidade exprimem-se, entdo, por:
D (6a,b)

Considerando-se a trelica isostatica mostrada na Figura 4, sob a agdo das
forcas externas aplicadas e dos hiperestaticos escolhidos, determinam-se,
por equilibrio de nds, as seguintes for¢as normais reais N, :

Yo NE

Noe=myg Noabs Ny =Poom N
2 2
NB_C:R\/E‘FN—\/EP; NB_D:P—R—§N; ND—C:_§N°

Naturalmente, as partes da barra AD ficam submetidas as for¢cas normais N.
Em correspondéncia ao sistema indicado na Figura 5a determinam-se as
seguintes forcas virtuais N, :

A A

Figura 6 — Sistemas de forgas virtuais

Para o sistema da Figura 6a as forgas virtuais N, resultam:
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- N, =— i N, =+1; N, =-— ; N, .=0.

Bog By g
2 2 2

Para o sistema da Figura 6b as forgas virtuais N, séo:

Observa-se que as partes da barra 4D submetidas as forgas virtuais
aplicadas tem forca normal unitaria. Para fins de simplificacio na aplicacao
das relagdes do P.T.V. admita-se que a barra 4D tenha sido seccionada na

sua se¢ao média; entdo, cada parte resulta com comprimento: L V2 / 2.

As relagdes para os deslocamentos procurados resultam:

u,1= R(Zﬁ—l)L+P(1—2ﬁ)L+N[2—%JL

uj.lzN\/ZEL—\/ZE(P—\QEN]L+(R\/§+N—J§P)J§L
ﬁ(P—R—QNJL—Q(—QN—zP}L
2 2 2

2

u’.1
‘ 2 2

[y

Aplicando-se, finalmente, as condi¢des de compatibilidade, obt€ém-se o
seguinte sistema de equagdes lineares nas incognitas N e R:

R(Zx/i—l)+P(1—2\/§)+N(2—gJ=O

2N+2N\/§+R(2+gJ—2P=O

Da solugdo do sistema resultam: R=1172P; N =-0,243 P. Na Figura 7
apresentam-se as forcas finais nas barras:
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2P

P VA +1,172P B

D

<l > 1,172 P

0

-1,828 P

+0,172 P D
oF—

A A

<
0,172 P Zﬁ 0.172 P
1,828 P

Figura 7 — Respostas finais

@}

O proximo exemplo ilustra a aplicagdo do P.T.V. ao caso de uma estrutura
que combina um arranjo de barras simples e geral.

Exemplo 4. Determinar as forcas normais nas barras simples e a
distribuicdo de momento fletor na barra geral da estrutura indicada na
Figura 7. Todas as barras simples possuem a mesma rigidez EA4, enquanto
que a barra geral tem produto de rigidez E/ e area de secdo transversal A4,.

Trata-se, essencialmente, de uma estrutura em viga (‘barra geral’)
simplesmente apoiada, com reforco em treliga (‘barras simples’) e
apresentando um grau de hiperestaticidade.

EA

E F

L L4 + L4 + LA +— L4 —+

Figura 7 — Estrutura de viga com reforgo em trelica

Como a vinculagdo externa ¢ a minima possivel para eliminar os
movimentos de corpo rigido da toda a estrutura, a reducdo ao caso
1sostatico se da por liberacdo de um vinculo interno. Opta-se pelo corte
numa sec¢ao arbitraria da barra simples EF.
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A Figura 8 ilustra a estrutura isostatica obtida pela liberacdo do vinculo
interno na barra EF e substituicdo em seu lugar de for¢cas normais N
hiperestaticas aplicadas em suas partes. As reagdes de apoio, que podem ser
facilmente determinadas por equilibrio, também aparecem indicadas na
figura.

+ L4+ L4 + L4 +— L4

Figura 8 — Estrutura isostatica de andlise

O P.T.V. ¢ empregado para a imposicao da condi¢do de compatibilidade,
basicamente significando a nulidade do deslocamento relativo entre as
extremidades das partes seccionadas da barra EF. Ao contrario do exemplo
anterior, da trelica plana, onde os deslocamentos foram determinados por
analises separadas, e seus valores entdo somados para imposi¢ao da
compatibilidade, neste exemplo a soma deles ¢ calculada diretamente. Isto
¢ possivel considerando-se os dois hiperestaticos atuando simultaneamente
no sistema real, bem como as duas for¢as unitarias no arranjo virtual.

Representando por (z) a soma dos deslocamentos das se¢des seccionadas, a
expressao do P.T.V., levando em conta as deformabilidades axiais de todas
as barras (simples e geral) e a deformabilidade por flexdo da barra geral,
apresenta a seguinte forma:

u.lzi NN, L [ i Mdx _

— iy
El

=1 (E A)i ’ "

ABCD

onde em 7, inclui-se também a barra geral, além de todas as barras de
trelica da estrutura dada.

Por equilibrio de néds, tem-se, de imediato, que as for¢as normais nas barras
simples do sistema real valem:
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N

s=*N; N, .=-N; N.,=-N; N, ,=+N.

Obviamente, as partes da barra EF também ficam solicitadas por forcas
normais de tracao (N). As distribuicdes de momento fletor e for¢a normal
na barra geral podem ser equacionadas a partir do diagrama de corpo livre
da barra e dividindo-se o seu dominio em trechos delimitados pelas forgas
concentradas nela atuantes. A Figura 9 ilustra o diagrama de corpo livre em

questao.
- %P
A‘ B C | D
A<Q6 ’ 60°>4 w 60° 6%‘7
% N N N N %
3P/4 P/4

+ L4 + L4 + L4 + L4 —+
Figura 9 — Diagrama de corpo livre da barra geral

Usando as componentes das forgas /N, escrevem-se as seguintes relagoes:

(0<x<L/4) (L/4<x<L/2)
M(X)=%Px—§Nx; M(x):%Px—ng—Pﬁx—gj;
N(x):—%; N(x):_%;
(L/2<x<L)

3 3 L L
M(X)=ZPX—§Nx—P(x—Zj+N\/g(x—gj;

N
N(x):—g;

O sistema auxiliar, ilustrado na Figura 10, ¢ formado pela estrutura
isostatica submetida a forgas virtuais unitdrias em correspondéncia as
forcas hiperestaticas.
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+ L4+ L4 + L4 + L4 —+

Figura 10 — Sistema com for¢a virtual

Por equilibrio de nds, resulta que as forcas normais nas barras simples do
sistema virtual valem:

=+1; N,.=-1; N.,=-1; N

E-C C-F F-D

=+1.

A-E

As partes da barra EF também ficam solicitadas por forgas normais de
tragdo (+7). As distribuigdes de momento fletor e forca normal na barra
geral podem ser equacionadas analogamente ao caso de forgas reais a partir
do diagrama de corpo livre da barra, dividindo-se o seu dominio em trechos
delimitados pelas forcas concentradas nela atuantes.

A Figura 11 ilustra o diagrama de corpo livre em questao.

A B C D

60° 60° 0 60° 4 /\
W N @

+ L4 + L4 —+— L4 + L4 —+

Figura 11 — Diagrama de corpo livre da barra geral sob for¢a virtual

Nesta situagdo, escrevem-se as seguintes relagoes:

(0<x<L/2) (L/2<x<L)

N(x)=—%; N(x)z—%;
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Com as fungdes dos esforcos deduzidas, a condigdo de compatibilidade

resulta:
“ b
:LJ{ Px-— xj[—ﬁxjdx —I[P —x)—ﬁij[—ﬁx
EIl 2 / 4 2 2

L
lj (L— )——3N(L ~x) ﬁ(x—L) dx +
El i 2 2
1 (N 1 NL., NL_., NL
— == 2+ 2+
2 2 2 2 2
Desenvolvendo-se as integrais, e apos algumas simplificagdes, obtém-se:

11[

-bl“o B v

ANIA+40NI A4, +NL2AA = PLZAA

113 PP 44,

W N=—- _
48 L' A4, +41(A+104,)

Com o valor determinado para a forca hiperestatica e com o auxilio das
relagdes de equilibrio para o sistema real, podem-se calcular os esforgos
nos elementos da estrutura dada.

4. Analise das cavernas.

Nas estruturas de fuselagens, as cavernas constituem elementos estruturais
importantes para resistir a forcas transversais contidas no seu plano, tais
como: forcas concentradas transmitidas pelas estruturas internas de apoio
para os assentos, reagdes provenientes dos trens de pouso e pressdes
internas, no caso de grandes aeronaves.

As cavernas, necessariamente ndo possuem forma circular, porém sempre
apresentam um eixo de simetria no seu plano.

Como ao longo de todo o seu perimetro as cavernas estdo continuamente
ligadas aos elementos em casca que compdem o revestimento externo, as
forgas externas concentradas sdao transmitidas ao revestimento por
cisalhamento, de forma andloga como ocorre nos painéis refor¢ados (7). De

(") A andlise de painéis reforcados é objeto de capitulo especifico destas notas.

jdx+
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modo inverso, as cavernas recebem fluxos de cisalhamento provenientes
das reagdes dos elementos de revestimento e que devem ser levados em
conta na analise.

A Figura 12 ilustra o diagrama de corpo livre de um elemento de caverna
na hipotese do mesmo estar submetido a uma forga concentrada, conforme

indicado.
( caverna

17\\\\ R (‘stringer
L b

T
|

= -
|

|
-7
L

b 5
%7 - revestimento

Figura 12 — Esquema de trecho de fuselagem e for¢as na caverna

Uma maneira razoavel de simplificar a representacdo decorre da
desconsideragdo das contribui¢des dos ‘stringers’ longitudinais, o que
permite admitir uma distribui¢cdo continua para os fluxos de cisalhamento.

M,N eV

%)

Figura 13 — Esquema dos esfor¢os internos na caverna

Por outro lado, em termos de determinagcdo geométrica, as cavernas sao
classificadas como elementos de barra geral, com eixo curvo, ou poligonal,
e que se fecham sobre si mesmos. Por serem fechadas, isoladamente
configuram-se como elementos internamente hiperestaticos, sendo os
esforcos hiperestaticos genericamente compostos por: for¢ca normal, forga
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cortante € momento fletor, responsaveis pela compatibilizacdo dos
deslocamentos e giro relativos entre secoes arbitrarias de corte. A Figura 13
ilustra este conceito.

O primeiro exemplo a ser considerado consiste na analise de uma caverna
1solada, isto €, sem levar em conta a sua interagdo com o revestimento. O
objetivo preliminar € o de ilustrar a aplicagcdo do P.T.V. a este caso.

Exemplo 5. Determinar a distribuicdo de esfor¢os internos na caverna
ilustrada na Figura 14a.

A redugdo da estrutura ao caso isostatico pressupde a realizagdo de um
corte em posicdo interna arbitraria, de modo a transforma-la numa chapa
geral aberta, pois uma chapa aberta simplesmente apoiada configura uma
situacdo isostatica.

a) b)

2 3 2 2>H< _ 3
M

L PR Jor &

Figura 14 — Caverna quadrada

Neste caso, porque o sistema possui um eixo vertical de simetria, o corte
mais conveniente resulta na se¢dao central da parte horizontal superior da
caverna, portanto, posicionada sobre aquele eixo. A conveniéncia desta
posicao deve-se ao fato que, ainda em decorréncia da simetria, as seg¢oes
separadas pelo corte ndo apresentam qualquer deslocamento vertical
relativo.

Assim sendo, os hiperestaticos a serem indicados nas se¢oes resultantes do
corte sao apenas dois: relativos a uma for¢a normal (H) e a um momento
fletor (M), mostrados na Figura 14b.

Como existem dois esforcos hiperestaticos a determinar, duas sdo as
condi¢cdoes de compatibilidade a impor, a saber: deslocamento relativo
horizontal nulo e giro relativo nulo entre as se¢Oes separadas pelo corte.
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Considerando-se que a deformagdo por flexdo seja dominante no sistema,
as condi¢oes de compatibilidade, expressas pelo P.T.V., resultam:

s f MM

7 ds=0
estrut _ (8 a,b)
M =0

estrut

onde s indica uma coordenada auxiliar que corre ao longo de todo o eixo da
estrutura.

Evidentemente, em fun¢do da forma poligonal do eixo, as integrais podem
ser calculadas somando-se as contribui¢coes de cada trecho; nesse caso, em
cada um deles uma coordenada auxiliar pode ser adotada com origem
arbitraria conveniente.

A diferenca entre as duas relagoes, 8a e 8b, esta, naturalmente, no

significado dos momentos M e M : o primeiro decorrente de uma forga
unitaria aplicada com o sentido da forca normal hiperestatica e o segundo
decorrente de um momento unitario aplicado com o sentido do momento
fletor hiperestatico.

Tendo-se em vista as distribuigdes de momentos indicadas na Figura 15 (ja
levando em conta a simetria do sistema), as relagdes de compatibilidade
fornecem:

IL (M +Hx)x dx+j.(M+2HL+2Px)2de
g ) EI
20

=4M I +?HL3 +2PL =0

L
¢O:j-M_.ldx+2f(M+Hx).ldx+j(M+2HL+2Px).1
v EI 0 EI ) EI

dx

—AML+4HL +PL* =0

A solugao do sistema anterior fornece:
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po 3P, 4 _PL
8 8

A distribuicao final de momentos na caverna estd mostrada na Figura 15d.

a) b)
M
I | T )
JooMEHY x m
M+2 HL+2 Px 2L
c) d)
1 PL/8
T
@ i
i () ! (Alj)”mal
o1 5PL/8

%J 11PL/8
Figura 15 — Diagramas de esfor¢os

O segundo exemplo estende a andlise feita no caso anterior, levando em
conta a interacdo da caverna com o revestimento. Novamente o objetivo € o
de ilustrar a aplica¢do do P.T.V. a esta situacdo.

Exemplo 6. Determinar a distribuicdo de esfor¢os internos na caverna
ilustrada na Figura 16a. O fluxo indicado na figura representa a reagdo do
revestimento sobre a acdo de distribuicdo da forca concentrada aplicada
realizada pela caverna aos elementos vizinhos.

A redugdo da estrutura a um caso isostatico segue abordagem idéntica ao
do exemplo anterior, repetindo-se a mesma escolha sobre a posi¢do da
se¢do de corte e definicdo dos hiperestaticos. Além disso, valem as mesmas
condi¢des de compatibilidade, naturalmente levando-se em conta o efeito
do fluxo.
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S [

L
Figura 16 — Caverna quadrada com fluxo

A novidade fica por conta da determinacdo preliminar da intensidade do
fluxo (¢) em cada trecho da caverna, tendo como condi¢do basica que seu
valor resultante deva ser igual ao valor da forga concentrada aplicada.

Para fins de determinagcdo do fluxo, pode-se interpretar a caverna, na
situagdo isostatica idealizada, como uma sec¢do aberta de parede fina,
submetida a uma forca cortante de valor 4P, no seu plano. A relagao para o
calculo do fluxo decorre, entdo, de uma andlise de equilibrio j& apresentada
para o caso de se¢oes abertas e tem a forma:

4P
9=—"M, )

onde M, representa o0 momento estatico em relagdo ao eixo horizontal de
simetria da secao.

Nota-se que a intensidade do fluxo € variavel, com diminuicao de valor na
medida em que se consideram pontos mais afastados do ponto de aplicacao
da forga 4P.

Para a aplica¢do da relacao (9), parte-se da extremidade superior livre da
se¢do em direcao ao ponto de aplicagdo da for¢a concentrada.

Os trechos / e 2 indicados na Figura 16 b sdo de particular interesse para a
solucdo deste exemplo.
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Os momentos estaticos correspondentes a esses trechos sdo escritos em
fun¢do de uma coordenada local s definida nas extremidades de cada um
deles. As relagdes para os mesmos sao:

M, =tsL; M, =tL2+ts(L—§j.

Ja momento de inércia da se¢do em relacdo ao eixo horizontal de simetria
pode ser calculado pelas contribui¢des de cada trecho, porém desprezando-
se parcelas que envolvem poténcias da espessura em relacdo as demais.
Assim procedendo, obtém-se:

3
]:16tL .
3

Com as relagOes anteriores, os valores dos fluxos nos trechos 7 e 2
resultam:

2 _fS7
_3PS 3P(ZL +tsL 2)

VY 7= 410

4,

O fluxo de um trecho contribui para a distribui¢do de momentos ao longo
dos trechos seguintes da caverna. Para o calculo dessas contribuigdes
interessam os valores das resultantes dos fluxos g; e ¢,. Tais resultantes
valem:

2
3P(tL2+tsL—tS/j
L 21 2
F :IFPS}ZS 3p e
0

ar |08 k=]

P
8 ik 4¢L 2

O sistema resolvente formado pelas relagdes de compatibilidade passa a ter
as contribuicdes dos momentos dos fluxos. Aproveitando as relagdes
escritas no exemplo anterior, as condi¢cdes de compatibilidade ficam dadas
por:
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2

X

EI

L(M+Hx+3pxj (M+2HL+2Px+M ij2L
4

=] dx+j d

0 El

=4M I +?HL3 +5PL =0

(M+H +%j1 (M+2HL+2Px+3ZL Px)l
dx+_|. dx+j d

LM 2
¢, =[— X
o ET 0 EIl EI
2
:4ML+4HL2+HPL =0

A solugao do sistema anterior fornece:

27 _5PL

H=-2""; M=""2
32 32

A distribui¢ao final de momentos na caverna esta mostrada na Figura 17.

SPL/32

Kw 77777777 |

29PL/3

75 PL/32

Figura 17 — Distribuicdo final de momentos

O exemplo seguinte consiste na determinagdo dos esforgos internos numa
caverna, provenientes de uma solicitagdo particular de carregamento
externo.
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Exemplo 7. Determinar os esforcos internos na caverna indicada na Figura
18.

Figura 18 — Caverna circular

O fluxo de cisalhamento indicado na figura ('), decorre da reacdo do
revestimento ao efeito de distribuicdo da forga P ao longo da caverna e,
analogamente ao exemplo anterior, sua intensidade pode ser determinada
por equilibrio mediante a seguinte relagao:

¢ =§MS (10)

onde M; representa 0 momento estatico.

Novamente, justifica-se a aplicagdo da relacdo acima, tipica da
determinacdo de fluxos em se¢des transversais de paredes finas abertas
submetidas a forga cortante, pela simetria do sistema, que impde fluxo nulo
no ponto O indicado na Figura 18.

O momento estdtico que aparece na (10) passa a ser determinado em
funcdo da parte de secdo compreendida entre o ponto O e um ponto
posicionado pelo angulo o, medido a partir do eixo vertical de simetria.
Tendo por base a figura 19, e tomando-se o eixo horizontal de simetria
como referéncia, o momento estatico fica expresso por:

: Comparando-se com a Figura 12, q =q, —q, .
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M, = T(tRRcosa)da = R’tsena
0

onde R é o raio médio da caverna.

Figura 19 — Setor circular da caverna

Considerando-se a caverna como uma se¢do anular de espessura fina, o
momento de inércia pode ser determinado de forma simplificada pela
relacao:

Dt
8

1

Segue, finalmente, que:

q=£M§ _ Pseno
I TR

Os esfor¢os internos ao longo da caverna podem ser determinados mais
convenientemente em funcao dos esforcos hiperestaticos atuantes na sec¢ao
de simetria indicada por O. Nesta se¢do em particular, conforme ilustrado
na figura 20, existem apenas a forca normal e o momento fletor, sendo nula
a forca cortante justamente por conta da simetria.

O momento fletor real numa se¢do genérica posicionada pelo angulo o em
relacdo ao eixo vertical, fica entdo escrito em funcao das contribui¢des dos
hiperestaticos escolhidos e do fluxo g:
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a

M,=M, +N0R(1—cosa)+jqeRd«9
0

M N

o o

1

Figura 20 — Forgas Hiperestdticas

Em particular a integral que aparece na relagdo anterior representa as
contribui¢des das parcelas elementares de fluxo (resultantes num trecho de
comprimento Rd@), ao longo do arco definido pelo angulo a, conforme

ilustra a figura 21.

Figura 21 — Parcela elementar de fluxo resultante
Nota-se que o braco e da resultante elementar fica determinado por:

e=R—-Rcos(ax—0)

Com a defini¢do acima a integral que aparece na relagdo de M, resulta:
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IqeRdé’

= T Psend R’ [1 - cos(a — (9)]0’6’

PR( a )
=——/|1—-cosa——senca
T 2

Como se tratam de dois esfor¢os hiperestaticos incognitos, duas sdo as
condi¢des de compatibilidade a serem impostas, representativas das
nulidades do deslocamento e giro relativos na se¢do O.

Tais condi¢des, fazendo-se uso da simetria para fins de definicdo do
dominio de integragdo, e levando-se em conta somente a deformabilidade
por flexdo da caverna, expressam-se como:

T

(MM, pio-0
2] = Rda=
M M

o ([ MaMe pig -0

9. ! BYT

Formalmente as relagdes apresentam-se idénticas, porém a diferenca
conceitual estd nos significados dos momentos virtuais. Na primeira
expressao o momento M decorre de uma forca unitaria aplicada na secao

O; na segunda, M decorre de um momento unitirio aplicado na mesma
secao.

A Figura 22 ilustra essas forcas generalizadas virtuais.

¢

Figura 22 — Forgas virtuais unitarias

As expressoes para os respectivos momentos virtuais na se¢ao o resultam:
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,=1LR(1-cosa);
=1

a

X

Substituindo-se nas condi¢des de compatibilidade as relagdes obtidas para
0s momentos, obtém-se o seguinte sistema de equagdes lineares nas
incognitas hiperestaticas:

M, +N0R:—ﬂ
27
v, + 2N R-_1ER
2 8

Resolvendo o sistema determinam-se:

N3Py PR
4 4

Com estes resultados, a relagdo do momento fletor na se¢ao a escreve-se:

M, :E(l—lcosa —asena]
2r 2

Por outro lado, a for¢a normal na se¢dao a provém das contribui¢des das

componentes do hiperestatico N, e do fluxo g, conforme ilustra a figura
23.

As contribuigdes em questao fornecem:
N, =N, cosa+ IqHRcos(a -0)do
0

P
=N cosa+—asena
2r

Com o valor do hiperestatico calculado escreve-se, finalmente:

N, = i(asenoc - 3cos a)
2r 2
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Figura 23 — Contribui¢ées para a for¢a normal em seg¢do arbitraria
A deducdo da expressao para a forca cortante segue caminho analogo a da

forca normal, tomando-se, entretanto, o sena no calculo da proje¢do do
hiperestatico N, e do fluxo ¢:

V =N senc +jﬁq9Rsen(a —H)d@
0

P
= N sena + 2—(sena —acosa)
m

Substituindo-se o valor do hiperestatico N, resulta:

P(1

V =——1| —sena +acosa
2r

E interessante completar o estudo com uma anélise do equilibrio da caverna
considerando-se as relagdes obtidas para os esforcos internos.
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Neste sentido sdo uteis as expressoes das componentes horizontal e vertical
da resultante do fluxo g compreendido num setor de angulo a. Tais
expressoes sao dadas por:

Componente vertical:

(gRda)sena = Tﬁsenza da = i(05 —cosa sena)
o 2r

o =R

Componente horizontal:

(Rda)cosa = ;(sena ~acosa )
V4

S R

A Figura 24 ilustra o equilibrio de forcas na vertical para um setor de
caverna com « = %

Na figura indicam-se: a for¢a P externa, a componente vertical da resultante
do fluxo de cisalhamento no setor e as forcas normais nas secoes
transversais.

P/4 P/4

i @ i

P

Figura 24- — Verificacdo do equilibrio de forgas






CAPITULO 2 ANALISE DE PAINEIS REFORCADOS

1. Analise simplificada de painéis reforcados

Neste capitulo, trata-se da analise simplificada de chapas reforgadas que
compdem, por exemplo, as estruturas de revestimento das fuselagens ou
mesmo as nervuras das asas. A analise ¢ dita simplificada devido as
hipdteses admitidas sobre o comportamento tanto da chapa quanto do
refor¢o, quando o conjunto estd submetido a forgas no seu plano.

Em termos gerais, as chapas de revestimento sdo capazes de transmitir e
resistir eficientemente a esfor¢os de tracao e de cisalhamento contidos no
seu plano, porém possuem eficiéncia limitada quando se tratam de esforgos
de compressdo, podendo perder estabilidade em razdo de sua esbeltez
elevada. As barras de reforco sdao também elementos esbeltos, que
promovem o enrijecimento das chapas e permitem a transmissdao mais
eficiente de eventuais for¢as concentradas aplicadas no plano das chapas.
Da mesma forma como os refor¢os melhoram a estabilidade das chapas,
estas servem de elemento estabilizador para os reforcos. Ambos os
elementos estruturais, ¢ mesmo os painéis refor¢ados resultantes de sua
combinagdo, possuem baixa rigidez a flexdo. Assim, a resisténcia as forcas
a serem aplicadas transversalmente ao seu plano exige a composi¢cao com
um segundo painel disposto em plano distinto, ou sua combinacdo com
outra estrutura de reforco, como as cavernas.

Numa abordagem simplificada, considera-se que os reforgos trabalham
como barras simples, isto €, transmitindo forgas axiais de tragdo ou
compressdao; ja as chapas trabalham essencialmente num regime de
cisalhamento puro. A composi¢do desses dois tipos de comportamento
confere ao conjunto boa eficiéncia estrutural. A Figura 1 ilustra o diagrama
de corpo livre de um refor¢o imerso numa chapa e alinhado com uma forga

concentrada.

q.
= = = <= = = <=

P

[
»

= = <= = = = <

q,

q =71t p

| - |

Figura 1 — Conjunto chapa-reforgo sob for¢a concentrada




256 - Analise simplificada de painéis refor¢ados —

As forgas distribuidas ¢, ou fluxos, indicadas naquela figura, sdo resultantes
das tensoes de cisalhamento ao longo da espessura (¢) da chapa.

O equilibrio de forcas na barra se exprime pela relagdo: ¢, +g¢, :g. Nesta

relagdo fica evidente a dependéncia entre as intensidades dos esforgos de
cisalhamento transmitidos a chapa e o comprimento da barra de reforgo;
quanto maior o comprimento, menor a intensidade dos esforgos sobre a
chapa. Nota-se, ainda, uma simplificacdo adicional: os fluxos de
cisalhamento possuem intensidades constantes ao longo do comprimento
da barra.

Os exemplos seguintes procuram ilustrar a analise simplificada dos painéis
refor¢ados.

Exemplo 1. A Figura 2 mostra um arranjo estrutural no qual uma forca
concentrada encontra-se aplicada no plano da estrutura.

T@ J] 1 i@q 2 0,4m

Figura 2 — Painel reforcado bi-apoiado

Claramente o sistema apresentado pode ser associado com uma viga
simplesmente apoiada e, nesse caso, intuitivamente a idéia de flexdo
prevalece. Por exemplo, imagina-se que ao longo da altura de certa secdo
transversal haja uma distribuicdo linear de tensdes normais, de modo a
promover compressao na regido superior da chapa e tragdo na inferior.
Além disso, também ao longo da altura pode-se idealizar uma distribuicao
varidvel de tensdes de cisalhamento, cuja resultante iguala a forca cortante
atuante.

Entretanto, o modelo adotado para o comportamento dos elementos que
compdem o conjunto, ao idealizar que a resisténcia ao cisalhamento cabe
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exclusivamente as chapas e a resisténcia as tensdes normais longitudinais
exclusivamente as barras de refor¢o, simplifica substancialmente o
comportamento imaginado a partida como de viga.

Na Figura 2 indicam-se os fluxos de cisalhamento, constantes, que cabem a
cada uma das partes da chapa. Por outro lado, nota-se a presenca de um
reforgo vertical alinhado com a for¢a concentrada. Isto esta de acordo com
uma regra geral de concepgao desses painéis: sempre que houver uma for¢ca
concentrada deve existir um refor¢o com ela alinhado. Em particular, se a
forga aplicada for inclinada em relacao as diregdes preferenciais do painel,
dois reforgos alinhados com aquelas dire¢des devem ser providos, sendo
cada um deles responsavel pela transmissao de uma componente da forga.
Outra regra de concepgdo geral ¢ a seguinte: uma barra de reforgo deve
sempre ter suas extremidades ligadas a outra barra de refor¢o. Segue que
o painel indicado na figura apresenta uma concep¢ao minima de reforgos
para transmitir a forca concentrada aplicada.

Neste problema as reagdes de apoio, indicadas na Figura 2, podem ser
determinadas por condig¢do global de equilibrio: nulidade da resultante das
forgas verticais ¢ do momento das forgas, por exemplo, em relagdo ao
ponto de aplicagao do apoio movel. Segue que as reagdes valem:

A Figura 3 mostra os diagramas de corpo livre de duas das barras de
reforgo e as correspondentes relagdes de equilibrio.

T NN 1 IV
1 1 0,4(q, +q,) =P i 0,49, = R,
2P
Odm g, gl g, 0dm g 04g, =%
NN \/
NI \/
1 NN v

Figura 3 — Diagramas de corpo livre
A partir das condi¢des de equilibrio, determinam-se:

3P
q,=P; ="



258 - Analise simplificada de painéis refor¢ados —

Os mesmos resultados poderiam ser confirmados por analise de equilibrio
tomando-se oportunas secoes transversais arbitrariamente posicionadas em
cada parte do painel. Por exemplo, imaginando-se uma se¢do transversal
arbitraria entre a posi¢do de aplicacdo da for¢a concentrada e o apoio
movel, dividindo o painel em duas partes, a esquerda e a direita da secdo, a
resultante do fluxo de cisalhamento ¢, sobre a parte da esquerda deve
igualar o valor da reacdo de apoio R;:

3P 3P
04="" g =",
q, 5 4=

Procedimento anéalogo pode ser feito para confirmar o valor do fluxo ¢;.

Por outro lado, os reforcos horizontais recebem, por reagdao, os fluxos
determinados, ficando submetidos ao longo do seu comprimento a uma
distribuicao variavel de forca normal. Figura 4 ilustra os esforcos sobre
esses refor¢cos e os valores maximos de forca normal a que estdo
submetidos.

e 06m —————04m———

[ ]
q]ssssssseeeeeeeq
2

-3 P/5

3PS5

S cccc > > > > > >

9, q,

Figura 4 — Diagramas de esfor¢os axiais nas barras de refor¢o

Exemplo 2. Determinar as distribuicoes de esfor¢os nos elementos da
estrutura indicada na Figura 5.

Notam-se trés forgas concentradas, sendo que alinhadas com e¢las aparecem
barras de reforgo responsaveis pela sua transmissao ao restante da estrutura.
Nota-se, também, que a concepcdo de reforcos indicada atende as regras
gerais mencionadas anteriormente.

Neste caso, ndo € necessario determinar a partida as reagdes de apoio,
mesmo porque elas se caracterizam por forgas concentradas, no ponto de
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vinculagdo das barras horizontais, e por um fluxo vertical de cisalhamento
em correspondéncia ao reforco disposto nesta direcao.

PR a 1

c @ q, P 0,1m
4> .
Y q, $%qu
T d 0,3m
%$ b T P
X G
_ -9
R ieT 0,2m
2

——— 0.6m | 04m —

Figura 4 — Fluxos externos na nervura

Analogamente ao exemplo anterior, pode-se proceder a constru¢do dos

diagramas de corpo livre das barras de reforco, conforme mostra a Figura
5.

O equilibrio do refor¢o C fornece:
(q1+q2).0,4:P (ql+q2):2,5P

Para o refor¢o B vale a relacao:

(q3—q2).0,4:P (q3—q2):2,5P
q, gl
> > > > > > P «c «c «c « <« <« <« P
=== T << <<
q3 q,

—04m —04m
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1 W
10cm Ay @
I NN

NI

30em A4 g,

q4

NI
il NN
Ny

20cm QI
NN
N N

4+—
N
-

Figura 5 — Diagramas de corpo livre
O equilibrio da barra D fornece:

0,6¢q,-0,1¢q,+0,3¢,+0,2q, =2P

O equilibrio da barra de refor¢o vertical na extremidade direita do painel
fica dado por:

-0,1¢,+0,3¢,+0,2q,=0

A combinacao das duas ultimas relagdes leva a condigao:
0,6q,=2P — q,=——.

Observa-se que esta relacdo poderia ser obtida diretamente a partir de uma
secdo transversal arbitraria a esquerda da barra de reforgo d, pois exprime
que a resultante vertical do fluxo g, deve ser igual a forca cortante 2P.

Das outras condi¢des anteriores resultam:

_70P

10P
D=

24

_50P

q, = q; = 4

As distribuicdes de forcas normais nos refor¢os horizontais, superior e
inferior, podem entdo ser determinadas, e estdo mostradas na Figura 6.
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e 06m - 04m—

[
ST s S S S s S S S S S S
q, q,

19P/6 (+) 6

S s < < <

9, q,

Figura 6 — Diagramas de for¢as normais nas barras de reforco

Uma conclusao que decorre da anélise daqueles diagramas ¢ que as reagdes
vinculares devem coincidir com as for¢as normais maximas, isto ¢é:

R _19P. g 1P

6 6
Tais valores podem ser facilmente confirmados por anélise do equilibrio
global das forcas externas.

2. Analise simplificada em painéis refor¢cados com aberturas

Em muitas situagdes os painéis apresentam aberturas e seu efeito também
pode ser avaliado por meio de uma abordagem simplificada.

Para um entendimento mais imediato da abordagem, considere-se
novamente o painel da figura 4 e admita-se que em sua célula maior, a que
apresenta fluxo de cisalhamento ¢, seja introduzido um furo centralizado
de dimensdes (0,3m x 0,3m). Claramente, a parcela de fluxo
correspondente a regido da abertura deve ser transferida para o restante do
painel e as hipdteses que governam esta distribuicdo ddao origem a
abordagem simplificada.

As hipoteses a serem admitidas sdo as seguintes:

- A redistribuicdo de fluxos se limita a regido da célula na qual foi
introduzida a abertura, verificando a condic¢ao de estado auto-equilibrado;
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- Nesse sentido, a parcela de fluxo correspondente a abertura se distribui
igualmente acima e abaixo dela e com outro valor, porém também
igualmente, a esquerda e a direita; as partes correspondentes aos cantos da
célula recebem parcelas iguais entre si.

A distribuigdo final de fluxos € obtida por sobreposicao de casos. A Figura
7 ilustra as hipoteses anteriores € 0os comentarios que seguem.

1

Ojf qf@ q, O (14@ pg/Mda, T |pq
q, 9 q, Aq, qé Aq,
o (N o I | o

om e | o] Jud* o D

4, q,

0,15m 0,15m 10,15m| 0,15m
OIS gy OIS OISy, (0t

Figura 7 — Redistribui¢do de fluxos na abertura

A representacdo a esquerda da figura ¢ a da célula maior dividida em novas
sub-células, definidas a partir dos prolongamentos das linhas que definem
os lados da abertura a ser introduzida; os fluxos indicados em cada sub-
célula sdo iguais e de valor determinado na resolu¢gdo do exemplo 2:
_10P

3
A representagdo a direita da figura 7 contém na sub-célula correspondente a
abertura um fluxo igual e de sentido contrario a g,. Nas células vizinhas sdo
indicadas variagdes de fluxos segundo as hipdteses descritas. A idé€ia ¢ que
a sobreposicdo das duas representagdes forneca a distribuicao final de
fluxos compativeis com a existéncia da abertura.

q,

Uma condicdo que deve ser obedecida ¢ que as intensidades dos fluxos
indicados na representacao a direita da figura 7 devem verificar a condi¢ao
de estado auto-equilibrado, isto é: as resultantes de forcas em qualquer
direcdo de referéncia devem ser nulas.

Assim sendo, tomando-se uma secao horizontal passando pela parte central
da abertura, e cortando toda a célula, os fluxos 4g, devem ser tais que:
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A4q,.015+ 4¢,.0,15-¢,.0,3=0

Em outro sentido, tomando-se uma secdo vertical passando pela parte
central da abertura, e cortando toda a célula, os fluxos Ag, devem ser tais

que:

Aq..0,2+ Ag,.0,1— ¢,.0,3=0

As variagoes de fluxo 4g, podem ser obtidas alternativamente pelas
seguintes condigdes obtidas por cortes horizontais ou verticais passando

—>

pelas sub-células que as contém:

Aq,.0,15+ Ag,.0,15+ Ag,.03=0

Aq,.0,2+ Aq,.0,1 + Aq,.0,3=0

Segue, portanto, que:

O resultado final apds a sobreposic¢ao dos fluxos esta mostrado na Figura 8.

1

0,1m

0,3m

0,2m

— Agq,

- Aq7 =4,

AQs =4,

— Aq,

== Ags =-q,

:—Aq7 = —q4

o'

20p/3 10

o

20P/3

iy

20P/3

iy

0

oy

0

iy

0,15m 0.3m 0,15m

Figura 8 — Distribuicdo de fluxos em célula com abertura
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Na Figura 9, sempre com referéncia ao exemplo2, indica-se uma outra
posicao desejavel para uma abertura (0,2m x 0,2m), agora abrangendo duas

células com fluxos diferentes.

47 0,6m

Figura 9 — Abertura cortando duas células

Os fluxos contidos pela abertura devem ser redistribuidos dentro dos

limites das células que contém a abertura.

A Figura 10 mostra a divisdo em sub-células das células envolvidas e os
casos que compdem a sobreposi¢do para a determinagdo dos fluxos finais.

0,2m a @

2

q, O

o/

/)

o/

0,Im qD
ﬁ»
0,Im qs@

o

3

0,1m @

o

a,

+ 4,

0,10m 0.2m 0,10m

o

Aq,

pg,

y

Aq,

A qf@

a, [

Am@

yuJ

a 1],

o

Aq, Aq,
AP =

Figura 10 — Casos para a sobreposicado final
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Nota-se que os lados da abertura e a divisdo entre as células atingidas por
ela servem de guia para a composicdo de sub-c€lulas mostrada. As
hipoteses de distribui¢do dos fluxos ¢, e ¢; aplicam-se independentemente
as c¢lulas nas quais eles se apresentavam inicialmente.

Novamente a condicao de distribuicao auto-equilibrada deve ser verificada
em cada célula, resultando nas seguintes condi¢des de equilibrio:

A4q,.0,10+ 4¢,.0,10-¢,.02=0 — Aq, =q,
49,.0,20—-¢q,.010=0 — A4g,=q,/2

A4q,.0,10+ 4q,.0,10-¢,.0,2=0 — Agq, =q,
49,.010-¢4,.010=0 — Aq, =q,

A4q,.0,10+ 4q,.0,10+ 49..02=0 — Aq,=—Aq,=—q,/2
A4q,.0,10 + Aq,.0,10 + 4¢,.0,2=0 — Aq, =—Aq, =—q,
Segue, portanto, que:

_sp. 5P . _ 5P

Aq

Ty BTy ST Ty

ag 2 25P. py 2P 25P

2 ST AT

o D

5P/24 5P/8 5P/24
5P/6 5P/6
25P/6 25P/6

0 25P/6 @ 0

Figura 11 — Distribuicdo final de fluxos
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O resultado final apds a sobreposicao dos fluxos estd mostrado na Figura
11. Naturalmente as fronteiras entre as novas sub-ce€lulas devem ser
ocupadas por novo conjunto de reforgos.

Observa-se, finalmente, que as outras células do painel refor¢ado, nao-
afetadas pela abertura, mantém os mesmos fluxos inicialmente calculados
para a situagdo sem abertura. Obviamente a redistribui¢ao de esfor¢os pode
também alterar as distribuigdes de forcas normais inicialmente
determinadas nas barras de reforgo.



CAPITULO 3 ESTABILIDADE DE PAINEIS REFORCADOS

1. Introducio.

Em Mecanica dos Solidos o tema da estabilidade elastica de barras
comprimidas ¢ abordado pela teoria de Euler. Segundo esta teoria, tensdes
criticas de flambagem podem ser determinadas em funcao das propriedades
do material e do coeficiente, ou indice, de esbeltez da barra; este indice
(adimensional) leva em conta as propriedades geométricas e a vinculagao
imposta a barra.

A teoria da estabilidade elastica de FEuler ¢ representativa do
comportamento das barras esbeltas, onde o fendmeno da flambagem ¢
dominante. Em barras pouco esbeltas, fenOmenos associados a processos
fisicos de plastificacio ou de esmagamento do material acabam
prevalecendo, precedendo ou se combinando com a flambagem; a chamada
flambagem plastica somente pode ser levada em conta mediante
formulagdo mais complexa, obviamente nao apresentada neste texto.

Na industria aerondutica o termo “buckling” faz referéncia ao fendmeno de
perda de estabilidade de um elemento estrutural por flambagem. Em se
tratando de chapas e cascas, a flambagem se caracteriza pela ondulagdo ou
‘enrugamento’ das superficies daqueles elementos.

A ocorréncia da perda de estabilidade pode comprometer seriamente a
eficiéncia estrutural, e deve ser prevista.

Neste texto uma abordagem simplificada para a andlise da perda de
estabilidade elastica de chapas refor¢adas ¢ apresentada. Por um lado,
coloca-se em destaque a determinagdo das tensdes criticas considerando-se
diferentes vinculagdes das bordas das chapas; por outro lado, aborda-se a
questdao da redistribuicdo de tensdo, decorrente da flambagem, em painéis
reforcados.

2. Abordagem simplificada da perda de estabilidade em chapas
comprimidas

A relacdo que define, segundo a teoria de Euler, a tensdo critica de
flambagem para barras esbeltas comprimidas, pode ser representada pela
seguinte forma:
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o = com X, =| - (1)

Na relagéo anterior, 4, representa o chamado indice de esbeltez da barra e

i € o raio de giragdo, definido pela raiz quadrada da razao entre 0 momento
de inércia, relacionado ao plano de flexdo da barra, € a area da sua secao
transversal.

No caso particular de barra bi-articulada, de comprimento a, com secao
transversal retangular de dimensdes b ¢ ¢, sendo ¢ < b, € na condi¢do de
flambagem ocorrendo segundo o plano de menor inércia, a tensdo critica
resulta:

_mE(1)
AT (aj @)

Considerando-se a chapa ilustrada na Figura 1, com vinculagdo e regime de
solicitagdo similar ao da barra bi-arrticulada, é possivel estender a
aplicagdo da relagdo de Euler, desde que se introduza uma pequena
correcao para se levar em conta o efeito de Poisson sobre a deformagao da
secao transversal.

Figura 1 — Flambagem de chapa comprimida com bordas laterais livres [ *]

De modo mais especifico, a teoria de Euler para barras faz uso da hipotese
cinematica classica relativa a deformacao por flexdo, considerando que as
se¢Oes sejam indeformaveis no seu plano; e isto equivale a desconsiderar o
efeito de Poisson. A idealizagdo da chapa pela composicdo de faixas

[*] Azar, J.J., Peery, D.J. Aircraft Structures, 2nd.ed., McGraw-Hill, Inc., 1982.
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justapostas permite entender melhor a restricdo imposta por esse efeito
sobre o célculo da tensdo de flambagem para ela.

Por um lado, supondo que a deformacao por flexdo de cada faixa nao sofra
qualquer restricdo por parte das faixas vizinhas, € que ndo se aplique a
hipotese de indeformabilidade da secdo no seu plano, esta apresentara
distorcao de forma em virtude do efeito de Poisson, conforme ilustra a
Figura 2b. Assim, como indicado, a linha de borda superior, situada na
regido comprimida da secdo, tenderd a aumentar o seu comprimento inicial,
enquanto que a linha de borda inferior deverd diminuir sua dimensdo; a
secdo deformada, portanto, tende a assumir uma forma trapezoidal, por
assim dizer.

Por outro lado, quando se considera o conjunto de faixas compondo a
chapa, cada uma delas impde restrigao a tendéncia de distor¢dao de forma
das secoOes das faixas vizinhas, bem como recebe delas restricao a tendéncia
de distor¢ao de suas se¢des. Consequentemente surgem tensdes normais na
direcdo transversal aquela da flexdo, que em parte inibem as distorgoes;
este efeito, somado ao fato que as chapas possuem espessuras finas, leva a
validagao da hipodtese de indeformabilidade de toda a se¢do da chapa,
conforme mostra a Figura 2a.

Figura 2 — a) Idealizagdo da flexdo da chapa sem distor¢do,; b) Deformagdo por flexdo
da viga com distor¢do da se¢do, c) Estado de tensdo de um elemento arbitrario da
chapa fletida, (fonte: [ ]).

Assim sendo, o diagrama de corpo livre de um elemento arbitrario isolado
do interior da chapa fica representado conforme ilustrado na Figura 2c.

[*] Azar, J.J., Peery, D.J. Aircraft Structures, 2nd.ed., McGraw-Hill, Inc., 1982.
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Trata-se, portanto, de um estado plano de tensdo, para o qual a lei de Hooke
generalizada fica expressa pelas seguintes relagdes:

5)(:%(0;—1/0'}_); Gab)
a,

s = Lo —vo)

Y E y x

Em particular, a auséncia de distor¢do da se¢do implica em: ¢, =0, ou:

o, =vo,. Segue, darelagdo (3a) que:

e _ Ee,
gx_E(l Ve, - o 5 (4)

Claramente, o fator (1—1/2) estabelece a diferenca entre a tensao normal

calculada para a viga de Euler, onde o efeito de Poisson ¢ desprezado, ¢ a
tensdo normal o calculada num ponto da chapa, nas mesmas condi¢des de

vinculagdo da viga. Assim sendo, aquele fator deve aparecer na expressao
da tensdo de flambagem de Euler estendida para as chapas.

Segue que a tensdo critica de flambagem para chapas finas simplesmente
apoiadas, com bordas ndo-carregadas livres, resulta, por extensao da (2), na
forma:

’E (tY (rjz r’
o, = —| =KE|— 2> K= 5
1201 — i(aj a 12(1—v7?) )

O fator K foi introduzido propositadamente, e se define pela relacdo
indicada somente para o caso de vinculacao considerado.

Na verdade, o tipo de vinculagdo adotado, particularmente quando de sua
aplicagcdo em todas as bordas da chapa, implica em acréscimo de resisténcia
a flambagem da chapa em rela¢do ao caso descrito pela relacdo (5). Uma
nova idealizagdo da chapa, agora pela composi¢ao de faixas verticais e
horizontais, permite um melhor entendimento sobre esse acréscimo de
resisténcia. Por exemplo, a Figura 3 ilustra uma configuracao de
flambagem das faixas verticais, com duas ou mais ondulagdes, decorrente
de vinculos que impedem o deslocamento transversal ao longo de todas as
bordas laterais.
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P=o.b

¥

O
e

3

\

Figura 3 — Flambagem resultante de maior vinculagéo nas bordas [']

Em funcdo da vinculagdo lateral, para que a flambagem ocorra nas faixas
verticais ¢ preciso que as faixas horizontais sofram flexdo; porque tal
flexdo inexiste no caso de bordas laterais livres, comparativamente aquele
caso possui menor resisténcia a flambagem do que este.

Entendendo-se que o aspecto formal da relacdo (5) se mantenha para
qualquer caso de vinculacao nas bordas, para prever as tensoes criticas em
chapas ¢ necessario identificar o pardmetro K a partir da resolu¢do do
‘Problema de Valor de Contorno’ representativo de cada caso em questao;
entretanto este calculo nao serd aqui detalhado.

De uma dessas resolugdes, conclui-se, por exemplo, que valores para a
tensao critica de flambagem de uma chapa sob compressao e simplesmente

apoiada em todas as bordas podem ser determinados mediante a seguinte
relacao:

_ 7'E (bm  a ’ Lz
n= 12(1—1/2)( a +bm) [bj ©)

onde m representa o numero de ondas na direcdo de compressao da chapa

5 2
flambada. Por comparacao com a (5) tem-se: K = ad . [bm + -4 j :
120-v*)\ a  bm

Nota-se, ainda, que b representa a menor dimensdo entre bordas e a
representa a maior dimensao.

[*]Azar, J.J., Peery, D.J. Aircraft Structures, 2nd.ed., McGraw-Hill, Inc., 1982.
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No caso particular de uma chapa quadrada, ¢ com m=I, conclui-se,
comparando-se os resultados obtidos com o uso das relacoes (5) e (6), que
a carga critica de flambagem para a chapa com quatro extremidades
simplesmente apoiadas € quatro vezes superior ao da chapa com
extremidades ndo-carregadas livres. Em geral, o parametro K depende das
dimensdes externas, (a/b), e também das condi¢des de contorno através do
parametro m.

A partir desse tipo de abordagem, com as contribui¢des de diversos autores,
construiram-se tabelas fornecendo valores do parametro K, em fungdo de
diferentes tipos de carregamento e condi¢des de contorno. A Tabela /
exemplifica os valores para chapas longas, empregados por algumas
empresas, sendo que a diferenca para as mesmas condi¢oes de vinculagao
certamente decorre do grau de simplificagdo adotado, por um ou outro
autor, na modelagem realizada de cada caso.

Tabela 1 - Coeficientes K para chapas finas em compressio (fonte [ ] )

Sources
Support conditions
at edges “ggﬁg:”s Lockheed| NASA. | Convair | ROKMell | Northrop | Republic | Boeing
b—FPg*:TEFf]E 362 | 362 | 40 | 40 362 | 362 | 362 | 362
Ik :{:‘;“31 6.3 6.3 698 | 698 | 698 | 628 | 645 | 63
T):‘é, o T s 625 | 63 — 698 | 698 | 628 |63 6.3
sglo T____Fx |37 |ex | — |40 |40 |362 |37 | 63
52«; o T | sa | s, — |54 — |49 |50 5.0
o [T | so 5.02 — |54 |s41 |49 |49 5.0
e AT a2 116 | 128 | 128 - |12 105 | 112
E‘;{é’ T v e | - 128 | 128 |12 | 14 | 112
2810 Tf T RT o045 | 0378 | — | 0429 | — | 0367 | 04 0.4
=8 g I 3T | 0420 | 0378 | 043 | 0429 | 0429 | 0.367 | 0388 | 04

1 Simply supported edge ﬁj Fixed edge

Por outro lado, quando as chapas estdo submetidas diretamente ao
cisalhamento simples, como nos painéis reforcados analisados no capitulo
2, a questdo da flambagem pode ser abordada de modo anilogo ao dos
painéis comprimidos. Naturalmente, o detalhamento do tratamento tedrico
dessa situacao sera omitido nestas notas.

["] Niu, Michael C.Y. Airframe Structural Design, Hong Kong Conmilit Press Ltd., 1988.
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Entretanto, para entender a similaridade entre este caso e o anterior, €
importante lembrar que o estado de cisalhamento puro, hipoteticamente
assumido para as chapas, tem por correspondéncia, a 45°, um estado
principal de tensdes normais (v.Fig.4). O estado principal ¢ caracterizado
por componentes de tragdo e de compressao, cujo valor em modulo € igual
ao da tensdo de cisalhamento; naturalmente, as componentes de
compressao sdo responsaveis pela flambagem.
/o,

(o2
o &

-

Figura 4 — Correspondéncia entre estados de tensdo num ponto

Em resumo, nas chapas sob fluxo de cisalhamento, a tensdo a ser
determinada passa a ser a tensdo critica de cisalhamento e a relagdo para o
seu calculo envolve também um pardmetro K. Assim sendo, nos painéis
reforcados a andlise de estabilidade se aplica a cada célula, e consiste em
comparar a tensdo de cisalhamento determinada mediante andlise
simplificada de equilibrio, com a tensdo critica de flambagem, calculada
com a ajuda do parametro K, pela seguinte relacao:

r, =K E(éj (7)

onde b refere-se a menor dimensao da célula retangular.

\ —_— —— - —— - —— -

; ) |z
H

J 4
777, & T ITTIITITTT
o @ @ @
@ . ) j ] ! e —
F,=KE > [ Simply supported edge
1m0

g P Fived edges

K, "\%
N

o f—_——

4 5 6 7

w

Zm = long side)

Figura 5 — Curvas para o cdlculo do coeficiente K (fonte[ ])

["] Niu, Michael C.Y. Airframe Structural Design, Hong Kong Conmilit Press Ltd., 1988.
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O grafico da Figura 5 mostra curvas que fornecem o valor do parametro K
para o calculo da tensdo de cisalhamento critica, correspondentes a quatro
situagdes tipicas de vinculagdo nas bordas.

Exemplo 1. Neste exemplo, retoma-se o primeiro painel reforgcado
analisado no capitulo anterior e reproduzido na Figura 6.

q, 0,4m

(I

e 06m | 04m |

Figura 6 — Painel reforcado bi-apoiado

O que se pede ¢ determinar o maior valor para a forca aplicada de modo
que ndo ocorra perda de estabilidade em nenhuma das células. A chapa que
compde o painel possui espessura constante ¢ = (0,2 cm e o material €
caracterizado pelo modulo de elasticidade longitudinal: E = 20000 kN/cm’.

A andlise de equilibrio levou aos seguintes valores para os fluxos:

3P
q,=P; =5

Nota-se que os fluxos sdo resultantes de tensdes de cisalhamento na
espessura, de modo que, admitindo-se uma mesma espessura para todo o
painel refor¢ado, a cada fluxo corresponde:

P 3P
T, =—; T,=—.
4 2t

A andlise de estabilidade ¢ conduzida para cada célula do painel e uma
hipotese adotada é que os reforgos sejam tais que proporcionem uma
vinculagdo rigida (‘engastamento perfeito’) para as chapas das células.
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Considerando-se, inicialmente, a c¢lula de fluxo ¢;, os dados geométricos
de interesse para aplicacao da relagdo (5) sao os seguintes: a = 0,6; b = 0,4.

Segue dai, que: (%) =15 e do grafico da Figura 5, K = 10,5. Com esses

valores, conclui-se que:

tY 0.2
7, :KE(E) =1o,5.2oooo.(4’0j

r,=525kN/cm’

Portanto:

T, =

§: 525 — P =105kN

Para a segunda célula, de fluxo ¢,, os dados geométricos de interesse para
aplicacao da relagdo (5) sdo os seguintes: a = 0,4; b = 0,4. Segue dai, que:
(%) =1,0, e numa estimativa conservadora obtida do grafico da Figura 5: K

= 13,5. Com esses valores, conclui-se que:

2 2
2 :KE(i) :13,5.20000.(0’2j
b 40

7, =675 kN /cm’

Portanto:

r :32—1;:6,75 > P =09 kN

2

A respostaé: P =09 kN .
Exemplo 2. Determinar o menor valor para a dimensao a de tal modo que
uma abertura introduzida no painel indicado na Figura 7 ndo provoque

perda de estabilidade na parte 1 da chapa.
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Dados complementares: espessura da chapa ¢=0,1cm; moddulo de
2
elasticidade E =20000 kN /cm’; tensdo critica de flambagem :SEGJ ,

onde b ¢ a menor dimensao da drea retangular.

«’7 40 cm }
2 kN/cm
<
20 cm ZT L
-
10 cm 20 cm 10 cm ‘
| | |
| | | |
| (D) |
| 1 (20-a)/2
,,,,,,,,,,,,,,,,, -
20 cm %
(20-a)/2
| | <’7

Figura 7 — Abertura imposta na chapa

Como se sabe, a abertura impde redistribui¢do de fluxos para as areas
vizinhas. No caso, interessa a redistribui¢dao para a subarea /. Empregando-
se a regra apresentada no capitulo anterior, que a variacao de fluxo ¢ auto-
equilibrada, do equilibrio de forcas segundo um corte vertical passando
pela area /, obtém-se:

2a

Aql.(ZO—a)—2a=O —> Aql:m.

O fluxo final naquela area por efeito da abertura resulta:
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oy 2a _ 40
"= 00-a) (20-a)

Pode-se, entdo, aplicar a condi¢do de estabilidade:

2
i.lss.zoooo.( 21 j . a=10cm.
(20-a) 't 20—-a

3. Breve comentario sobre os painéis curvos.

Os painéis curvos na forma de setores cilindricos, ou cascas de simples
curvatura, quando submetidos a fluxos de cisalhamento possuem maior
resisténcia a flambagem que os painéis planos com mesmas dimensdes
externas. Novamente, a teoria da estabilidade elastica das cascas, aonde se
enquadra os painéis curvos, apresenta complexidade que extrapola os
limites de abrangéncia definidos para este texto.

Em termos sucintos, a relagdio que permite o calculo da tensdo de
flambagem dos painéis curvos pode ser expressa pela soma de uma parcela
relativa a tensdo de flambagem do painel plano de mesmas dimensdes
externas, mais uma parcela envolvendo um segundo parametro K; ¢ um
fator que contém o raio de curvatura do painel em seu denominador:

2
‘, :KE(éj vk EL ®)
r

Em termos de um célculo expedito, quando ndo houver disponibilidade de
abaco que permita uma melhor estimativa, recomenda-se o valor 0,/ para o
parametro K.

4. Analise pos-flambagem.

A ocorréncia de flambagem numa célula de um painel refor¢cado pode
comprometer seriamente a resisténcia do conjunto pela redistribui¢ao de
esforcos a ela associada. Uma estimativa desta redistribuicdo pode ser
importante para a realizacdo de um projeto seguro, no qual mesmo
apresentando flambagem de algumas chapas a estrutura possa suportar a
nova configuragdo de esforcos sem comprometer sua integridade global.
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O tema ¢ aqui introduzido mediante a andlise de uma longarina de asa,
mostrada na Figura 8 e idealizada na sua dimensao longitudinal como um
painel reforcado.

Na mesma figura dois estados de tensdao sdao representados, cada um deles
comuns a todas as células e existentes em duas situagdes distintas:
cisalhamento puro antes de ocorrer a flambagem e um estado de tragdo
simples apds a flambagem.

+ L L | L | L |
T A
1 LST Z/Q 7,

Vi P

Figura 8 — Estados de tensdo pré e pos-flambagem

A intensidade da tensdo de cisalhamento na situacdo pré-flambagem ¢
determinada por equilibrio com a for¢a P aplicada pela relacao:

T =i 9)

*~(ta)

onde ¢ € a espessura da chapa; x e y sdo coordenadas segundo as diregdes
longitudinal e transversal a longarina, respectivamente.

Nesta mesma situacao toda a flexdo ¢ resistida pelos reforcos horizontais,
superior ¢ inferior, conforme indicado na Figura 9, de modo que em cada
um deles a for¢a normal correspondente resulta:

Ft:ﬂ; F{::_ﬂ- (10)
a a
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P

V

Figura 9 — Esforcos resistentes a flexdo

Na situagdo pos-flambagem, o estado de tensdo na chapa se altera para um
regime de tracdo simples, como indicado na Figura 8. A este regime, nas

direcodes de referéncia do painel corresponde um estado de tensao como o
ilustrado na Figura 10.

O A
y
0[
—]—
/ Try O-r
o —

Figura 10 — Estados de tensdo em correspondéncia
As relagdes entre as componentes de tensdo nas duas situagdes podem ser

representadas a partir de expressdes gerais conhecidas dos estados planos
de tensdo:

o,=0,co8’a+0 sen’a+27 senacosa
T, =T, (cos® @ — sen’ar)- (O‘x -0, )sena cosa (11a,b)

No caso em andlise: o,=0,; 7,=0 ¢ s =0. Com essas trés
a+74)

condi¢des determinam-se:

o =0, cos’a; O, =0, sen’d; T =0,SenaAcosSa (12)
x y t Xy t

Como a (9) continua valida mesmo na situagdo pos-flambagem,
substituindo-a nas (12), segue que:
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o - o) :L- o :itana (13)
(ta)sen2a’ ' (ta)tana’ T (ta)

As forgas resistidas pelos reforgos horizontais se alteram em funcdo da
nova condicao de equilibrio que deve ser verificada. A Figura 11 mostra o
novo conjunto de forg¢as envolvidas na situagdo pds-flambagem.

T x ;

| B
t

P

V

Figura 11 — Equilibrio de for¢as na situagdo pos-flambagem
Do equilibrio de forgas indicado na Figura 11, obtém-se:

F:Px_ P : FC:_Px_ P (14)
a 2tanoa a 2tana

Por outro lado, as tensdes o, atuam em planos horizontais da alma da

longarina e acabam por induzir flexdo nos refor¢os horizontais, conforme
procura ilustrar a Figura 12.

Os refor¢cos horizontais podem ser assimilados como vigas continuas
apoiadas nos reforgos verticais € submetidas a for¢a uniformemente
distribuida de valor: o ¢. Os momentos fletores junto as ligagdes com os

reforgos verticais podem ser estimados pela relagdo que fornece o momento
de engastamento perfeito de viga bi-engastada de vao L:

M:% (15)
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J& 0 momento no meio do vao em cada célula pode ser estimado pela
metade do valor determinado pela (15).

Por sua vez, os reforcos verticais recebem forcas de compressao definidas
pelas resultantes da forca distribuida (O'y t) em cada célula

(correspondentes as reagdes de apoio na viga continua); a relacdo seguinte
apresenta o valor dessas for¢as de compressao:

F:O'th (16)

PR PI S O O

( DIUTTTTT L LTTUUrrL | vurr oo vy

l 110t Ttt ) 1rttiett | 11111911 11U

Figura 12 — Solicitagoes nos reforgos provenientes das chapas

Aos reforcos verticais cabe, ainda, uma analise de estabilidade, pois a
depender da intensidade da for¢a F' podera ocorrer flambagem dos mesmos.
Grosso modo, para fins dessa analise os refor¢os podem ser entendidos
como colunas bi-articuladas comprimidas, o que ¢ razoavel quando a
dimensao L for maior do que a dimensdo a, algo como: L >1,5a; caso

contrario, uma relacdo sugerida na bibliografia para a defini¢do do
comprimento de flambagem ¢ a seguinte:

B a
) "

Deve-se também alertar que o regime de cisalhamento puro admitido no
modelo simplificado para a andlise das chapas pressupdoe a
indeformabilidade dos refor¢os, o que ¢ razoavel no regime pre-
flambagem. A deformabilidade dos refor¢os invalida em parte aquela
hipétese e tem como conseqiiéncia mais significativa uma alteracdo no
valor do angulo «a segundo o qual se alinha a tensdo o, no regime pos-

flambagem. Tal dngulo, que inicialmente seria determinado como 45°, tem
seu valor melhor estimado pela seguinte relagdo sugerida na bibliografia:
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tan' o = —~——" (18)

Onde 4, diz respeito a area da secao transversal do reforco horizontal e 4, a
area da secao transversal do refor¢o vertical.

Exemplo 3. Para o painel mostrado na Figura 8 admitam-se os seguintes
dados:

P=5kN; L=30cm; a=40cm; A, =3,5cm*; A, =3,0cm’;t =0,2cm. Além
disso, o momento de inércia do reforco para fins de andlise de sua
estabilidade é: 7 =0,2cm” e o modulo de elasticidade do material tanto da

chapa quanto do refor¢o vale E =7000,0kN/cm’. Pede-se determinar os

esforcos nos reforgos na hipotese de flambagem das chapas e verificar a
estabilidade dos reforcos verticais nesta situacao.

Trata-se, numa primeira etapa, de aplicar as relagdes (14) para determinar

as forgas normais nos reforcos. A pior situagdo corresponde a ligacdo com
a extremidade fixa, para a qual: x =120cm.

Inicialmente, a relagdo (18) fornece:

ta (0,2.40)
- AA” —1+ %2'3’5) - a=42,6’

tL/ (0,2.30)
1+ AAV 1+ A

As relacdes (14) fornecem:

tan* o =

F _Px_ P 5120 Sy
a 2tana 40  2tan(42,6)
po Px_ P 5120 5 oo

a 2tana 40  2tan(42,6)

O momento fletor na altura da ligagdo dos reforcos horizontais com os
verticais determina-se pela (15):
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(O'y t)L _PLltana _ 5.(30)" tan(42,6)
12 12a 12.40

=8,6 kNcm

A forga normal nos reforgos transversais determina-se pela (16):

F=o Li= PLtana _ 5.30.tir(1)(42,6) _3.45kN
a

Para a verificagdo da flambagem, determina-se a carga critica de
flambagem. Nesse sentido, o comprimento de flambagem fica dado pela

(17):
40

R R 7

A carga critica resulta pela aplicagdo da relagdo de Euler:

=25,3cm

2 2
 _ i 1251 7 .7000;0,2 _216kN
L, (25,3)

Como F < P, os reforgos transversais ndo perdem estabilidade.






CAPITULO 4 FLEXO-TORCAO

Neste capitulo o tema da tor¢do ndo-uniforme, ou flexo-tor¢ao, ¢ abordado
em seus aspectos essenciais, uma vez que um desenvolvimento mais
detalhado e rigoroso foge aos limites de abrangéncia propostos para estas
notas.

Na tor¢do livre de barra prismadtica, por hipotese a projecdo da segdo
transversal sobre o seu plano inicial mantém-se invariavel durante a
deformacgdo. Assim sendo, a deformagdo da barra caracteriza-se pelo giro
relativo entre suas secoes transversais, observadas segundo as projegoes
nos seus planos iniciais (giro este de variacdo constante ao longo do
comprimento da barra), e por deslocamentos axiais relativos dos pontos das
segOes, (estes deslocamentos sdo também invaridaveis ao longo do
comprimento). Os deslocamentos axiais constituem o efeito de
empenamento das sec¢des e sdo decorrentes da existéncia de tensdes de
cisalhamento nos seus planos. Observa-se que inexistem tensdes normais
nas sec¢oes, pois na tor¢ao livre o empenamento € irrestrito.

O calculo do empenamento das se¢des submetidas a tor¢do livre (ou
uniforme) e o seu entendimento ¢ importante porque do seu impedimento,
por imposi¢ao de vinculacdo externa, decorre um regime mais geral dito de
tor¢do ndo-uniforme ou flexo-tor¢do da barra. Este regime tem particular
destaque nas barras com se¢des delgadas abertas, sendo sua denominacao
associada a ocorréncia de flexdes de partes da barra, para que se possam
compatibilizar os giros de torcdo das secdes com a restricdo ao
empenamento.

A proposito das conseqiiéncias de eventual restricdo ao empenamento,
mostra-se que nas barras em regime de tor¢do ndo-uniforme fensoes de
flexo-tor¢do, dos tipos: normal e de cisalhamento, sdo induzidas nos planos
das seg¢Oes transversais.

As tensdes normais de flexo-torgdo ndo corresponde uma forca axial
resultante, mas sim um esfor¢o interno auto-equilibrado, denominado
bimomento, que possul a dimensdo de momento multiplicado por
comprimento. E interessante notar que as tensdes normais em questdo
apresentam caracteristica semelhante as tensdes normais do regime de
flexdo pura, as quais também ndo possuem resultante axial e estdo
associadas a um momento (de flexao) na secao.
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Por outro lado, as tensdes de cisalhamento aparecem na flexo-tor¢ao para
equilibrar as variacoes, de se¢do para secdo, das tensdes normais, € sao
adicionais aquelas induzidas na torcao uniforme. Essas tensdes passam a
colaborar, em parte, na resisténcia ao efeito de tor¢ao solicitante, uma vez
que realizam um momento dito de flexo-tor¢do em relacdo ao centro de
torcdo da se¢do. Assim, o momento de flexo-tor¢do compde juntamente
com uma parcela de momento de tor¢do uniforme o momento de tor¢ao
total na sec¢ao.

O desenvolvimento teérico deste capitulo tem por objetivo uma introdugao
ao estudo do regime de flexo-tor¢do. A abordagem inicia-se pela
determinacdo do empenamento na tor¢ao livre. Em seguida, apresenta-se a
equagdo diferencial que permite determinar o giro da secdo e as
componentes de tensdo normal e de cisalhamento no regime de tor¢cao ndo-
uniforme. O tema se completa com a conceituacdo do bimomento. Chama-
se a atengdo para o fato que, ao contrario da tor¢ao livre, o giro por unidade
de comprimento ja nao ¢ mais uma constante na flexo-torg¢ao.

1. Calculo do empenamento em secoes delgadas abertas sob torcao
uniforme

E interessante recordar as condigdes essenciais para que um regime de
tor¢cdo uniforme, ou livre (ou, ainda, de Saint-Venant), ocorra numa barra
prismatica:

- O momento de tor¢do provocado pelo carregamento externo ¢ constante
ao longo do comprimento (dire¢do longitudinal) da barra;

- As se¢des possuem forma invaridvel no seu plano;

- Inexistem restri¢des externas que impecam deslocamentos longitudinais,
ou seja: a livre deformacgdo das se¢des na dire¢do axial da barra.

O momento de tor¢do solicitante impde giro relativo entre as se¢des € uma
distribuicdo de tensdes de cisalhamento nos seus planos. No caso das
se¢Oes delgadas abertas, sabe-se que a tensdo de cisalhamento possui
variagdo linear segundo a dimensdo da espessura da parede, passando por
um valor nulo na linha do esqueleto.

Sendo 7 o momento de tor¢cdo solicitante, a variagdo do giro relativo entre
secOes € a maior tensdo de cisalhamento ao longo da espessura, podem ser
determinados pelas seguintes relacoes:

do , T
dp _ T 1
o TGl W
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T, =I£t=Gtga' (2)

T

Nas relacdes anteriores, G ¢ o moédulo de elasticidade transversal do
material da barra, ¢ € a espessura da parede medida perpendicularmente a
linha do esqueleto e /7 ¢ 0 momento de inércia a tor¢do. Esta caracteristica
geométrica, no caso de secdo aberta de paredes finas, calcula-se mediante a
seguinte relagao:

I, =1 ¢ ds 3)
3l,e.

onde s ¢ uma coordenada com origem (sy) arbitraria sobre a linha do
esqueleto (l.e.) da secdo e a integral indicada ¢ definida sobre todo o
comprimento dessa linha, incluindo-se suas eventuais ramificagoes.

A relagdo (2), em particular, mostra que na se¢do a maior intensidade da
tensdo de cisalhamento ocorre onde a parede € mais espessa.

Considerando-se, portanto, a deforma¢do de uma barra prismatica
submetida a tor¢ao uniforme, um ponto qualquer de uma sec¢do arbitraria
desloca-se com componentes segundo a direcdo tangencial a linha do
esqueleto e segundo a dire¢do longitudinal, paralela ao eixo da barra. A
componente tangencial decorre do giro da se¢do em torno do centro de
rotacdo, ou de tor¢ao. Ja a componente longitudinal € associada ao efeito de
empenamento, nome dado a deformagdo induzida na se¢do transversal pela
existéncia das tensdes de cisalhamento; portanto, a secao deixa de ser
plana. Alids, de um modo geral, sempre que houver tensdes de
cisalhamento no plano da se¢do, sejam elas associadas a flexao ou a tor¢ao,
as se¢Oes inicialmente planas tendem a deixar de sé-lo por efeito do
empenamento1 .

A cinematica construida no que segue tem por base a hipodtese essencial
que os deslocamentos sdo sempre muito pequenos em relacao as dimensdes
da propria secdo.

Restringindo-se, inicialmente, a representagdo geométrica ao plano
indeformado da se¢do, no sentido de caracterizar a componente tangencial
do deslocamento, a Figura 1 mostra um trecho de se¢do delgada aonde se

1 . , . ~ , , .
Na teoria classica de flexdo de barras o empenamento é desprezado, porém assume papel importante na
tor¢do.
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destacam um ponto P arbitrario sobre a linha do esqueleto e sua posi¢do r
em relagao ao centro de rotacao (c.r.) da secao.

Figura 1 — Trecho de secao delgada submetida a tor¢do

Sendo ¢ o giro da se¢ao, medido em radianos, o deslocamento » ¢ do ponto
P possui uma componente v, tangencial a linha do esqueleto em P. Tal
componente pode ser determinada em fun¢cdo do angulo de giro e da
distancia (n) do ponto ao centro de rotagdo, mediante a seguinte relacdo
(decorrente, por exemplo, de semelhanca de tridngulos, indicados na Figura

1):

2 v=ng (4)
r

Uma relacao Util no que segue ¢ a derivada da (4) em relagdao a coordenada
longitudinal x:

ov do ,
— = _— = 5
ox n(s)dx s )

A componente axial do deslocamento, por definicdo associada ao
empenamento, ¢ entdo caracterizada, em termos genéricos, a partir da
consideracdo da distor¢ao induzida pelas tensdes de cisalhamento na secao.
Entretanto, como a componente de deslocamento em questdo se dd na
direcao ortogonal ao plano da secdo, explora-se a reciprocidade das tensoes
de cisalhamento e observa-se a distor¢dao induzida pelas tensdes reciprocas
num elemento infinitesimal, com dimensdes (dx) de comprimento e (ds) de
altura, representado num plano longitudinal, ortogonal ao plano da secao.
Essas dimensdes sdo definidas, respectivamente, segundo a dire¢ao paralela
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ao eixo longitudinal da barra e a diregdo tangencial, paralela ao
deslocamento v caracterizado na (4).

Para emprestar maior generalidade a deducdo, considere-se que tal plano
seja definido arbitrariamente, isto ¢, ndo necessariamente contendo o ponto
P sobre a linha do esqueleto, mas sim outro ponto qualquer (P') na linha
da espessura da parede.

ﬁiqu%%dSﬁ
T y+dvds
ds
' T
%/
4 ds A v+ ﬁﬁldx
/ X
i P dx Jﬁ
—u —F + +
u+du dx
dx
du ds
495
+
dv dx
ds dj
P dx

Figura 2 — Elementos de barra contidos em planos longitudinais

Conforme ilustra a Figura 2, sendo u e v as componentes do deslocamento
do ponto de referéncia (P") segundo as dire¢des longitudinal e tangencial,
respectivamente, e consideradas também suas variagdes no plano, a
distor¢do provocada no elemento ¢ dada por uma relacio de
compatibilidade conhecida:

ou ov
VENA =0T (6)

Passando, agora, a considerar o plano particular que contém ponto P sobre
a linha do esqueleto, porque no elemento infinitesimal correspondente as
tensoes de cisalhamento reciprocas sao nulas, a aplicacdo direta da lei de
Hooke implica em distor¢ao nula. Assim sendo, da (6) conclui-se que:
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ou ov

“__Y 7
0s ox X
Combinando-se a (7) com a (5), e lembrando que u = u('s ), obtém-se:
du do .

%:—n(S)E - u(s)=-¢ SJ;”dS (®)

Note-se que o elemento em consideragdo apenas gira, mantendo-se
indeformado no seu plano, conforme ilustra a Figura 2. Outra observacao ¢
que a ultima relacao ¢ estendida para todos os pontos da espessura, o que €
justificavel por ser muito pequena a sua dimensao.

Ainda da relacgao (8), como: u =u('s ), fica implicito que o empenamento ¢
invariavel com x, uma vez que @' ¢é constante na tor¢do uniforme; além
disso, aquele deslocamento ¢ medido de forma relativa, isto €, entre dois
pontos posicionados na linha do esqueleto pelas coordenadas locais sy € s.
Alids, em razdo do carater relativo do deslocamento axial, a origem s
adotada para a coordenada local tem defini¢do totalmente arbitraria. Por
outro lado, observa-se que a integral que aparece na (8) possui um
significado geométrico claro, conforme mostra a Figura 3.

Figura 3 — Interpreta¢do geométrica da integral de linha

De fato o fator (n ds) representa o dobro da area do setor triangular
elementar (dw) definido entre o lado ds e o centro de rotagdo. Ja a integral
desse fator sobre um determinado trecho de linha do esqueleto define a
chamada drea setorial o do trecho, uma grandeza puramente geométrica.
Assim, a relagdo para o calculo da éarea setorial escreve-se:
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(s )= nds 9)

Outra forma de interesse resulta da combinacao das (9) e (8) com a (1):

u(s)——ia)(s) (10)
Gl

Seja empregando-se a (8) ou, entdo, a (10), entende-se que ao ponto
posicionado na origem s, corresponde um deslocamento axial de referéncia,
em relacdo ao qual se medem os deslocamentos de todos os outros pontos
da se¢do. A parte a origem escolhida para a coordenada local, o calculo da
area setorial depende da distancia n do ponto sobre a linha do esqueleto ao
centro de rotacdo da se¢do. Alias, em relagdo ao centro de rotagdo vale
destacar o comentario que segue.

Uma tendéncia natural para a identificagdo do posicionamento do centro de
rotagdo seria confundi-lo com o centro de cisalhamento da secdo. No
entanto, o centro de cisalhamento ¢ consistentemente caracterizado como o
ponto por onde deve passar a resultante dos fluxos de cisalhamento da
se¢do. Ora, na tor¢cao uniforme nao ha fluxos de cisalhamento e, portanto, o
centro de rotagdo pode ser um ponto qualquer da sec¢do, inclusive o centro
de gravidade, por exemplo. Assim sendo, ¢ mais adequado se referir ao
centro de rotacdo como centro de torgao.

Pode-se mostrar que os resultados obtidos com a relagao (8), ou a (10), para
distintos pontos escolhidos como centros de torcao, diferem entre si de
valores que podem ser interpretados como deslocamentos rigidos de
translacdo. Porém, para ndo deixar indefinida a questdo do posicionamento
do centro de tor¢do e, também, para contemplar o caso da torcao ndo-
uniforme®, mesmo na torcdo livre adota-se para centro de rotagdo o ponto
coincidente com o centro de cisalhamento da secao.

Ha, finalmente, que se adequar uma conveng¢do para a (10), de tal modo
que um sinal positivo indique empenamento no sentido do eixo x de
referéncia, de direcao axial.

Por um lado, em relagdo ao momento de tor¢do solicitante, ele sera
considerado positivo quando seu vetor (dupla flecha) apontar para a se¢ao.
Decorre dessa convencdo que o giro de tor¢ao sera positivo se anti-horario
para um observador olhando a se¢do no sentido do eixo x de referéncia.

2 . . . . ~ ~ .
Mediante o teorema da reciprocidade de Maxwell, pode-se verificar que na tor¢do ndo-uniforme
necessariamente o centro de tor¢do coincide com o centro de cisalhamento.
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Por outro lado, quanto a area setorial, seu sinal sera definido ndo por n, mas
sim pelo sentido de giro, em relagdo ao centro de tor¢cdo, dos vetores
posicao de pontos da linha do esqueleto percorridos seqiiencialmente a
partir da origem da coordenada local s. Como este sentido pode variar de
acordo com o trecho de parede considerado, convenciona-se que a
contribui¢do de um trecho de parede para a area setorial da secdo sera
positiva se o sentido de giro dos vetores posi¢cao de seus pontos for horario
para um observador olhando a se¢ao no sentido do eixo longitudinal x.

Uma vez definida a convencdo de sinais, pode-se escrever a seguinte
relagdo para o calculo do empenamento de qualquer ponto da sec¢do:

u(s)=w(s)p’ ou u(s):GLITa)(S) (11
a,b)

com area setorial determinada pela (9).

Exemplo 1. Determinar a distribuicdo do empenamento da secdo com um
eixo de simetria, representada na Figura 4.

A posi¢do do centro de cisalhamento foi determinada previamente e estd
indicada na figura. A origem da coordenada local s na linha do esqueleto
esta sobre o eixo de simetria.

Admitindo-se que a representagdo da se¢do indicada na figura coincide
com a visdao de um observador olhando no sentido positivo do eixo
longitudinal da barra, a area setorial pode, entdo, ser determinada,
percorrendo-se os trechos de parede e observando-se a convengao de sinais,
atrelada aos giros dos vetores-posi¢ao.

|

|

|

|

|
C.C. /T\ S

|

|

|

|

1

|

|

|

Figura 4 — Secdo delgada aberta de espessura constante
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Portanto, da defini¢do da area setorial deduzem-se as seguintes relagdes:

5
__> a
a(s)= 8a.s p/ OSSSA
__9 . a a 3a
a)(s)——16a +2.s p/ ASss é
a)(s):—gas /—‘/<S<O
g p H <8<

_9 . a 3a a
a)(s)—ga +§.s p/ - ASSS—A

O ponto coincidente com a origem da coordenada local serve como
referéncia ¢ em relagdo a ele medem-se os outros deslocamentos. Por
exemplo, aplicando-se a (11b) para os pontos extremos, nas bordas do
perfil, resultam as seguintes relagdes:

u(3‘%): T 3612
27 GI 16

T 3a°
GI 16

u(_3a2) =

: . ., T 3a’
Conclui-se que o deslocamento relativo entre aqueles pontos é: VYA

t

Uma andlise equivalente pode ser conduzida se outra posi¢do for escolhida
para origem da coordenada local, como, por exemplo, a borda inferior da
secdo, conforme indicado na Figura 4.

Nesta situagao, as relagdes para o calculo da area setorial resultam:

a(s)= p/ 0<s <a

S_a
8

N|Q I\JIQ

a)(s)— (s,—a) p/ a<s <2a
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2
a)(s):—% +%.(S1 —2a) p/ 2a<s, <3a

Tomando-se, entdo, o ponto na borda superior da se¢do, conclui-se que o

: T 3a’ o
deslocamento relativo resulta: u(3a )= ————. Este valor coincide com o

t
deslocamento relativo, entre os pontos de borda, calculado com a origem da
coordenada local na posicao anterior.

J& para o ponto sobre o eixo de simetria, vale o resultado:

T 3a°
3a/ )=~ 2%
u3%) GI 16

Dando-se a todos os pontos da se¢do uma translagdo negativa, de
intensidade tal a anular esse deslocamento do ponto sobre o eixo de
simetria, as mesmas respostas do caso anterior sdao recuperadas.

E importante mais uma vez chamar a aten¢io que os resultados obtidos
com as relagdes (11) sdo sempre de deslocamentos relativos ao de um
ponto arbitrario sobre a linha do esqueleto.

2. Tensoes normal e tensdo de cisalhamento na flexo-torcao. O
momento de flexo-torcao

No regime de flexo-torcdo o empenamento ndo ¢ livre, entretanto
considera-se que a relacdo (1la), que o determina continua valida em
forma, com a ressalva que o giro por unidade de comprimento (¢’) ndo ¢
mais constante, ou ¢’ = ¢'(x)’.

Nessa condicdo também a componente de deslocamento axial resulta
variavel ao longo do comprimento da barra, seguindo dai uma deformagao
axial, definida pela relacao usual de compatibilidade:

ou(x
0x
Considerando-se a relagdo constitutiva da elasticidade linear, ¢ levando-se
em conta a (lla), conclui-se que ao regime de deformagdo acima
caracterizado correspondem tensdes normais:

A justificativa para esses comentarios apresenta-se mais adiante.
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O'ﬁ(x,s):Eg—Z:E P"(x)ax(s) (13)

Essas tensdes sé aparecem no regime de tor¢ao nao-uniforme e, por este
motivo, sao denominadas tensoes normais de flexo-tor¢do; além disso, elas
ndo proporcionam esfor¢os internos (dos tipos for¢a normal ou momento
de flexao) como resultantes nas segoes, pois, se considerado aquele regime
exclusivamente, ndo existem solicitagcdes externas de outra natureza que
nao momento de tor¢ao.

De fato, a condi¢do de resultante nula das tensdes normais na se¢ao
escreve-se como:

(o tds=Eq" [wtds=0 (14 )
o101

A ultima igualdade pode ser satisfeita escolhendo-se para a coordenada
local s uma origem tal que:

[otds=0 (14 b)

Naturalmente, subentende-se que a integral esta sendo realizada sobre todo
o comprimento da linha do esqueleto, incluindo-se suas ramificacdes. A
proposito, € possivel verificar no exemplo 1, desenvolvido no item anterior,
que a origem da coordenada local sobre o eixo de simetria proporciona uma
distribui¢do de areas setoriais na se¢ao que verificam a condigado (14b).

Por outro lado, considerando-se no plano da se¢do dois eixos ortogonais, Y

e Z, em principio com origem arbitraria, momentos de flexdo associados a
o, podem ser assim definidos:

Mzzj‘aﬁytds; MY:jaﬁztds (15 a,b)

Levando-se em conta a (13), obtém-se das relagdes anteriores as seguintes
condigdes para que tais momentos sejam nulos:
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[wytds=0; [wztds=0 (16 a,b)

Pode-se mostrar que as igualdades anteriores sdo satisfeitas se a origem dos
. A . . . . ~ 4
eixos de referéncia coincidir com o centro de cisalhamento da secao .

Assim sendo, no que segue admite-se que o sistema cartesiano de
referéncia no plano da se¢do tem origem no centro de cisalhamento e que a
origem da coordenada local que percorre a linha do esqueleto satisfaz o
requisito de momento estatico setorial nulo da secdo. Além disso, os
exemplos de aplicagdo tratardo preferencialmente de se¢des com um eixo
de simetria, o qual sera adotado para um dos eixos de referéncia no plano
da se¢do; tal escolha implicard que os momentos de inércia serao
principais.

Para equilibrar a variagdo da tensdo normal de flexo-tor¢ao, de ponto a
ponto ao longo da direcdo longitudinal da barra, aparecem tensdes de
cisalhamento, ditas de flexo-tor¢ao, conforme mostra a Figura 5.

Figura 5 — Tensdo de cisalhamento de flexo-tor¢do
Considere-se, entdo, que a resultante da tensao normal atuante na parte S da

area da face do elemento, pertencente a secdo x da barra, seja definida, com
a ajuda da (13), por’:

R, :E(p”.[a)tds (17)

* Na verdade, essas rela¢ées podem ser empregadas genericamente para o cdalculo da posicdo do c.c. em
se¢oes delgadas abertas.
> 5, refere-se a coordenada local do ponto posicionado numa extremidade da linha do esqueleto.
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Segue da (17) que a variagdo da resultante fica dada por:

dR :
c —Eo" [wtds 18
o=Ep I (18)

A relagdo de equilibrio de forgas no elemento, segundo a dire¢ao
longitudinal, resulta:

—R, +(R,+dR, )—-7,tdx=0 — rﬁ:cjg" (19)
X

Ou ainda:

T,(x,5)= W(x)j tds = (())S() (20)

Genericamente, S, :Ia)tds determina o momento estdtico setorial da

parte de se¢do englobada no intervalo definido para a coordenada local,
com inicio a partir da borda (s;) da secao.

Por reciprocidade, a tensdo de cisalhamento de flexo-tor¢do também
aparece no plano da secdo transversal. Nesta situa¢do, porque as tensoes
normais de flexo-tor¢cao sdao uniformes na espessura, também a distribui¢dao
da tensdao de cisalhamento resulta uniforme na espessura. Decorre desta
consideragdo o fluxo de cisalhamento da flexo-tor¢do: ¢q,=7,¢,

determinado a partir da (20) como:
q,(x,s)=E@"(x)S,(s) 21)

Cabe aqui um comentario importante: sendo 7, ndo-nula na linha do

esqueleto, a rigor o calculo do empenamento pela (7) deixaria de ser valido,
pois agora ha distor¢do do elemento num plano longitudinal tangencial a
linha do esqueleto. No entanto, considera-se que essa distor¢ao seja muito
pequena e que o calculo do empenamento pela (11a) resulte
suficientemente aproximado.

Uma vez conceituado o fluxo de cisalhamento da flexo-tor¢do, segue que
em relagdo ao centro de cisalhamento o fluxo realiza um momento de
flexo-tor¢ao, definido pela seguinte relacao:
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M_/t(x) = Iqﬁ n ds (22)

Novamente os limites s; € s, indicam que todo o comprimento da linha do
esqueleto esta sendo percorrido, inclusive suas ramificacdes.

Considerando-se a definicdo do fluxo e também a (20), apds algum
desenvolvimento, pode-se mostrar que’:

M ,(x)=—Eg"(x)[0tds (23)

1

®

A integral que aparece na relagdao anterior define o chamado momento de
inércia setorial da se¢do, sendo representada por: /.

Observa-se, finalmente, que a combinag¢do das relagdes (20) e (23) fornece
outra relacdo util para o calculo da tensao de cisalhamento:

Mﬁ(x).Sw(s)
t(s).1,

T,(x,5)=— (24)

3. A equacio diferencial fundamental da tor¢do nao-uniforme

A depender do tipo de vinculagdo, ao longo de uma barra os regimes de
torcdo uniforme e ndo-uniforme podem se manifestar com intensidades
distintas. Por exemplo, no caso de uma barra em balanco, na qual o
empenamento ¢ impedido na extremidade engastada, o efeito da vinculagao
torna-se menor na medida em que se tomam secOes mais afastadas do
vinculo. Segue que na regido proxima ao vinculo o regime de tor¢ao nao-
uniforme ¢ mais efetivo, enquanto que nas vizinhangas da extremidade
livre predomina um regime de torgdo-livre.

De uma maneira geral, portanto, com boa aproximacao pode-se afirmar que
as tensdes de cisalhamento no plano de uma se¢do arbitraria podem ser

Sy s K
% Em particular usa-se: J.[J. wt ds] nds = —J. @* tds , resultado este obtido mediante integragdo por
0

51 51

partes.
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descritas por uma parcela que ndo depende do empenamento e outra que
depende do empenamento.

Definindo o momento das tensdes de cisalhamento em relagdo ao centro de
torcdo como sendo o momento de tor¢ao total na se¢do (M7), conclui-se que
este momento fica composto por duas parcelas: uma ¢ dada pelo momento
de tor¢ao uniforme (7), enquanto que a outra ¢ representada pelo momento
de flexo-torgdo (My). Vale, portanto, a relagdo:

M,=T+M, (25)

Tendo-se em vista as relagdes (1) e (20), a sobreposi¢do anterior assume a
forma:

M,=Gl,¢'-E@"], (26)
a qual constitui a equagdo diferencial fundamental da flexo-tor¢ao.

No sentido de explicitar a solu¢do da equacdo diferencial fundamental,
reescreve-se a mesma para a seguinte forma:

QWY = (27)

onde: u’ :G%l :

A forma obtida facilita a dedugdo de uma solugdo geral para @', que pode
ser escrita como:

MT

Gl + Acosh(ux)+ Bsenh(ux) (28 a)

¢'(x)=

T

Para fins de imposi¢cdo de condi¢des de contorno interessa, ainda, a relagao
seguinte:

Q"(x)= Aysenh(,u x)+ B,ucosh(y x) (28 b)

As constantes 4 ¢ B dependem das condi¢des de contorno do problema,
observando-se que o empenamento se relaciona diretamente com ¢,

conforme mostra a (11a).
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Por exemplo, seja o caso de uma barra de comprimento L, em balango, com
restricdo ao empenamento na extremidade engastada e sem forga axial
aplicada externamente na extremidade livre (o que implica em tensao
normal de flexo-tor¢do nula). Estando a origem dos eixos de referéncia na
extremidade fixa e explorando as relagdes (11a) e (13), as condigdes de
contorno escrevem-se como:

- 9'(0)=0;
-@"(L)=0.

Impondo as condigdes anteriores, usando as (28), determinam-se:

M M
A=-r. B="1 1on(uL).
T 7 tehlul)

T

Com as constantes obtidas, resultam:

o M, _cosh,u(L—x)

p(x)= GI, {1 cosh(uL) } (292)
wo M, |senhu(L-x)

v (x)= GlI, ;{ cosh(,uL) } (29b)

Claramente a parcela hiperbdlica da relagdao (29a) representa a variagdo
imposta ao giro por unidade de comprimento pelo efeito da restricdo ao
empenamento.

Pode-se obter uma expressdo para o calculo do giro absoluto mediante
integracao da (29a). Neste caso, sendo a se¢ao em x = () impedida de girar,
segue que:

o(x) = M, ot senh,u(L —x) Senh(,uL) (30)
GI pcosh(uL)  pcosh(ulL)

As parcelas de momento de tor¢ao livre ¢ momento de flexo-tor¢ao variam

ao longo do comprimento da barra, sendo que esta diminui na medida em

que se avanca em dire¢do a extremidade livre, devido a redugdo do efeito

de restricdo ao empenamento. Das relagdes (1) e (23), e considerando-se a
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derivada da (29b), pode-se deduzir as seguintes relagdes, que permitem
quantificar cada uma das parcelas:

_cosh u(L—x)
cosh(uL)

cosh u(L — x)
cosh(uL)

T(x)zM{l }Mﬁ(x):M{ } (31 a,b)

Exemplo 2. Para barra indicada na Figura 6, determinar as expressoes para
o calculo das parcelas do momento de tor¢ao, além dos valores maximos
para o empenamento, o giro absoluto e as tensoes de flexo-tor¢ao.

Os dados complementares sobre o material sdo: E=20000kN /cm?;
G=8000kN /cm”.

P
1=0,8 cm = cte. Y

12 cm Z.. | c.g. =c.C.

+— 10cm —+

(vista no sentido do eixo x)
Figura 6 — Barra em balango sob tor¢do nao-uniforme

Usando os dados geométricos da se¢do, calculam-se o momento de inércia
a torcao, a area setorial € 0 momento setorial de inércia:

I, = % [rds= %(0,8)3 (12+20)=546cm*
le.

O diagrama de area setorial resultante estd mostrado na Figura 7, mais
adiante.

5
I, = [ tds=21.[(6.5) ds = 4800cm’
le. -5
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Com os resultados anteriores e as propriedades do material, determina-se:

, GI,  8000.546
# TET T 20000.4800

=0,000455 - x4 =0,0213

Em funcao da vinculacao da barra (fixamente engastada numa extremidade
e livre na outra), podem ser aplicadas diretamente as relagdes (31) para o
calculo das parcelas de momento de torcao:

T(x)=M {1 _ coshu(L —x)} _ 50[1 B cosh0,0213(200—x)}

cosh(uL) 35,41

M (x)=M {cosh,u(L —x)} _ 50[003%10,0213(200—)0}
fi - T =

cosh(u L) 35,41

Tomando-se, em particular, as se¢oes nas extremidades da barra, obtém-se
para cada uma das parcelas:

T(0) = 50| 1 - €0s70.0213 (200-0)1_ 0; T(200)=486kN cm;
35,41
M,(0)= 50[“’”’ 0’03251 Z (1200 - 0)} =50kNcm; M ,(200) =14kN cm

O giro absoluto da secao da ponta do balango calcula-se com a relagdo
(30):

¢(200) =

50 {200 _ senh(0,0213.200)

—_— =0,175rd =210’
8000.5,46 0,0213.35,41

Note-se que a convengdo para o giro positivo ¢ de sentido anti-horario para
o observador olhando a se¢do no sentido do eixo x. Do ponto de vista
contrario, tendo o momento aplicado como referéncia, conclui-se, como
esperado, que o giro calculado concorda com o sentido do momento
aplicado.

Para o calculo do empenamento, emprega-se a relacao (11a), observando-se
que no caso da torcdo ndo-uniforme ¢'=¢'(x). Em primeiro lugar,
particularizando a (29a) para o exemplo em analise, resulta:
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Q'(x)= M, {1 _ cosh (L~ x)} 50 [1 _cosh 0,0213(200 - x)}
GlI,

cosh(uL) | 8000.546 35,41

Pode-se, entdo, generalizar a (11a), u(x,s)=w(s) ¢'(x), para a tor¢do
nao-uniforme. Para o ponto [/ da secdo da extremidade livre
(x=200;s =5), determina-se o seguinte resultado para o empenamento (o

sinal positivo indica deslocamento relativo no sentido do eixo x):
u(200,5)=w(5) ¢'(200)=0,0334cm.

A tensdo normal de flexo-tor¢ao pode ser calculada com a (13). Para o seu
emprego, no entanto, ¢ necessaria a expressao para ¢"(x ), dada pela (29b).

Segue, portanto, que:

" MT hull —
R e

o }m

T

Naturalmente, os pontos mais solicitados a tensdo normal estardo na secao
pertencente a extremidade fixa e, nela, serdo aqueles com maior area
setorial associada. Assim sendo, os resultados que seguem dizem respeito
aos pontos 1, 2, 3 e 4 (indicados na Figura 6) da se¢ao do engaste fixo.

&, =20000. — >0 00213 Senh0,0213(200)}.30 ~14,6 kN / cm’
- 8000.5,46 3541
&,,=20000.— 00,0213 senh0,0213(200) (=30)=—14,6 kN / cm’
8000.5,46 3541
o,, =146 kN /cm’
o, =—14,6 kN /cm’

A tensdo de cisalhamento da flexo-tor¢ao ¢ dada pela relacao (24):

M, (x).S,(s)
t(s).1,

Tﬁ(‘x’s) =

Recuperando a definicio do momento estatico setorial: S (s ):J.a)tds,

5]

observa-se que a integral indicada deve ser feita de um ponto (s;), na borda,
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para o interior da se¢do, até o ponto de interesse. Geometricamente, a
integral representa a area sob o diagrama de area setorial. No caso deste
exemplo, o percurso de integracdo ¢ contrario ao percurso usado para
definir o valor da area setorial e, em razdo disto, tem-se a seguinte
adequagdo de sinal e limites de integracgao:

Sw(s):—J.Gstds p/ 0<s<5
5

Em particular: S (0)=60cm".

Na Figura 7 ilustram-se os diagramas de 4rea e momento estatico.

12

Figura 7 — Diagramas de drea e momento estatico setorial

O méaximo valor para esta tensdo encontra-se na se¢cdo do engaste fixo,
porque ali se encontra 0 maior momento de flexo-tor¢do, e no ponto de
maior momento estatico setorial. Em modulo, os pontos posicionados nas
origens das coordenadas locais s e s;, mostrados na Figura 6, possuem os
mesmos valores extremos:

50.60

——— =078 kN / cm’
0,8.4800

‘Tﬁu‘ =

4. O bimomento

As tensdes de flexo-tor¢do sdo auto-equilibradas, uma vez que ndo
proporcionam esfor¢o interno resultante dos tipos for¢a normal ou cortante.
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Considerando-se, por outro lado, uma situagdo mais complexa de
solicitacdo externa, tal que combine for¢a normal, flexdo obliqua e tor¢ao
nao-uniforme, num ponto qualquer de uma se¢do arbitraria da barra
aparecem parcelas de tensdo normal associadas a for¢a normal, ao
momento de flexdo e a flexo-torcdo. Assim, por exemplo, numa
representagdo geral, a tensdo normal num ponto sobre a linha do esqueleto,
para a secao posicionada em x, fica determinada por:

N M
o(x,y,z,s)=r—*+t—=y+
(x,y.2,5) IV

z y

y

zto,(xs) (32)

onde x, y e z referem-se as coordenadas do ponto em relagdo a um
referencial global (neste referencial Y e Z sdo eixos principais de inércia da
se¢do), /. e I, sio os momentos principais de inércia, 4 € a area da secdo, M.
e M, sdo as componentes do momento de flexdo obliqua.

E possivel, no entanto, dar a parcela de tensdo normal de flexo-tor¢do, na
(32), uma representacao semelhante as outras parcelas. Para isso, introduz-
se a definicao do bimomento (B):

B(x)zs_foiﬂ(x,s)a)(s)tds (33)

O bimomento possui a dimensdo de momento multiplicado por uma
distancia. Nesse particular, ha aqui uma analogia que pode ser construida
entre o conceito de bimomento ¢ o de binario de forcas. Este ¢ definido
pelo produto entre a intensidade atribuida a forgas paralelas pela distancia
entre elas, j& o bimomento pode ser interpretado como o produto entre a
intensidade atribuida a momentos atuantes em planos paralelos pela
distancia entre os planos.

Voltando a consideracdo da relagdo (33), substituindo-se nela a (13), e
ainda introduzindo uma conveniente mudanca de variavel (dA4 =tds) para

melhor indicar a integragdo na area 4 da secao, obtém-se:

B(x)=E"(x)| o d4 (34)

Reconhecendo, na relagdo anterior, o momento setorial de inércia da se¢ao
(/,), e multiplicando-se ambos os lados da igualdade pela é4rea setorial

associada ao ponto arbitrario no qual se deseja determinar a tensdo normal
de flexo-torcao, obtém-se:
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O'ﬁ(x,s):%x)a)(s) (35)

2]

A relagdo (35) apresenta a forma procurada para o emprego na (32).

E importante observar que a (33) admite uma representagio mais geral. De
fato, sendo verificadas as condi¢des impostas pelas relagdes (14) e (16),
sobre o posicionamento dos eixos de referéncia e a origem da coordenada
local na se¢do, a definigdo do bimomento pode ser escrita como fun¢do da
tensdo normal total (o), expressa na (32). Assim sendo, de forma
equivalente a (33), vale a seguinte relagdo:

B(x)= j o(x,s)axs )tds (36)

Nota-se, ainda, que uma estimativa numérica da ultima integral pode ser
feita mediante a seguinte somatoria:

B(x)=Y0(x.s,)a(s )1, As, (37)

onde fica subentendido que a secdo foi discretizada num numero (n)
suficientemente grande de pontos, a cada um dos quais correspondem
valores de tensdo normal e &rea setorial, além de uma pequena area
adjacente definida por: 7, As,. Nessa forma, o produto o(x,s, )¢, As, pode

ser interpretado como uma for¢a concentrada P; atuando num ponto de
discretizacdo da secdo. Assim sendo, a somatoria da (37) pode ser indicada
por:

B=YPw (38)

i
i=1

onde @, =aw(s,). Essa concep¢do numérica permite introduzir a idéia

inversa que um bimomento pode ser associado a um dado conjunto de
forcas axiais aplicadas em pontos de uma secao de extremidade da barra,
aos quais correspondam areas setoriais w;. Portanto, uma vez determinado
tal bimomento e observada sua relagdo com o giro de tor¢cdo da secdo,
expressa pela (34), conclui-se que forgas externas axiais podem provocar
giro de tor¢do na secdo. Trata-se de um aspecto ‘dual’ ao fato que um
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momento de tor¢do pode provocar empenamento (ou deslocamentos axiais)
nas secoes.

H4, naturalmente, um sinal para o bimomento. Analisando,
particularmente, a relagdao (38), o sinal depende da combina¢do dos sinais
de P; e w; ( o sinal da for¢a serd positivo quando de tragdo sobre a se¢do).

Por outro lado, o bimomento guarda uma relacio com o momento de flexo-
torcao definido pela (23). De fato, tomando-se a primeira derivada da (34)
em relagdo a coordenada longitudinal x, e comparando-a com a (23), pode-
se facilmente concluir que:

M =_B' (39)

St

A relagdo anterior permite estender o estudo anterior, restrito as situagdes
de momento de tor¢do constante na barra, para o caso de barra submetida a
solicitagdo externa caracterizada por torcdo varidvel ao longo do
comprimento. Neste caso, a equacdo diferencial do problema da torcao
nao-uniforme de barra prismatica, representada pela (26), assume forma
mais geral:

d0) Gy o dlEG"L)
dx dx

(40)

Levando-se em conta tanto a definigdo do bimomento dada pela (33)
quanto sua relacdo com o momento de flexo-torcdo expressa na (39), a
equacao diferencial passa a ser escrita como:

M

) _ ) ) (1)
dx

A parcela a esquerda da igualdade representa a carga de tor¢do distribuida

m=m(x), definida de tal modo a caracterizar uma variacdo continua da

torcao ao longo da barra, isto ¢:

dM, = mdx (42)

A solugdo geral da equagdo (41), para o caso de m constante, tem a forma:

B(x)=C, senh( ux)+C,cosh(ux)+—= (43)
Y7
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As condi¢des de contorno devem, agora, ser expressas em funcdo do
bimomento. Nesse particular, interessa também a seguinte relagao:

B'(x)=C, pcosh(ux)+C, usenh( ux) (44)

O proximo exemplo ilustra uma aplicagdo que envolve o célculo do
bimomento.

Exemplo 3. A barra indicada na Figura 8 esta solicitada na extremidade
livre por um sistema auto-equilibrado de forgas axiais, que configura um
bimomento externo naquela se¢do. Determinar as expressoes para o calculo
das parcelas do momento de tor¢ao, do bimomento ¢ dos valores maximos
para o giro absoluto, o empenamento ¢ as tensoes de flexo-tor¢cao. Os dados
complementares  sobre o  material  sdo: E=20000kN /cm’;

G=8000kN /cm”.

.S
—+ ZF ————— T‘ —————— 11

|

|

|

|

|

|

t=0,8 cm = cte.

—

12 cm Z, | c.g.=c.c.

4+— 10cm —+
(vista no sentido do eixo x)

Figura 8 — Barra em balango sob bimomento

Inicialmente, usando os dados geométricos da se¢do, calculam-se o
momento de inércia a tor¢do, a area setorial € o momento setorial de
inércia, cujos equacionamentos sao os mesmos do exemplo anterior:

I, =% [rds= %(0,8)3 (12+20)=546cm*
le

I, = [ tds=21.[(6.5) ds = 4800cm’
le. -5

Pode-se determinar, também, o seguinte resultado:
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, GI

_8000.5,46
==

EI, 20000.4800

=0,000455 - x4 =0,0213

Para a determinagdo do bimomento ao longo da barra, emprega-se a
solucao geral dada pela (43), a qual assume a seguinte forma em fungao
dos dados do exemplo:

B(x)=C, senh(0,0213.x )+ C, cosh(0,0213.x)
Uma relagao util no que segue ¢ a (44), particularizada para este caso:

B'(x)=C,0,0213.cosh(0,0213.x )+ C, 0,0213.senh(0,0213.x )

Em fung¢do da vinculacdo da barra (fixamente engastada e em balango),
devem ser impostas as seguintes condi¢cdes de contorno:

e Na extremidade livre, em razdo da existéncia das forcas axiais
aplicadas, o bimomento deve coincidir com o bimomento aplicado.

Para aplicagdo dessa condigdo ¢ necessario determinar o valor do
bimomento na extremidade livre. Neste sentido, emprega-se a relagao (38):

4
B(200)=> P o, = 4.50.30 = 6000 kNcm.cm

e Na extremidade fixa o empenamento ¢ impedido. Assim sendo,
considerando-se a relagdo entre o empenamento e @' (relagdo (10)),

e deste com o momento de tor¢do livre T (relagdo (1)), segue que:
u(0)=¢'(0)=T(0)=0. Tendo-se em vista, ainda, que 0 momento
de tor¢do na se¢do ¢ constituido de duas parcelas, sendo, neste caso,
uma delas nula, resulta que: M, (0)=M ,(0). Finalmente, com a

(37), conclui-se que: M .(0)=-B'(0).
As duas condigdes proporcionam o seguinte sistema:
C, senh(0,0213.200) + C, cosh(0,0213.200) = 6000
C,0,0213¢osh(0,0213.0)+ C, 0,0213 senh(0,0213.0) =0

A solugdo do sistema fornece:
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C =00, C,=1695.

1
Assim sendo, para o bimomento escreve-se a seguinte solucgao:

B(x)=169,5.cosh(0,0213.x)

Os valores nas secoes das extremidades sdo:

B(0)=169,5kN cm.cm; B(200)=6000kNcm.cm

A parcela de momento de flexo-tor¢ao resulta:

M ,(x)=-B'(x)=-3,6.senh(0,0213.x)

Os valores limites sdo:
M,(0)=00kN.cm; M ,(200)=-127,4 kN.cm

A parcela de tor¢do livre ¢ simplesmente igual a parcela do momento de
flexo-tor¢ao com sinal trocado; portanto, seus valores limites resultam:

T(0)=00; T(200)=1274 kN.cm

Para o célculo do giro absoluto da secdo da ponta do balanco, parte-se da
relagdo (34), reproduzida na forma:

x)=
(D(X)—EI B(x)

[0

Integrando-se uma primeira vez, obtém-se:

Q'(x)= ﬁ[7957,7. senh(0,0213.x)] + C,

«

o(x)= ﬁ[373603,1.c0sh(0,0213.x)] +C,x+C,

2]

As novas constantes de integracdo podem ser determinadas pelas
condicoes:

9'(0)=0¢e¢ ¢(0)=0.
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Segue que: C, =0,0, C, =-0,00389.
Para o giro na extremidade do balango resulta:
»(200)=0,1378rd =7,9°.

O empenamento pode ser determinado com a relacao:
u(x,s)=aw(s) ¢'(x)

Para o ponto / da secao da extremidade livre (x =200,s =5), determina-se

o seguinte resultado para o empenamento (o sinal positivo indica
deslocamento relativo no sentido do eixo x):

u(200,5)=w(5) ¢'(200)= 0,09 cm.
A tensdao normal de flexo-tor¢ao pode ser calculada com a (35):

o"ﬁ(x,s):%x)a)(s)

[0

Os pontos mais solicitados a tensdo normal estardo na se¢do com maior
bimomento e, nela, serdo aqueles com maior area setorial associada. Assim
sendo, os resultados que seguem dizem respeito aos pontos 1, 2, 3 ¢ 4
(indicados na Figura 8) da se¢do da extremidade livre.

o, = m.30; 375kN / cm’
‘ 4800

O, = @.—302 —37,5kN / cm’
' 4800

o, 2315 kN /cm’
0, ==375kN/cm’

A tensdo de cisalhamento da flexo-tor¢ao ¢ dada pela relacao (24):

M, (x).S,(s)
t(s).1,

Tﬁ(‘x’s) =
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O méaximo valor para esta tensdo encontra-se na secao da extremidade
livre, porque ali se encontra 0 maior momento de flexo-tor¢do, e no ponto
de maior momento estatico setorial. Em modulo os pontos posicionados nas
origens das coordenadas locais s e s;, mostrados na Figura 8, possuem os
mesmos valores extremos. Analogamente ao exemplo anterior, tem-se
nesses pontos: S, (0)=60cm*. Finalmente:

‘Tﬁlz‘ _127.60 ~0,2 kN / cm’
' 0,8.4800

Exemplo 4. A barra indicada na Figura 9, de comprimento 300 cm, esté
fixamente engastada na extremidade a qual esta atrelado o sistema de
referéncia. Na extremidade livre atua uma for¢a concentrada axial de valor
100 kN. Pede-se determinar o valor do giro na extremidade livre e as
tensdes normais na se¢ao fixa.

Dados complementares do material: £=20000kN /cm”; % =0,36.

“+—10cm —+
2 1

—|~—1=0,5 cm = cte.

7 <—0 20 cm
'Y
4 3 |
—+—10cm —+

(vista no sentido do eixo x)

Figura 9 — Barra sob for¢a concentrada axial

Inicialmente, com os dados geométricos da se¢ao, calculam-se o0 momento
de inércia a torcao, a area setorial e 0 momento setorial de inércia.

Para o momento de inércia a torc¢ao resulta:
1, 1 ; s
I =3 [rds= 5(0,5) (10 +10+20)=1,667cm
le.

Para a area setorial, pode-se, em principio, adotar para origem local o ponto
O indicado na Figura 9, que coincide com o c¢.g. € o c.c. da se¢do. Neste
caso, obtém-se o diagrama de area setorial ilustrado na Figura 10, a
esquerda.
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100V 75 V 25

Figura 10 — Diagramas de area setorial

Entretanto, o diagrama obtido ndo satisfaz a condigao: Ia)tds =0 e, assim

le.

sendo, a origem escolhida para a origem local ndo ¢ adequada. Como os
valores de 4rea setorial correspondentes a duas origens distintas para a
coordenada local diferem entre si de uma constante, pode-se escrever que:

o=0+Couw=0-C

onde @ indica a nova area setorial que atende a condigao: j@tds =0.

le.

Segue o desenvolvimento:

ja)tds
= _ _ — — Le.
l{a)tds—l{(a) Cltds=0 — C fids

le.

Claramente I wtds representa a area sobre o diagrama de area setorial e,

le.

portanto:

oo 10010 ¢ _
2 20

Resulta que o novo diagrama de 4rea setorial ¢ obtido do anterior
descontando-se o valor de C calculado. A Figura 10, a direita, ilustra o
novo diagrama.

O momento setorial de inércia determina-se pelo  seguinte
desenvolvimento:
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10
I, =@ tds=25"1.20+2.[(10.5—25)".t.ds = 208333 cm"
l.e. 0
Com os resultados anteriores, calcula-se:
e G, _ 0,36. 1,667 ~ 0,0054
EI, 20833,3

Para a determinagdo do bimomento ao longo da barra, emprega-se a
solucao geral dada pela (43), a qual assume a seguinte forma:

B(x)=C, senh(0,0054.x )+ C, cosh(0,0054.x )
Uma relagdo util no que segue ¢ a (42):
B'(x)=C,0,0054.cosh(0,0054.x ) + C, 0,0054.senh(0,0054.x )

Em fun¢do da vinculagdo da barra (fixamente engastada em balango),
devem ser impostas as seguintes condi¢cdes de contorno:

e Na extremidade livre, em razdo da existéncia das forcas axiais
aplicadas, o bimomento deve coincidir com o bimomento aplicado.

Para aplicagdo dessa condicdo € necessario determinar o valor do
bimomento na extremidade livre. Neste sentido, emprega-se a relagdo (38):

B(200)=P. w, =—-100.-25 = 2500 kNcm®

e Na extremidade fixa o empenamento ¢ impedido. Analogamente ao
exemplo anterior, conclui-se que: M, (0)=-B'(0)=0.

As duas condigdes proporcionam o seguinte resultado:
C =00, C,=95272
Assim sendo, para o bimomento escreve-se a seguinte solugao:

B(x)=9522.cosh(0,0054.x)
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Para o calculo do giro absoluto da secdo da ponta do balanco, parte-se da
relagdo (35), reproduzida na forma:

P ()= B(x)

2]

Integrando-se uma primeira vez, obtém-se:

Q'(x)= ﬁ [1763333.5enh(0,0054.x )] + C,

[2]

o(x)= ﬁ[32654321.cosh(0,0054.x)] +Cx+C,

[0}

As novas constantes de integracdo podem ser determinadas pelas
condigoes:

?'(0)=0¢ ¢(0)=0.
Segue que: C, =00, C, =-0,0784.

Para o giro na extremidade do balango (o comprimento da barra ¢ 300 cm)
resulta:

0(200)=0,1274rd =7,3".
A tensdao normal de flexo-tor¢ao pode ser calculada com a (35):

O'ﬁ(x,s):@a)(s)

[0

Escolhendo-se, em particular, o ponto coincidente com o c.g. da secdo da
extremidade fixa, determina-se:

O, = 952,2 (-25)=—114kN / cm’
208333

A tensao normal total no mesmo ponto € obtida sobrepondo-se os efeitos da
for¢ca normal aplicada (P) e da flexo-torgao:

O'(S):—§+O'ﬁ(s)
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’ ~ . 2 .
A érea da secdo transversal possui valor: 20 cm”. Assim sendo, resulta:

o=—614kN/cm’



CAPITULO 5 NERVURAS E O EFEITO DE ABERTURAS EM ASAS

1. Introducao

Este capitulo vem complementar a abordagem simplificada, inicialmente
desenvolvida quando se tratou da determinacao dos fluxos de cisalhamento
nas chapas ¢ das forgas axiais nos refor¢os de arranjos que compdem as
estruturas das asas e fuselagens. Tal abordagem teve continuidade na
analise de painéis reforcados. Trata-se, agora, da andlise das nervuras de
asas ¢ do efeito de aberturas inseridas nas cascas de revestimento das asas
sobre a distribui¢do dos fluxos de cisalhamento e for¢as axiais nas barras
de reforco longitudinal.

A Figura la mostra um trecho de asa e os elementos estruturais que a
compdem, com destaque para a nervura (‘rib’), as longarinas (‘spar’) e as
barras de reforgo (‘stringer’).

Revestimento:
casca

Nervura
(rib)

Barra de reforgo
(stringer)

reforgos

i

Figura 1 — Trecho de asa com nervura

As nervuras sdao elementos que contribuem para a estabilizacdo das
longarinas e barras de refor¢o; de fato, elas introduzem um travamento
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transversal sobre aqueles elementos, diminuindo seus ‘comprimentos de
flambagem’; estes passam a ser definidos pelas distancias entre nervuras.
Além disso, as nervuras podem receber for¢as concentradas aplicadas no
seu plano.

Esquematicamente, as nervuras podem ser idealizadas como painéis
reforcados, de contornos curvos, como ilustrado na Figura 1b. Naquela
ilustracao, os reforgos verticais indicados decorrem da intersec¢ao do plano
da nervura com as almas das longarinas; ja os reforcos de contorno
resultam da intersec¢do com as cascas de revestimento. Na mesma figura
mostram-se, também, alguns pontos em negrito que resultam das
idealizagOes tanto das cantoneiras que formam as mesas das longarinas e
das secOes transversais das barras longitudinais de refor¢o, quanto da
parcela de resisténcia a tensdo normal das longarinas e cascas de
revestimento.

Por outro lado, a Figura 1¢ mostra um esquema da secdo transversal de
uma longarina, com destaque para as mesas formadas por cantoneiras.
Observando-se as longarinas num trecho entre nervuras, elas também
podem ser representadas no seu plano na forma de um painel reforgado.

2. Analise simplificada de nervura
O primeiro exemplo trata da andlise de uma nervura que foi posicionada

em determinada secdo da asa para receber forgas externas concentradas
aplicadas no seu plano.

Exemplo 1. Determinar os fluxos nas células e as forgas normais nos
refor¢os da nervura idealizada ilustrada na Figura 2.

q12

1
T
‘X q31 j(:cm 32 cm

L 12kN I

1 15kN
+30cm + 30cm +

Figura 2 — Nervura idealizada

Entendendo, por um lado, a nervura como um elemento inserido na asa e
ligado ao restante da estrutura, as forcas concentradas nela aplicadas sdo
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transmitidas pelas suas bordas para as cascas de revestimento e, a direita,
para a alma da longarina. Por esse motivo, quando se considera a nervura
isolada do sistema, para fins de sua analise estrutural, o diagrama de corpo
livre deve indicar ndo somente as forcas aplicadas no seu plano, mas
também os fluxos recebidos nas bordas, por efeito de reacao das cascas de
revestimento e da alma da longarina.

Tais fluxos sdo admitidos como constantes entre os pontos de refor¢o que
idealizam as areas resistentes a flexdo; suas resultantes horizontais e
verticais devem ser tais a estabelecer um sistema em equilibrio com as
forcas concentradas aplicadas. Portanto, para a determinacdo dos fluxos
valem as seguintes condi¢des de equilibrio em forgas:

—60.g,, +60.q,, =12
-30.q,,+30.q,, =15

Nota-se que os valores que aparecem multiplicando os fluxos referem-se as
projecdes horizontais das distancias entre os pontos extremos dos trechos
aonde se definem cada um deles.

Pelo equilibrio dos momentos das for¢as em torno do ponto 3, resulta:

2.950.g,, +2.(500 +950).¢,, =15.30

Neste caso, aplicou-se a definicdo conhecida do momento de um fluxo em
relagdo a um ponto: multiplicacdo do fluxo por duas vezes a area definida
entre o ponto de referéncia e os pontos extremos do trecho aonde se define
o fluxo.

A soluc¢do do sistema formado pelas relagdes de equilibrio fornece:

q, =—0,027kN/cm; q,,=0]173kN/cm; q, =-0,327kN/cm.

Uma vez determinados os fluxos nas bordas ¢ possivel passar ao célculo
dos fluxos em cada célula, bem como das for¢as normais nos reforgos.
Uma observacdo importante, neste sentido, € que a existéncia dos fluxos
nas bordas impde variacdes sobre os fluxos no interior de cada célula; por
conta dessa variagdo, opta-se por determinar os valores dos mesmos nas
regioes de fronteira entre células.

Assim, por exemplo, o diagrama de corpo livre da célula situada na ponta
da nervura, isolada do restante da estrutura mediante um corte transversal
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imediatamente a esquerda do reforco (2-4), esta ilustrado na Figura 3.
Destaca-se, neste diagrama, a indicagcdo das forcas normais nos reforgos,
cujos sentidos foram adotados, a partida, de modo a equilibrar os
momentos dos fluxos de cisalhamento, considerando-se um ponto arbitrario
no interior da célula.

Figura 3 — Parte da nervura idealizada

Em particular, tomando-se como referéncia um ponto situado, por exemplo,
na parte central do trecho aonde atua ¢g;, as componentes horizontais das
forcas normais no reforco de contorno compdem um binario que deve
equilibrar o momento dos fluxos. Por simetria, essas forgas sdo iguais,
valendo, entdo, a seguinte relagao:

P.30=0,1732.500 — P =577kN.

As correspondentes componentes verticais podem ser determinadas por:

P =P.tg(15) =154 kN.

Consequentemente, as forgas normais tangenciando os refor¢os na posicao
do corte realizado resultam:

P=./P’+ P =6,0kN.

O fluxo q; pode, entdo, ser determinado considerando-se a resultante das
forgas verticais:

q,-30+2P =0,173.30 — ¢q,=0,07kN/cm.

Na Figura 4, mostra-se o diagrama de corpo livre da parte de nervura
situada a esquerda do reforgo vertical 5-6.
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0,027
;5%/ P
'\ 490 cm? T
q, 32 cm
460 cm? . Jﬁ
\16% P

T >
0,173
Figura 4 — Parte da nervura idealizada

As forgas normais Ps e Py (iguais) nos reforcos de contorno, sdo, agora,
horizontais. A forga Ps, por exemplo, pode ser determinada tomando-se os
momentos das for¢as com relagdo ao ponto 6. Resulta, portanto, que:

P32 =-0,027.2.490 + 2.(500 + 460).0,173
P, =9,55kN.

Por outro lado, do equilibrio de for¢as na vertical obtém-se:

32.4,=0,173.31-0,027.1
q,=0,1667kN/cm

Na Figura 5, mostra-se o diagrama de corpo livre da parte de nervura
situada a esquerda do reforgo vertical 1-3.

Nota-se que, neste caso, apesar da simetria geométrica ndo ha mais simetria
de forgas, o que induz for¢as normais diferentes nos refor¢os de contorno.

0,173 TIS KN
+ 30cm + 30cm +

Figura 5 — Parte da nervura idealizada
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Em primeiro lugar, o momento das forcas em relagdo ao ponto 3 resulta:

~0,027.2.950 +2.(500 + 950).0,173 -15.30 - P,.30 =0
P, =0,0133 kN.

A componente P,; resulta muito pequena e pode ser desconsiderada.
Do equilibrio de forgas na horizontal, calcula-se:

(0,173+0,027).60— P, + P, =0
P, =12 kN.

Segue que:

P,=P,.1g(15)=3,216 kN.

Consequentemente, a forca normal (de compressao) no refor¢co de contorno
na altura do ponto 3 resulta:

P=.[P+ P =12,4kN.

Finalmente, por equilibrio de forcas na vertical, determina-se:

30.g,=-15+0,173.30+3,216
q, =—0,22kN/cm.

3. Efeito de aberturas no revestimento das asas

O exemplo deste item pretende ilustrar o efeito de aberturas ou vazios,
introduzidos nas asas, sobre os fluxos de cisalhamento nas chapas que
compdem tanto a casca revestimento, quanto as almas das longarinas e das
nervuras. Estuda-se em particular o caso de fluxo provocado por tor¢ao.

Além das hipdteses simplificadoras usuais relativas aos comportamentos
das chapas e refor¢os, admite-se que os efeitos de uma abertura numa
célula da asa (parte limitada por pares de longarinas e nervuras) se limitam,
de modo mais significativo, as células vizinhas. Por este motivo, o exemplo
apresentado considera um trecho de asa contendo trés células com abertura
na c¢lula central.
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Exemplo 2. A Figura 6 ilustra um arranjo estrutural simplificado de asa
compreendendo trés células, sendo que a intermediaria apresenta uma
abertura (auséncia de revestimento) na sua parte inferior. O conjunto esta
submetido a tor¢ao.

Figura 6 — Trecho de asa com abertura inferior

Uma avaliacgdo inicial, e que ajudard no entendimento do efeito da abertura,
consiste em determinar os fluxos nas chapas, por efeito da torcdo, na
hipdtese de inexisténcia de abertura. Nesta condi¢do a andlise se resume ao

calculo do fluxo por tor¢do em secao fechada de uma célula, conforme
indica a Figura 7.

J—
S
S
)
>

Figura 7 — Fluxos por tor¢do em se¢do fechada
A relagdo de equivaléncia, ja deduzida em capitulo anterior, fornece:

g.24=1000 - q=—29 _ 63125 kN /em
2.80.20

Portanto, na auséncia de aberturas tanto as chapas de revestimento quanto
as das almas das longarinas ficariam submetidas a fluxos de iguais
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intensidades. Além disso, a analise do equilibrio dos reforcos longitudinais
permite concluir que os mesmos nao ficariam solicitados por forgas
normais.

Na situagdo com abertura, as células passam a apresentar rigidezes a tor¢cao
distintas. De fato, as células 1 e 3 permanecem com seg¢des transversais
fechadas e, por este motivo, apresentam grande rigidez a torcdo. Ao
contrario, a abertura introduzida na célula 2 confere as suas secdes
transversais uma rigidez a torcdo muito inferior em comparacdo com a
secdo fechada. Entre as células fechadas, portanto, configura-se um trecho
de asa caracterizado por se¢des transversais abertas. Entretanto,
independente da rigidez relativa das cé€lulas, a tor¢do deve se transmitir ao
longo da asa e o mecanismo responsavel por esta transmissao na célula 2 ¢
a flexao induzida nas longarinas, conforme indica a Figura 8.

Figura 8 — Flexdo das longarinas induzida pela tor¢do na célula 2

De fato, idealizando o trecho central como uma barra de se¢do delgada
aberta, o regime que se estabelece ¢ o de flexo-tor¢do, uma vez que o
empenamento ¢ impedido nas se¢des de extremidade do trecho pelas
células fechadas adjacentes. Conforme visto no capitulo anterior, a flexo-
torcdo em barras de secdo delgada aberta se caracteriza por flexdes de
partes da se¢do, as quais aparecem de modo a compatibilizar o
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impedimento ao empenamento como giro de torcdo. Neste exemplo,
porém, a abordagem do fend6meno ¢ propositadamente simplificada.

O que essencialmente se deseja enfatizar ¢ a flexdo assimétrica das
longarinas por efeito do giro relativo entre as se¢des das extremidades da
célula 2 (supostamente muito pequeno e, por este motivo, a deformacao ¢
representada desconsiderando-se o empenamento longitudinal). Tal flexao
caracteriza-se pelo aparecimento de momentos solicitantes iguais nas
extremidades e por um ponto de inflexdao, ou de mudanga de curvatura, na
secdo central da célula.

Porque, por hipotese, somente os reforcos longitudinais sdo capazes de
contribuir para a resisténcia a flexdo, os momentos associados a flexdo de
cada longarina ficam caracterizados por binarios formados por forcas
normais P, como ilustra a Figura 8'. Como as flexdes nas duas longarinas
sdo invertidas, os esfor¢cos correspondentes em cada uma delas resultam
também invertidos, comparativamente.

Ao mesmo tempo, nas almas das longarinas aparecem fluxos de
cisalhamento ¢;; as for¢as normais P nos reforcos e os fluxos ¢g; devem ter
intensidades tais a verificar o equilibrio de momentos no plano longitudinal
da longarina.

Nota-se que a chapa de revestimento superior, da célula com abertura,
resulta sem fluxo, pois sua existéncia seria incompativel com o equilibrio
de forcas da secao aberta submetida a tor¢cdo. No confronto com a secao
fechada, conclui-se que a abertura na célula central induz fluxos de
cisalhamento que se restringem somente as chapas que compdem as almas
das longarinas.

Considerando-se, portanto, uma sec¢ao transversal da célula com abertura,
os fluxos ¢g,, nas duas longarinas, devem produzir um momento equivalente
ao momento de tor¢do aplicado:

¢,.20.80=1000 .. g, =0,625kN/cm

As intensidades das forcas normais P nos refor¢os ficam determinadas pelo
equilibrio de momentos no plano longitudinal da longarina ():

2P.20=¢,.20.150 .. P=46,875kN

1 ~ . .
Na flexo-tor¢do o par de momentos caracterizados quando se observam as duas longarinas configura
um bimomento.
*. 77 . . /4 \ ~
() O equilibrio do reforgo isolado também leva a mesma conclusdo sobre o valor de P.
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Passando a célula 3, a andlise do seu equilibrio permite determinar os
fluxos nas chapas que a formam.

Figura 9 — Forg¢as nos reforgos e fluxos nas chapas da célula 3

A Figura 9 ilustra as forgas e fluxos envolvidos nessa analise (estes com
sentidos arbitrarios). O equilibrio de um dos reforgos fornece:

(¢,-¢,).150=P . (q,—¢,)=03125

A equivaléncia entre 0 momento de torcao aplicado e os fluxos da secao
transversal (fechada) da célula fica expressa por:

q,.20.80+¢,.80.20=1000 .. (q2 + qs): 0,625
Das duas condi¢des anteriores resultam:
q,=0,46875 kN /cm; q,=0,15625 kN /cm

Finalmente, com relagdo as nervuras, por exemplo, aquela entre as células
2 e 3, os fluxos nos seus contornos ficam determinados pelas contribuigdes
dos fluxos das chapas a elas adjacentes, conforme ilustra a Figura 10.
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Figura 10 — Fluxos externos na nervura

Uma tultima andlise interessante a fazer neste exemplo ¢ comparativa, isto
¢, o confronto entre os fluxos determinados no inicio da resolugdo, para a
situacdo sem abertura, com os determinados por efeito da abertura.
Conclui-se que na célula que contém a abertura, ocorre solicitagcdo
adicional nas chapas das longarinas e alivio de solicitacdo nas chapas de
revestimento; efeito inverso acontece nas células vizinhas, sem abertura.






CAPITULO 6 MEF NA ANALISE BIDIMENSIONAL

1. Introducio.

J& foi visto anteriormente que o Principio dos Trabalhos Virtuais oferece
uma metodologia eficiente para a analise de estruturas.

A depender da forma como o P.T.V. ¢ expresso, a ele equivale a satisfacao
da condicao de equilibrio ou da condi¢ao de compatibilidade. Neste ultimo
caso, a construcdo dos trabalhos virtuais envolve os produtos de
deslocamentos e deformagdes reais compativeis por forcas externas e
esfor¢os internos virtuais em equilibrio, respectivamente. No capitulo
dedicado ao célculo de deslocamentos em estruturas planas de barras, a
forma do principio que equivale a condicdo de compatibilidade foi
explorada.

J& na forma do principio que equivale a condicdo de equilibrio, a
construcao dos trabalhos virtuais envolve os produtos de deslocamentos e
deformagdes virtuais compativeis entre si por forgas externas e esforgos
internos reais em equilibrio, respectivamente.

E importante destacar que tanto numa quanto noutra forma os campos
virtuais adotados, apesar da independéncia tedrica em relacdo aos campos
reais, sdo determinantes em relacdo a qualidade das respostas obtidas. Por
exemplo, o grau de regularidade dos campos virtuais internos de tensdo ou
deformagao restringe, a um grau semelhante, a regularidade dos respectivos
campos reais.

Em termos relativos, quando considerada a questdo da implementagao
computacional, a forma do P.T.V. equivalente a condi¢do de equilibrio ¢
mais interessante que a de compatibilidade, pois ¢ mais simples elaborar
rotinas computacionais para a geracao de campos de deformagdes virtuais
compativeis do que campos de tensdes virtuais equilibrados,
particularmente quando se analisam estruturas hiperestaticas.

O método dos elementos finitos, em particular, oferece uma eficiente
maneira de geracdo sistematica de funcdes de aproximacao, e que pode ser
facilmente implementada computacionalmente. A aplicagdo do MEF sobre
o P.T.V. na forma equivalente a condi¢gdo de equilibrio, permite obter
solucdes aproximadas de grande representatividade para problemas em
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engenharia de estruturas. Este tema foi abordado na disciplina Mecanica
das Estruturas Aeronduticas I na andlise de estruturas planas de barras.

Neste capitulo, o tema ¢ estendido para a obtencdo de solugdes
aproximadas de problemas estruturais que envolvem = soélidos
bidimensionais.

2. O MEF em problemas planos.

Para um so6lido cuja geometria (volume ¥ e superficie de contorno 7~ ),
vinculacdo e forcas aplicadas possam ser representadas no plano (x-p),
conforme indicado na Figura 1, as grandezas envolvidas, em geral varidveis
de ponto a ponto, sdo as seguintes:

p

Figura 1 — Solido com representagdo contida no plano x-y

. . 2
- Grandeza primaria (veforial): campo” de deslocamentos, com
componentes nas dire¢des dos eixos de referéncia x e y, representadas,
respectivamente, por u =u(x,y) ¢ v=v(x,y). Esse campo pode ser

expresso em nota¢cdo matricial por:

u

d=d(x,y)= ) (1)

- Grandeza secundaria (vetorial): campo de deformagdes

1 , x
O contorno é composto por regides complementares onde se prescrevem for¢as ou deslocamentos.
2 .. . .~
A palavra “campo” indica uma grandeza cuja defini¢do vale ponto a ponto do corpo.
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&

X

e=¢e(x,y)=1¢, (2)
Q/Xy

- Grandeza secundaria (vetorial): campo de tensoes

o)

T=T(x,y)= 0} €)

T
xy

Em conjunto, as grandezas arroladas devem, em cada ponto, obedecer as
restricoes de equilibrio, compatibilidade e modelo constitutivo.

A rigor, h4 que se diferenciar entre estado plano de tensdo e estado plano
de deformacao.

O primeiro se caracteriza quando a dimensdo da estrutura na direcdo
ortogonal ao plano (no caso, a dire¢ao z) for muito pequena em comparagao
as dimensdes do sélido no plano. Nesta condi¢do, sdo despreziveis
eventuais componentes de tensdo normal ou de cisalhamento, (az,rﬂ eryz),

naquela direcdo.

No estado plano de deformagdo a dimensdo na direcao ortogonal ao plano ¢
muito maior do que as dimensdes do solido no plano. Outra caracteristica
particular deste estado ¢ que o carregamento aplicado apresenta-se
invariavel segundo aquela dire¢do. Nessas condi¢des as componentes de
deformacao linear e angular, (5297@2 e 7yz), associadas a direcdo ortogonal

ao plano sdo despreziveis.

O fato de ndo existirem componentes de tensdo (ou deformacao) na dire¢ao
ortogonal ao plano ndo significa que ndo possam existir componentes de
deformagdo (ou tensdo) segundo aquela direcdo. Quando existirem, as
componentes ndo-nulas de deformacdo ou de tensdo na dire¢do ortogonal
ao plano, respectivamente para os estados planos de tensdo e de
deformagdo, poderdo ser determinadas ‘a posteriori’ em func¢do das
componentes no plano.

Voltando a analise do conjunto de restrigdes, que deve ser obedecido pelas
grandezas envolvidas no problema plano, a restricdo de compatibilidade, ou
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de consisténcia, estabelece que a variacdo espacial do campo de
deslocamentos define o campo de deformacgdes:

6_u
ox
v
ox
ou Ov
_+_
oy Ox

4

™
Il

Introduzindo a matriz B dos operadores de derivadas parciais, a relacao
anterior pode ser escrita matricialmente como:

9
ox
o |lu
g=| 0 {}I@d Q)
oy l|lv] =
9 9
|0y Ox|

Quanto ao modelo constitutivo (representativo da resposta do material), o
que se adota aqui ¢ a Lei de Hooke Generalizada (material apresentando
comportamento elastico-linear) com isotropia. Assim sendo, a relacao entre
os vetores de tensdo e deformagdo pode ser colocada matricialmente na
forma:

T'=D¢ (6)

Se o estado plano considerado for o de tensdo, a matriz constitutiva tem as
seguintes componentes:

1 o 0
2:(1E2 v 1 0 (7a)
)] .
0 0 (1 u)
i 2

J& se o estado plano considerado for o de deformagao, a matriz constitutiva
tem as seguintes componentes:
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1 %_U) 0
_ E(I_U) D)
o) i) ! ’ )

oo M

O equilibrio ¢ expresso mediante o Principio dos Trabalhos Virtuais e a
relacdo que o define, usando de notacao matricial, € a seguinte:

IS

[6¢' TdV =[5d bdV +[5d pdl" Vv &d (8)

sendo V' o volume ocupado pelo solido, /7 a parte da superficie de
contorno com forgas externas prescritas, b o vetor das forgas de corpo (por
unidade de volume), p o vetor das forgas distribuidas por unidade de
superficie, 0d o campo de deslocamentos virtuais admissiveis ¢ J¢ ©
campo de deformagdes virtuais compativeis com od. Em particular, a
compatibilidade do campo de deformagdes virtuais se exprime pela relagao:

se=B5d (9)

As condi¢des de compatibilidade (5) e (9), bem como a relagdo constitutiva
(6), podem ser inseridas na relagdo do P.T.V. Nessas condi¢des a relacao
do Principio assume a forma:

[6d"B"DBddV =[&d"bdV +[&d" pdS Vo (10)

O M¢étodo dos Elementos Finitos propde a constru¢do de aproximacgoes
para o campo de deslocamentos (considerando cada uma de suas
componentes) a partir da combinacao linear de valores discretos destes
mesmos deslocamentos associados a um nimero finito (n) de pontos
definidos no solido, conforme indicam as relagdes que seguem:

Uu=u ¢ +u,d +...+u, @, (11 ab)
"\}’ 9

:V1¢l +v2¢2 +"'+vn¢n

Essas relagdes podem ser reunidas numa uUnica forma matricial que
representa a aproximacao sobre o campo de deslocamentos:
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< =

=94, (12)

oo ]
[ S}

<

n

As mesmas fun¢des de aproximagdo podem ser adotadas para o campo de
deslocamentos virtuais, ou seja:

6d =45d, (13)

A partir das aproximacdes adotadas também os campos de deformagdes e
deformagdes virtuais podem ser aproximados, conforme indicam as
relagdes seguintes:

NZEan

o¢ =

Ilbc
II‘&
&

(14a,b)

Todos os campos aproximativos do MEF podem ser entdo, inseridos na
expressao do P.T.V., que passa a ser interpretada como uma representacao
‘discretizada’ do equilibrio. A relacdo resultante escreve-se:

V'—a

d, ¢

Ilbu
S

"DB¢d dV =[5d, ¢deV+j5d ¢ pdS Vv&d, (15

Vv

A condi¢do para que a relacdo anterior seja valida para qualquer que seja
od, ¢ aseguinte:

Ilw
IS

B¢d,dV =

V8

Ne—
||‘S~

,12 pas (16)

Notando-se que o vetor d, ¢ uma constante na primeira integral, a (16)

pode ainda ser escrita como:

[jzrgggﬁdrf}dn =[¢'bdV +|¢ pdS (17)
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A relagdo anterior define um sistema de equagdes lineares cujas incognitas
sdo as componentes do vetor d, . A matriz dos coeficientes do sistema

recebe o nome de matriz de rigidez da estrutura e tem a seguinte
representagao:

K=[8g) DBy )Jav (18)

J& o vetor independente recebe o nome de vetor das for¢as nodais
equivalentes, sendo determinado por:

F=[¢"bdV +|¢ pdS (19)

O sistema linear pode finalmente ser expresso na forma:

Kd,=F (20)

sendo constituido por um conjunto de 2n equacdes, onde n ¢ o nimero de

parcelas que compdem cada uma das combinacdes lineares que aparecem
nas (11).

Novamente ¢ importante salientar que de acordo com o Método dos
Elementos Finitos os valores discretos que compdem o vetor d, , € que sao

utilizados na construcdo das aproximagdes do campo de deslocamentos,
sdo atrelados a noés distribuidos arbitrariamente no dominio e sobre o
contorno do so6lido em analise. O conjunto de noés pode entdo ser
interligado caracterizando uma rede cujas malhas, regulares ou ndo, podem
ser formadas por elementos finitos triangulares ou quadrangulares,
conforme ilustra a Figura 2a.

O MEF propde ainda que as fungdes aproximativas @, (i=1,...,n) sejam
geradas em cada nd, conforme indicado na figura 2b, pelas contribui¢des de
fun¢des definidas exclusivamente sobre os dominios de cada um dos
elementos que tem o n6 em questdo como vértice comum. Cada fungao
contribuinte possui valor unitario no n6 base e valor nulo nos outros nés do
elemento.
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Figura 2 — Discretizacdo do dominio: rede de malhas irregulares

A 1déia de formagdo da funcdo aproximativa em cada n6 pela composicao
de funcdes definidas nos elementos que o contém tem implicacdes sobre a
constru¢do do proprio sistema resolvente (20). Na verdade, passa-se a
entender que o sistema final resulta das contribui¢des de cada elemento.
Naturalmente o P.T.V. vale para cada elemento e, neste sentido, definem-
se, para cada elemento finito (¢), uma matriz de rigidez e um vetor de
for¢as nodais, respectivamente indicados por K° e F°. Assim sendo, a

contribuigdo do conjunto de elementos para o sistema final fica
representada na forma:

K=YA4 K4 ; F=XA F° (21a,b)

onde A4, sdo matrizes que fazem o gerenciamento das posi¢des assumidas

pelas componentes das matrizes de cada elemento no sistema global, de
acordo com a correspondéncia entre as numeragdes (previamente
estabelecidas) global e local dos nés.

A constru¢ao da matriz de rigidez e do vetor de forcas nodais de cada
elemento segue a mesma metodologia anterior que levou a matriz ¢ ao
vetor de forcas nodais de todo o sistema. Essencialmente, admite-se que um
elemento finito, triangular’, por exemplo, seja um sélido discretizado por
trés nos, posicionados nos seus vértices (v. Figura 3).

Em cada n6 definem-se dois graus de liberdade com o significado de
componentes de deslocamento segundo as direcdes dos eixos de referéncia.
Os deslocamentos de um ponto qualquer do elemento sdo entdao

3 Este é o elemento plano mais simples.
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aproximados a partir de combinacdes lineares (‘interpolacdo’) dos valores
nodais:

U =uiy, sy, +usy, (22a,b)

v :vl l/ll +V2W2 +V3l//3

Figura 3 — Elemento triangular com trés nos

Essas aproximacodes podem ser reunidas numa forma matricial:

- 3

e
1
e
1

U
Il
Il

=yd, (23)

n

i {%0%0% 0}
0 v, 0 v, 0 wy,

< & < & < v

[o%)

R W N N

As fungdes . (i = 1,2,3) sdo polindmios lineares completos em x e y,

genericamente representados na forma:

sendo que as constantes sdo determinadas pela imposicdo das restrigoes
sobre os valores (unitario ou nulo) que cada fun¢do deve assumir nos nos
do elemento. Essas restrigcdes podem ser resumidas na forma:

l se j=i o
v, (x,,0,) = T e =123 (25)
0 sej#i
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As restrigOes acima, aplicadas a cada fun¢do ., geram um conjunto de trés

equagdes que permitem identificar as correspondentes constantes: a;, b; e c;.
As expressdes que determinam as constantes podem ser arranjadas na
seguinte relagdo:

a | (¥, = »3) v, —») =)
b= 1 (x, —x,) (x, —x;) (x, —x,) (26)
c (0,0, —x3,) (Y, —xy,) (5, —x,0)

onde em cada uma das trés colunas retinem-se os valores das constantes
para as fungdes v, v, € y,, respectivamente. Na relacdo anterior 4 indica

a area do elemento triangular e, em fun¢do das coordenadas dos nos, pode
ser calculada mediante o seguinte determinante:

MRS 1
AZEXZ y, 1 27)
x|

Figura 4 — Fungoes de forma lineares
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Na Figura 4 representam-se as chamadas fun¢oes de forma definidas pela
(24).

A matriz de rigidez do elemento pode ser obtida a partir de uma definicao
analoga aquela indicada na (18), restringindo-se a integra¢ao ao dominio do
elemento:

K(’

Il
—_—

y'B' DBy dV, (28)

e

~

Nota-se que a matriz de rigidez apresenta ordem (6x6). Por outro lado,
tendo-se em vista que a aproximagdo adotada para os deslocamentos ¢
linear ¢ que as deformacgdes, conforme define a relagdo (5), decorrem de
derivadas em primeira ordem da aproximacao, conclui-se que o regime de
deformagdes no interior do elemento resulta constante. Consequentemente,
mediante a relacdo constitutiva linear, conclui-se que também o regime de
tensoes resulta constante. Assim, o elemento triangular em questdo ¢ ainda
referenciado como elemento triangular de deformagdo constante.

Por sua vez, o vetor de for¢cas nodais equivalentes do elemento, de ordem
(6x1), resulta da seguinte relacao:

F' =]y 'bdV + [y pdl, (29)

Cabe observar que uma vantagem da aproximacao linear no elemento ¢
garantir a continuidade dos deslocamentos também na fronteira entre
elementos (neste caso, a aproximagdo ¢ dita conforme); a desvantagem ¢
que ndo se preserva continuidade através das fronteiras entre elementos ja
na primeira ordem de derivada.

Objetivando gerar aproximagdes globais com maior grau de continuidade,
seguindo um procedimento analogo, porém com custo algébrico maior, ¢
possivel obter aproximacdes descritas por polindmios de grau superior. Por
exemplo, um polindmio completo do segundo grau envolve seis parametros
a determinar. Considerando-se que cada uma das componentes de
deslocamento, u ¢ v, venham a ser aproximadas por um polindmio deste
grau, doze graus de liberdade estardo envolvidos, sendo dois por nd. Assim
sendo, para construir esta aproximacao ¢ preciso distribuir seis nos no
elemento triangular, por exemplo, dispondo-os nos vértices € nos meios dos
lados.

Uma observacdo interessante ¢ que o tridngulo de Pascal fornece a regra
para a constru¢do de polindmios completos de qualquer grau em duas
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variaveis, conforme indica a Figura 5. Nota-se que o proprio
posicionamento dos monOmios guarda analogia com o0s nos a serem
distribuidos nos vértices e lados dos elementos triangulares
correspondentes.

1 . .
(n=1) x/ \y AV
(n=2) Xz\Xy/ y2 d{/”ffj\i.
" Noa N4 T\
(-3 X ——Xy—Xy> Y
4/ \ 3 / \ 2 /2 \ 3 4
o= x*— X Xy—Xxy>—Yy

Figura 5 — Triangulo de Pascal

Por outro lado, o elemento quadrangular de quatro nés, ilustrado na Figura
6, consiste em alternativa simples para a geragdo de aproximagdes em

analises planas e pode ser empregado em conjunto com o elemento
triangular.

Figura 6 — Elemento quadrangular com quatro nos

Analogamente ao elemento triangular, dois graus de liberdade sao
definidos em cada n6, com o significado de componentes de deslocamento
segundo as dire¢des dos eixos de referéncia. Os deslocamentos num ponto
qualquer do elemento sdo entdo aproximados a partir de combinagdes
lineares dos valores nodais:

u =u Yy, +uy, Tty Tuy,

~e e e e e (30a’b)
Vo=V AW, VYL VY,
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Essas aproximacoes podem ser reunidas numa forma matricial:

uy
v
u
ge_Juil_{vi 0w 0wy 0y 0] —yd 31)
vl 10 wv, 0 w, 0 wv, 0 w,||lu;| =
Vs
u,
Vi

Obviamente o0 aumento no numero de variaveis envolvidas, comparando-se
com o elemento triangular, implica em aumento na ordem das matrizes
obtidas com esta aproximacao.

As fungdes y, (i=1,2,3,4) sdo polinomios ditos bilineares em x e y,

genericamente representados na forma:
v.(x,y)=ax+by+cxy+d. (32)

Analogamente ao elemento triangular, as constantes resultam da imposicao
dos valores (unitario ou nulo) que cada fun¢do deve assumir nos nds do
elemento. Essas restri¢des podem ser resumidas na forma:

l se j=i o
v, (x,,,)= T elij=123 (33)
T 0 se j#i

As aproximacodes globais geradas com o emprego dos elementos
quadrangulares sdo também conformes (com continuidade entre
elementos), porém uma diferenga em relagdo aos elementos triangulares de
trés nos ¢ que as deformagdes resultam lineares no interior dos elementos.

A regra de geragdo das aproximagdes de grau superior em duas variaveis
para o elemento quadrangular também pode ser obtida do tridngulo de
Pascal. No entanto, ¢ mais simples de visualiza-la pela representagdo da
matriz resultante do produto dos vetores formados pelos mondmios em x e
v, conforme indicado em seguida:
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1 x X X’ x'
L x x2x3x4
y ly w Xy xy x'y
A S G S G
SR 5 P S S
Yyt ot Xyt 0y Xyt

Figura 7 — Fungoes de aproximag¢do do quadrilatero

Exemplo 1. Considerando um estado plano de tensdo, obter a matriz de
rigidez para o elemento triangular de deformagdo constante representado na
Figura 8.

3, O

y

I (1.0)
1 00 2

Figura 8 — Elemento triangular de area unitaria

A defini¢do da matriz de rigidez ¢ a seguinte:

Ke:I%TéTQEl// dVe

Vv

e

Trata-se, inicialmente, de deduzir as matrizes que compdem a definicao,
considerando-se que as fung¢des de aproximacao sao dadas por:

v.(x,y)=ax+by+cxy+d. (c/i=123)

Segue, entdo, que:
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o A L SR

ox ox ox

o W o W 4 9w
oy dy dy

oy, oy, dy, Jy, Jy, Oy,

oy oOx 0Oy Ox 0y Ox

lls~
IS
I

%:ai ; %zbi; 24=1, os parametros da

Levando-se em conta que:
ox oy

combinagao linear sao determinados por:
-1 1 0
=[-1 0 1

1 0 0

1

> 8

1

o

1

Assim sendo, resulta:

-1 0 1 0 0 O
By=/0 -1 .0 0 0 1
-1 -1 0 1 1 O
Uma vez que:
| ) 0
Q:(lEz)U 0
= 0 -
0 0 (121))

Todo o integrando que define a matriz de rigidez fica representado por uma
matriz cujos componentes sdo constantes. Por outro lado, admitindo-se uma
situagdo de espessura (/) constante, a integral no volume do elemento se
transforma numa integral na area vezes a espessura, de modo que resulta:
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_(3—1/) (l—v) 1 _(l—v) _(l—v) _V_

2 2
12) 629 (2 (D)

e _ E? —21 —2V 02 02
2(1=v? _(I_V) _(I_V) 0 (1_V) (l V) 0
e O L NP (e Nt

2 2 2 2
4 -1 1% 0 0 1_

Exemplo 2. Deduzir o vetor de for¢as nodais equivalentes do caso indicado
na Figura 9.

y

x (Lx, 0)
2

)

Figura 9 — Distribuicdo de for¢a em elemento triangular

O vetor de forgas nodais ¢ definido por:

"pdl,

IS

Fe =]
L,

Considerando-se que:

y {wl 0 v, 0 v, 0 y, 0}. p:{px}_
o 0 v, 0 v, 0 v, 0 v, ’ o p, ’

_ Y Yy, oo _o.
px—sz—+p1(1—L—y), p,=0;

y

v.(x,y)=ax+by+cxy+d (c/i=123);
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V,—») Vs—») =)

a.

’ 1

bi :ﬂ (x3 —X2) (xl _x3) (xz —)Cl) >

¢ (x2y3 _x3y2) (x3y1 - leS) (xlyz - x2y1)
ou

a, -L, L 0

plot 1 o 1|

LL
¢ "LL 0 0

e que ao longo do lado 1-3: w, =0, resultam:

l//lpx
0
T — _)
v p 0
l//pr
0
dL 1= p, 2+ pa=2) |aL
I{Wl px y i[( Ly)|:p2 Ly pl( Ly) y
0 0
0
Fe: =
0 0
dL
jv>podl, [ p, 2+ p1 -2 |dL,
0 WL L L,
0

Finalmente:
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|
|

Exemplo 3. Para os elementos finitos triangulares de deformacao constante
indicados a seguir sdo conhecidas as suas respectivas matrizes de rigidez,
sendo que em cada elemento as numeracoes das linhas e colunas (esquerda
para a direita e de cima para baixo) tém correspondéncia com os graus de

L

P, +p

3

L

p,—+p

6

0
0
0

0

L y
6
Ly
3

liberdade numerados.
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(3-v)/2 —(1+v)/2 —-(1-v)/2 v -1 (1-v)/2
-(1+v)/2 (3-v)/2 (1-v)/2 -1 v —(1-v)/2
B0 |-(1-v)l2 (1- - )/z 00 —(1-v))2
2(1-v7) v - 1 -v 0
-1 1% 0 -v 1 0

(1-v)/2 -(1-v)2 -(1-v)/2 0 0 (1-v)/2

Adotando-se: v=0_2; E=1;/=1, pede-se determinar a matriz de rigidez da
chapa quadrangular discretizada por dois elementos triangulares conforme
indicado na figura seguinte.

j 2 4
. @
v @
Jr |
T 1 —

A matriz de rigidez procurada terd ordem: 8X8, sendo que as seqiiéncias de
suas linhas e colunas terdo correspondéncia com a ordem de numeragao dos
graus de liberdade nodais:

6
1 5
— 1 —F

A montagem da matriz deveria seguir a relagao (21 a), entretanto, 0 mesmo
resultado pode ser obtido por um procedimento baseado na re-numeracao
dos graus de liberdade de cada elemento (e, portanto, das linhas e colunas
de suas matrizes) de acordo com a correspondéncia com a numeragao dos
graus de liberdade globais.
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Por exemplo, as linhas e colunas do elemento / passardo a ter a seguinte
numeragao seqiiencial: 1,2,5,6,7 e 8. Ja as linhas e colunas do elemento 2
passardo a ter a numeragao: 3,4,1,2,7 ¢ 8.

Uma vez definida a nova ordem de numeragdo, pode-se saber como os
elementos das matrizes de cada elemento, de ordem (6X6), serdo
distribuidos na regido (8X8) da matriz de rigidez da chapa.

Considerando, em primeiro lugar, o elemento /, as componentes da matriz
que ocupam as posi¢oes locais (1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5) e (6,6)
ocupardo na matriz global as posigoes: (1,1), (2,2), (5,5), (6,6), (7,7) e
(8,8); as componentes locais (2,3), (3,4), (4,6) e (7,8), por exemplo,
ocupardo respectivamente as seguintes posicoes na matriz de rigidez da
chapa: (2,5), (5,6), (6,8) e (7,8). As outras posi¢oes seguem defini¢do
analoga.

Para o elemento 2, as componentes da matriz que ocupam as posigoes
locais (1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5) e (6,6) ocupardao na matriz global as
posic¢oes: (3,3), (4,4), (1,1), (2,2), (7,7) e (8,8); as componentes locais (2,3),
(3.4), (4,6) e (7,8), por exemplo, ocupardo respectivamente as seguintes
posicdes na matriz de rigidez da chapa: (4,1), (1,2), (2,8) e (7,8).

Naturalmente, somam-se as componentes de cada elemento que sejam
enderecadas para uma mesma posi¢ao na matriz global.

A matriz final estd representada em seguida, levando-se em conta a
simetria.

Gv) s s s s s s
2
0 (3_2‘/) S s s S s
_d=v v B=v) s s s s s
( 2) (12+v) (B-v)
—y _
. _ Ev 2 -1 - 2 s N s s
YTy | I (St B ., 6w .
2 2
,  d=m o _dtv G-v) s
2 2 2
0 _(1+v) _q y _(d-v) d-v) G-v)
2 2 2 2
B TN (e S s N )
L 2 2 2 2
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3. O MEF em Problemas Potenciais: analise térmica

Problemas de andlise térmica podem ser arranjados em dois grandes
grupos:

1 — Problema estaciondario: o objetivo ¢ descrever, num dado instante, a
distribuicdo de temperatura num solido cuja superficie de contorno se
divide em parte onde a temperatura (7) € prescrita e parte onde se prescreve
o fluxo de calor (g).

A Figura 1 ilustra um problema deste tipo. Mostra-se a se¢do transversal de
um tubo submetido a temperaturas diferentes nas faces interna e externa, e
com liquido para refrigeracdo preenchendo um conjunto de vazios
circulares distribuidos na espessura. Trata-se de determinar a variagdo de
temperatura ao longo da parede do tubo.

Tomando-se partido da simetria, o problema pode ser abordado
considerando-se apenas um segmento, ou setor representativo, também
indicado na Figura 10.

fluxo nulo
Tl
\H/—/ x
fluxo nulo fluxo prescrito fluxo nulo

refrigeracao

Figura 10 — Problema estacionario

O fluxo se relaciona com a perda ou ganho de calor pelo contorno do
corpo, ou de uma porcao do solido, por unidade de tempo. Um contorno no
qual se prescreve fluxo nulo ¢ um contorno adiabatico.

Neste tipo de problema, a constante fisica de interesse ¢ representativa da
condutividade térmica (k), com unidade, por exemplo, de: Watt/m/°C. Em
meio considerado isotropo essa constante € Unica.
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2 — Problema de difusdo de calor, ou transitorio: o objetivo € descrever a
variagdo de temperatura no tempo.

Um caso tipico, por exemplo, ¢ o de um sélido aquecido apresentando
temperatura uniforme colocado num ambiente em outra temperatura. Ao
longo do tempo a temperatura do so6lido vai se modificando e o que se
deseja ¢ justamente descrever essa variacdo dentro de certo intervalo de
tempo.

As grandezas envolvidas nos problemas mencionados, imaginando-se um
dominio plano, sdo as seguintes:

- Grandeza primaria (escalar): a temperatura 7 =T'(x, y) .

- Grandeza secundaria (vetorial): o fluxo de calor g = g(x,y) =

y
A grandeza secundaria sera objeto de justificativa no que segue.
As seguintes condi¢des devem ser obedecidas nos problemas descritos:

- Consisténcia;
- Lei de Fourier;
- Balango de energia.

A condi¢do aqui denominada de conmsisténcia estabelece que a variacao
espacial da temperatura componha o vetor gradiente de temperatura:

oT
ox
oT
oy

gradT = (34)

E possivel mostrar que o vetor gradT, num ponto arbitrario do sélido,

aponta para a dire¢do de maior crescimento da temperatura, conforme se
procura ilustrar na Figura 11.
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linha
isotérmica grad T
Tn
q L
L
L b
T,

Figura 11 — Vetor gradiente de temperatura e vetor fluxo de calor

A lei de Fourier estabelece que, localmente, em conseqiiéncia da existéncia
de um gradiente de temperatura aparece um fluxo de calor. Para o caso
isotropo (situacao a qual se limita este texto) a relagdo entre as grandezas
envolvidas ¢ de proporcionalidade e pode se exprimir na forma:

q =—k gradT

ou
or

o)
Oy

Essencialmente o fluxo tem mesma direcdo, mas sentido contrario ao
gradiente, conforme mostra a Figura 11 (trata-se de uma evidéncia
experimental: o calor flui da regido mais quente para a mais fria!).

Observa-se que a unidade de fluxo de calor pode ser: Watt/m’, enquanto
que para a unidade do gradiente de temperatura pode-se adotar, por
exemplo: °C/m.

Uma definicdo particular ¢ a do fluxo através do contorno do soélido
(v.Fig.12). Trata-se de um valor escalar que corresponde ao valor da
projecdo do vetor fluxo na direcdo do versor normal (n) ao contorno no

ponto:
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q,=q.n (36)

m

1
onde n = { , com £ e m cossenos diretores.

Figura 12 — Fluxo de calor e fluxo normal ao contorno

Balango de energia térmica: num volume elementar (d¢2) do meio, em

certo instante de tempo o balango, ou diferenga, entre a quantidade de
energia que passa por condugdo através do contorno e a energia gerada
internamente (por reagdo quimica, por exemplo) ¢ igual a quantidade de
energia que se acumula ou se perde por aquecimento ou resfriamento do
meio.

A quantidade de energia que se perde ou se acumula (por ‘inércia térmica’)
no volume elementar depende da sua capacidade térmica (calor especifico)
e pode ser medida em funcdo dessa capacidade e da variagdo de
temperatura no tempo.

Representando-se, conforme ilustra a Figura 13, o volume elementar por
um paralelepipedo de lados dx e dy, e com espessura s, sendo ainda Q a
quantidade de calor gerada internamente por unidade de volume ¢ ¢' T a
taxa de calor medida por unidade de volume (onde ¢ ¢ o calor especifico,
por unidade de volume, com unidade de Watt/m’/C), o balango de energia
se exprime na forma:

0 :
qxsdy+Qsdxdy+qudx—[qx +%dx}sdy—(gv + aqy dyjsdx:c*Tsdxdy
) X ) y

(37)
0 :
04, % o7 (38)

ox Oy
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Figura 13 — Balango de energia

H4 casos particulares que podem ser considerados a partir da relacao
anterior. Se 7 =0, por exemplo, o regime é dito estacionario (ou de
equilibrio térmico); se O = 0 nao ha producdo interna de calor.
Considerando-se, entdo, a situagdo em que essas duas condigoes
particulares sdo satisfeitas, obtém-se a seguinte relagao:

0
aq"+ 9~ 0
ox 0y

ou ainda, introduzindo-se a lei de Fourier,

o°’T 0°T
=+ =
ox> 0y’

0 (39)

Por outro lado, sendo O # 0, mas limitando-se a abordagem que segue aos
problemas de regime estacionario, tem-se:

a 2 2
9. 9% _ g oy 1|2 TL0T) o0 (40 a,b)
ox 0y ox~ 0y

As relagdes anteriores podem ser escritas em formas mais compactas
empregando-se os operadores divergente e gradiente:

divg=Q ou V'T :—% (41 a,b)
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Com vistas a obtengdo de solucdes aproximadas geradas pelo Método dos
Elementos Finitos, ¢ mais conveniente exprimir o problema descrito pelas
relagdes (40) em forma dita variacional. Nesse sentido, seja a fungao:

R(T)=divg-0Q (42)

Pode-se, entdo, estabelecer que a (41a) seja satisfeita num sentido de meédia
ponderada sobre o dominio do s6lido mediante a seguinte condig¢ao:

[R(T)vdQ =0 (43)

onde Q2 representa o volume do solido e v € uma fun¢do penalidade com
regularidade suficiente para que a integral faca sentido (tenha valor finito!).
Tendo-se em vista a (42), a relagdo (43) passa a ser escrita na forma:

[divgvdQ—-[0vdQ2 =0 (44)
Q - 0
Valendo-se ainda da representagio de divq, resulta:

q,

0q. 0
[—=vdQ- J I3, ~vdQ = Jde.Q (45)

20X

Procedendo-se a integragdo por partes das parcelas do lado esquerdo da
igualdade anterior, obtém-se:

ov ov

—jq 8_dQ [q, a—dQ+Jq vfdf+jq vmdF—JdeQ (46)
X y
Introduzindo-se a (35), a relag@o anterior assume a forma:
oT ov 0T ov r
k + dQ + npvdl=[QvdQ 47
L (5)65)6 8y8y] ;@ _) J)Q “7)

Pode-se ainda definir o vetor grad v como sendo:

ov
ox
ov
oy

gradv = (48)
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Assim sendo, reconhecendo na primeira integral da (47) o produto interno
dos vetores gradv e grad T , aquela relagdo passa a ser escrita na forma:

lgradv' kgradTdQ+ (¢ n vdl" = [OvdQ (49)

Nesse ponto, nota-se que a relacdo anterior impde uma nova exigéncia
sobre a regularidade que a funcdo v: o seu gradiente deve resultar continuo
(por partes), de modo que a primeira integral da relagdo anterior exista.

Num ‘espaco de dimensao finita’ a fung¢do v pode ser representada por uma

combinagdo linear de uma base (em geral, polinomial) de fungdes
continuas:

v=py, o+ v, ()t By, ()= By, (clj=1,...,n)

(50)
A relagdo (50) pode também ser expressa nas seguintes notagoes:
A
— ﬂZ _ T _ T
V—{'//l v, - l//n} : =y é_é v (51)
B,
O gradiente definido na (48) pode ser entdo calculado por:
ov] oy, ow, oy, 1[A]
Jox| | ax  ox ox ||B.| _
gradv=1 5" = oy, ov, 0w, || =grady f=Bp (52)
dy) Loy Oy oy J|B,]
Portanto, o gradiente transposto resulta:
gradv' = ET grady’ zéT éT (53)

As formas obtidas para v podem ser convenientemente substituidas na
relagdo (49), obtendo-se:



356 - O MEF em andlise bidimensional —

gTLj?nggdedQ+jZ@Tg)vdr—ngd.szo v B, (54)

Para que a condigdo anterior resulte sempre verificada (para qualquer g,) €
suficiente que o termo entre colchetes se anule.

Numa préxima etapa, a variavel primaria temperatura 7 pode ser expressa,
em ‘dimensao finita’, como combinacao linear de funcdes continuas em x e

T=a,¢=¢"a (55)
e, portanto,
gradT = é a (56)

Assim sendo, da condigdo (54) resulta:

ijg%g* d2 la =~y (¢"n)dr + [0y de (57)

r— =

A chamada forma de Galerkin resulta da imposigdo das seguintes
condigoes:

I,
IS

y=9; ; a=T (58)

A relagdo (57) passa a ser dada por:
LJZQTkg* AT =~1¢lg"n)dr +[0¢d2 (59)

ou, em forma mais compacta,

=L ¢

I>
I>

=B kBd2 e L=-[¢l¢'n)dr +i0¢d2 (60)

De imediato ¢ importante chamar a atencdo para uma analogia entre a
relagdo (59) e o Principio dos Trabalhos Virtuais da Mecanica dos Soélidos.

Naquele principio a variavel primaria ¢ o campo de deslocamentos e a
secundaria o campo de tensdes; ha ainda integrais sobre o volume e o
contorno do solido que representam os trabalhos virtuais das forgas
aplicadas por unidade de volume e de superficie, respectivamente.
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Basicamente o mesmo ocorre no problema térmico, resguardando-se,
naturalmente, os significados de suas variaveis primaria e secundaria.

Considerando-se ainda a analogia com o P.T.V. e valendo a forma de
Galerkin, a fun¢do ponderadora v assume o significado de um ‘campo de
temperaturas virtuais’.

Tendo-se em vista as observagdes anteriores, conclui-se que o Método dos
Elementos Finitos pode ser aplicado aos problemas térmicos de forma
absolutamente similar aquela das andlises estruturais. Nesse sentido, o
dominio do solido pode ser discretizado por pontos, ou nos, distribuidos
arbitrariamente, aos quais se associam valores incognitos de temperatura.
Cada ponto e seus vizinhos configuram um suporte para uma funcao base a
ele atrelada e que apresenta valores diferentes de zero somente no interior
do suporte; tal funcao, alias, tem valor unitario no no.

Assim sendo, conforme indicam as (60), pode-se gerar uma ‘matriz de
rigidez térmica’ € um ‘vetor de forgas térmicas equivalentes’. Alias, como
nos problemas estruturais, esses elementos resultam das contribui¢gdes das
matrizes (K,) e vetores (L) de cada elemento finito resultante da

discretizacao:

K=%4"K 4 ; L=YAL, (61)

onde o indice e representa o nimero de elementos da discretizagdo e 4,

sdo matrizes de correspondéncia entre as numeragdes global e local dos
nos.

As Figuras 14 e 15 ilustram, respectivamente, as distribuicdes de
temperaturas e fluxos obtidas com o programa ANSYS® para o problema
estacionario indicado na Figura 10. Foram adotados os seguintes valores:

- Raio externo do tubo: 2 m.

- Raio interno: 1 m.

- Raio do duto de refrigeracao: 0,4 m.

- Temperatura interna do tubo: 200°C.

- Temperatura externa do tubo: 15°C.

- Fluxo imposto na face do duto de refrigeracdo: ¢, =1000W /m”.
- Constante de condutividade térmica: k =10 /m/° C.

- Nao hé geracao interna de calor: Q = 0.
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CHNRERNAD :

Figura 14 — Distribuicdo de temperatura

A figura do fluxo, em particular, mostra em vermelho a regido de maior
troca de calor.
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Figura 15 — Distribuigdo de fluxos



CAPITULO 7 PLACAS CIRCULARES

1. Introducio.

Neste capitulo, apresenta-se um conjunto de conceitos que resumem a
teoria linear de placas naquilo que se pode considerar como essencial. As
relagdes aqui reunidas referem-se as placas elasticas, isotropas e finas. A
linearidade mencionada decorre das hipdteses de resposta eldstica do
material e regimes de pequenas deformacdes e deslocamentos, estes
pequenos quando comparados a dimensdo da espessura da placa.

O conteudo do texto € propositadamente limitado e incompleto, de modo
que ¢ recomendada a consulta as referéncias mais especificas no tema.

2. Resumo das relacoes da teoria das placas finas retangulares.

Assim como a chapa, a placa pode ser definida geometricamente como um
elemento estrutural laminar' de superficie média plana. Enquanto na chapa
todo o conjunto, de forcas externas e esforcos internos, pode ser
representado no seu plano médio, a placa admite componentes fora do seu
plano médio.

2.1 Esforcos internos.

Considere-se que um referencial cartesiano tenha sido adotado, de modo
que seus eixos X e Y estejam contidos no plano médio da placa.

Na Figura 1 ilustram-se componentes de tensdo, convencionadas como
positivas em pontos de coordenadas z também positivas, € posicionados nas
faces de um elemento prismatico isolado do interior da placa; a altura 4
representa a dimensdo da espessura.

As componentes de tensdo t€m por resultantes momentos de flexdo, forgas
cortantes € momentos de tor¢do, que constituem esfor¢os internos
distribuidos por unidade de comprimento ao longo do plano médio da placa
* definidos pelas seguintes relagdes:

% % Y Y
m =|[o.zdz; m=[o0zdz; ¢, =]t dz; q,=]7_dz;
e e e e

1 . . . ~ .
Um elemento laminar possui uma das dimensées muito menores do que as outras duas.

2 . ~ , . ~
Os momentos distribuidos de tor¢do também recebem a denominagdo de “momentos volventes”.
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" "
m, = |7 dz; m, =]7, dz; (1)
- -

Observa-se que em razao da reciprocidade das tensdes de cisalhamento:

m_ =m_..
Xy X

.
S

Figura 1 — Componentes de tensdo

A Figura 2 mostra os esforcos e suas variacoes, referidos a um elemento
diferencial arbitrario do plano médio da placa.

Figura 2 — Esfor¢os internos

2.2 Relagoes de equilibrio envolvendo esforgos internos e carregamento
transversalmente distribuido.

Admitindo-se que transversalmente ao plano médio atue uma forga externa
p(x,y)’, distribuida por unidade de area, dos equilibrios de forcas e dos

momentos de forgas segundo duas dire¢des do elemento indicado na Figura
2, resultam:

1 , . . ~ rog.
O carregamento ¢ necessariamente suposto de direcdo transversal ao plano médio da placa.
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dq. Oq N

_x+_y:_ x’

ox oy p(x,y)
om, Om, dm. . 0'm, O'm

q, = + a2 > =42 =+ = =-p(x,y)
oy 0Ox ox oxdy Oy
om, dm,

g, = O @
ox Oy Yy,

Nota-se, analisando as relagdes anteriores, que nas placas as forgas
cortantes se relacionam ndo somente com as derivadas dos momentos
fletores (como na teoria de vigas), mas também com as variagdes dos
momentos “volventes” ou de torc¢ao.

A equacao diferencial resultante das condi¢des de equilibrio, (2), retne trés
esforcos internos solicitantes, de modo que ndo € possivel determina-los
univocamente (o problema ¢é, entdo, internamente hiperestdtico!); ha,
portanto, que se acrescentar ao modelo também as relacdoes de
compatibilidade e constitutiva.

2.3 Relagoes de compatibilidade e constitutiva.

Na teoria classica de vigas, as relagdes de compatibilidade (entre
deformagdes e deslocamentos) e constitutiva (representando a resposta
elastico-linear do material), combinam-se na conhecida relagio momento-
curvatura.

Na teoria de placas em andlise, uma combinacdo andloga ¢é possivel,
entretanto deve-se levar em conta o efeito de Poisson, indutor de
deformacdes transversais a direcdo da solicitacdo'; o resultado é que um
momento de flexdo distribuido segundo certa dire¢do de referéncia vem
acompanhado de uma dupla curvatura na placa (segundo as dire¢des de
referéncia e ortogonal a ela).

Sem maiores demonstragdes complementares, sendo w(x,»)’ o
deslocamento transversal (na dire¢do Z de referéncia) ao plano médio, as
relagdes seguintes estabelecem as correspondéncias entre momentos de
flexao e curvaturas nas placas:

' Na teoria de vigas o modelo cinemdtico é de secio transversal indeformavel no seu plano; de acordo
com ela o efeito de Poisson é desprezado. Nas placas finas o efeito de Poisson ndo afeta a dimensdo da
espessura.

2 Como a normal ao plano médio é indeformdvel, sio iguais os deslocamentos w de pontos da espessura
contidos numa mesma normal.
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ow  O'w ow  O'w
~tv— |, m, =-D -tV—;
0x oy oy ox

m, =-D ; 3)

Nas relagoes anteriores: D = Ex
T 12(1-v?)

Por outro lado, ao momento de tor¢do distribuido corresponde uma
“curvatura” de tor¢do, definida por uma derivada mista da funcao
deslocamento, conforme indica o ultimo fator que aparece na relacao
seguinte:

; 4)

Finalmente, relacdes complementares (porque ao contrario das (3) e (4) nao
interessam diretamente para serem substituidas na (2)) entre forcas
cortantes ' e variacdes de curvaturas podem ser escritas nas formas:

oOw  Ow ow  Ow
;T 2 > 4, =-D 7t 2 )
oy’ 0O0x 0y ox Oy Ox

g,=-D (5)

2.4 Equacgdo diferencial do problema das placas finas retangulares,
formulado em deslocamentos.

Substituindo-se as (3) e (4) na (2), obtém-se a equagdo diferencial em
derivadas parciais da teoria das placas finas, envolvendo como variavel
fundamental o deslocamento transversal ao plano médio:

84w+2 o' w +64w:p(x,y) ©)
ox* o0x*0y* oy D

Uma solugdo para a equacdo diferencial acabara sempre por envolver
quatro constantes de integracdo; no ambito das placas retangulares duas
dessas constantes estardo associadas a borda definida por x=c* e duas a
borda y=c”.

1 \ . , . . . . . S ~

Analogamente a teoria cldssica de vigas, na teoria de placas aqui resumida, as deformagoes por
cortante ndo sdo consideradas diretamente, de modo que as for¢as cortantes aparecem como variaveis
secundarias.
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2.5 Condigoes de contorno.

A depender do tipo de vinculacdo, a existéncia do momento e da curvatura
de torcdo empresta alguma particularidade ao estabelecimento das
condi¢des de contorno nas placas retangulares; os casos das bordas
simplesmente apoiada e livre sdo caracteristicos nesse sentido.

2.5.1 Bordas x = a ey = b simplesmente apoiadas.

Claramente, para este tipo de vinculagdo, as duas condi¢des de contorno a
serem impostas em cada borda sdo mistas, isto ¢, envolvem um
deslocamento e um esfor¢o interno. No caso, em cada borda devem ser
nulos o deslocamento transversal ¢ 0 momento de flexao:

=0; m

x=a x

,,:0; w\y:b=0; m =0; (7)

xX=

Nota-se, ainda, que ao apoiar toda a borda x=a, elimina-se a possibilidade
2
. ~ . 14 W
de curvatura na direcao y, isto é: F: 0 ; analogamente na borda y=b,
y

2
L w :
resulta nula a curvatura na direcao x: p =0 . Assim sendo, observando

> =

as relacdes momento-curvatura aqui reproduzidas:

oO'w 0w o'w 0w
+v ; o m, =—D +v

m =—D
) ox* 0y’ )" ' 0y’ 0x’

; (8)

y=b

conclui-se que elas acabam por assumir uma forma mais simplificada nas
bordas em questao.

Por outro lado, ¢ interessante observar que analisando ao longo de qualquer
uma das bordas apoiadas as variagcdes das tangentes a superficie meédia
deformada, tomadas perpendicularmente a borda, conclui-se que para uma

situagdo geral de carregamento a curvatura de torcdo deve ser admitida
2

. ., w :
como diferente de zero, isto ¢: Fyw # (; por conseguinte, fazendo uso da
X0y

relagdo constitutiva (4): m_ #0 ou m  #0,a depender da borda.

Nessas condigdes, o vinculo externo realizado pelo apoio simples, além de
forcas perpendiculares ao seu plano de deslizamento, também deve ser
capaz de transmitir momentos distribuidos de tor¢do. Um aspecto
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importante a lembrar nesse sentido € que os apoios simples podem ser
idealizados por barras simples indeformaveis e capazes de transmitir
somente forcas nas direcoes dos seus €ixos.

+—dy +—dy
L m
| I —_— Xy
- ‘V (\ ﬂ‘ ”””” - -
Y i mxy d?’ Y me

Figura 3 — Equivaléncia entre bindrio e momento volvente

Uma forma de entendimento do mecanismo segundo o qual tais barras, no
caso idealmente dispostas paralelamente entre si segundo a direcdo Z de
referéncia, sejam capazes de transmitir o momento volvente de borda, tem
por base a hipdtese de equivaléncia entre bindrio de forgas e momento,
conforme ilustra a Figura 3.

<A
1]

(1’1’1 Xy + dmxy ) mxy : ‘
L v
0m
m + dm Xy
( Xy Xy ) dmxy a y dy

Figura 4 — Mecanismo de transmissdo do momento volvente

Admite-se, entdo, que o momento volvente resultante num trecho de
comprimento infinitesimal de borda, seja transmitido por um binario
formado por forcas axiais atuantes num par de barras vinculares vizinhas e
com bracgo dy, conforme indicado na Figura 4. Nota-se que essas forgas t€ém
valores em modulo iguais aos valores dos momentos volventes.

Também como indica a Figura 4, a composi¢dao dos binarios dos sucessivos
trechos vizinhos de borda leva a definicao de forgas cortantes distribuidas
adicionais, de valores:
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q.=—F-eq="7" ©9)

Conclui-se, assim, que a existéncia dos momentos volventes altera a
defini¢do das reagdes de apoio, que passam a ser determinadas pelas forcas
cortantes totais nas bordas, isto €, incluindo aquelas adicionais:

;T =q,t— (10)

Além disso, como mostra a Figura 5, a existéncia dos momentos volventes
nas bordas apoiadas e 0 mecanismo idealizado de transmissdo pelas barras
vinculares implica que nos cantos das placas retangulares aparecam forgas
concentradas com intensidades determinadas em funcao dos valores
daqueles momentos:

:—2(1—v)D62—W (11)

cantos a xa y o

R ﬁ
myx mXY

Figura S — For¢a de canto produzida pelos momentos volventes

R=-"2m

xy

2.5.2 Borda livieem x = a."

Na borda livre ndo pode haver qualquer tipo de esfor¢o distribuido; a rigor
isto implica em impor que o momento fletor, a for¢ca cortante € 0 momento
volvente devam ser nulos.

Isto compde trés condigdes, porém, de forma consistente com o modelo
matematico, seriam apenas duas as condi¢des de contorno em cada borda.
A questdo pode ser resolvida considerando-se que a forca cortante e o
momento volvente possam estar combinados na forma de uma reacdo

! Condi¢do andloga se aplica para borda livre em y = b.
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vertical, nos moldes da relagdo (10), impondo-se, entdo, que esta reacao
seja nula.

Assim sendo, as relacdes que governam as condi¢oes de contorno na borda
livre resultam:

om,
24

oy |,

m| =0 ; rlo=q. + =0 (12)

Xlx=a

2.5.3 Borda engastada em x = a.'

Claramente as condi¢des a serem impostas dizem respeito ao deslocamento
vertical e ao giro da normal ao plano médio da placa na borda:

W =0 W, (13)
= ox|

‘=a

Observa-se que ao longo da borda engastada ndo ha curvatura de torgdo e,
portanto, € nulo 0 momento volvente; conclui-se que neste caso a reagdo de
apoio coincide diretamente em valor com a forga cortante: r,| =g,

.
xX=a

3. Resumo das relacdes para placas finas circulares.

As placas circulares aqui consideradas estdo submetidas a solicitagdes
externas com simetria axial. Nessas condi¢des, pontos do plano médio,
situtados numa mesma circunferéncia em relacdo ao centro da placa
apresentam iguais deslocamentos transversais € o comportamento da placa
pode ser descrito por fungdes numa unica variavel radial. Naturalmente o
sistema de coordenadas mais adequado a ser empregado no plano médio ¢
o cilindrico; a coordenada radial (r) tem origem no centro da placa e a
angular () ¢ medida a partir de um didmetro arbitrario de referéncia.

Em razdo da simetria axial, segundo as dire¢des coordenadas ndo ha
curvatura de tor¢do, e as curvaturas de flexdo caracterizam-se, portanto,
como curvaturas normais principais’. Resulta que um elemento de placa
cujos lados sejam definidos por curvas coordenadas, como o ilustrado na
Figura 6, ndo apresenta momentos volventes entre seus esfor¢os internos.
H4 ainda que se notar que a axissimetria também elimina a possibilidade de

! Condi¢do andloga se aplica para borda engastada em y = b.
% Trata-se de conceitos cldssicos da Geometria Diferencial.
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existirem forcas cortantes (g,) distribuidas na dire¢dao do raio; segue que sao
trés os esforgos internos distribuidos: dois momentos de flexao e uma for¢a
cortante.

Figura 6 — Esforcos internos

As condicdes de equilibrio a serem verificadas sdo apenas duas,
representando a somatoria de forgas na dire¢ao Z, ortogonal ao plano médio
da placa, e a somatoria dos momentos das forcas segundo um plano radial

(r-2).

Admitindo-se que p(r,6) representa a forca transversal distribuida por
unidade de area no sentido de Z, do equilibrio de forgas verticais obtém-se
a seguinte relagao:

i+%:_p (14)
rodr

A mesma relacdo pode ser escrita na forma:

ld(g,r)
TR (15)

Com respeito ao equilibrio dos momentos das forcas segundo o plano radial
de referéncia, ¢ importante observar que o momento de flexao m, apresenta

do .
componente nesse plano de valor: m, dFT' A representagdo indicada na

Figura 7 permite deduzir essa relacao.
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trago do plano radial
( de referéncia
I

|
ey 1
=

m, 4 I m,
/AN

P2

<L L

m,+dm,

Figura 7 — Vetores de momentos de flexdo

Finalmente, do equilibrio de momentos obtém-se:

r

dr

r+qr—m +m =0 (16)

As duas relacgdes de equilibrio, (15) e (16), combinadas resultam em:

li(%ﬂmr_mt]:_p (7

;dr

O problema se configura como internamente hiperestatico, de modo que o
seu equacionamento completo inclui as relagdes de compatibilidade e
constitutiva.

A exemplo das (3), tais condi¢des combinadas, para este caso, resultam:

2 2 2 2
m, =-D 8v:+v(9v2v; m, = =D 8v2v+v(3v:
or ot ot or

(18)

Nas relagdes anteriores as derivadas parciais representam curvaturas

normais (ou de flexdo) definidas segundo dois planos ortogonais, ditos
|

planos de curvaturas principais .

No caso da placa circular, observando-se sua superficie média deformada e
nela identificando-se arbitrariamente um ponto e a correspondente normal a
superficie, as curvaturas principais no ponto ficam definidas segundo dois

1 9 ~ . . . . .

Novamente, faz-se mengdo a um conceito da Geometria Diferencial: num ponto de uma superficie
qualquer dois planos ortogonais podem ser sempre definidos, nos quais se medem as curvaturas normais
principais.
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planos: um radial e outro ortogonal a ele, contendo a normal. A Figura 8,
procura ilustrar essas idéias.

deformada
plano radial

./ \ dw/dr

Figura 8 — Planos de curvaturas principais

Daquela figura, analisando-se um plano radial e levando-se em conta que:

dw ) N
Q= d—, pode-se escrever a seguinte relagao:
r

dw
yr—=r 19
" (19)

Definindo-se a curvatura normal tangencial pelo inverso do raio 7, da
relacdo anterior obtém-se:

1 d’w 1 dw
— = i 20
roodt r dr 20)

sendo que o sinal negativo foi introduzido para compatibilizar a convengao
classica de curvatura positiva com o sistema de referéncia adotado na placa.

Levando-se em conta a (20), as relacdes (18) passam a ser escritas nas
formas:

2
m ——D dw de

ldw d’w
r 2+ S T
dre rdr

+Vv >
rdr dr

. m=-D 21)
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Segue a substitui¢do das (21) na relagdo de equilibrio (17). Num primeiro
passo, da (16) tem-se que:

3 2
qrr:dm’r+mr—mt=—Dr dv}v_i_ldvzv_izdw (22)
dr dr’ rdr  rdr
qr,,:_,,i 1d ,,d_w D (23)
drirdr| dr
Na seqiiéncia resulta:
3 2
ld - dvl/+ldv:_i2d_w _P (24)
rdr dr rdr rdr D

A relacdo anterior pode ainda ser escrita numa forma mais conveniente:

r
d) afraf alll_rr 05)
dr| drirdr| dr D

q.r
D

Exemplo 1. Determinar uma relagdo para o calculo dos deslocamentos
transversais no centro de uma placa circular, perfeitamente engastada nas
bordas e submetida a pressdo uniforme em toda a sua face superior
(v.Fig.9).

PV\WVWHKHMWVV

+ =
ANNNN

-

Figura 9 — Placa circular engastada na borda

Integrando-se uma primeira vez a (25), obtém-se:

r2
ri I d rdw :p +C (26)
dr :

dr ;dr 2D
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Comparando-se este resultado com a (23), ou observando o detalhe da (25),
resulta:

2
q.r pr pr
- = +C, ou qrr:———DQ
D 2D 2 r

No caso da placa engastada sob o carregamento prescrito, a cortante ¢ nula
no seu centro, € uma maneira de garantir esta condi¢do € impor C, =0.

Levando-se em conta a conclusdo anterior e integrando-se uma vez a (26),
determina-se:

3
r
A L o 27)
dr| dr 4D

Uma nova integragao fornece:

o Cr
dw _ P + +g (28)
dr 16D 2 ¥

Como condigdes de contorno associadas aos giros das normais nas diregoes
da espessura, tem-se que esses valores sao nulos nas bordas e no centro da
placa. Para garantir a nulidade no centro, a condicdo suficiente ¢ C, =0.

Sendo a o raio da placa, da condi¢cao de nulidade nas bordas resulta:

2
pa
C,=—— 29
2= 73D (29)

Finalmente, a integracao da (28) fornece:

prt par’
w= — +C,
64D 32D

(30)

A ultima condicdo de contorno a ser imposta diz respeito a nulidade do
deslocamento nas bordas, de onde resulta:
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4

pa
C, =
64D

€1y

Por fim, a funcdo que descreve o deslocamento de um ponto no plano
médio da placa fica dada por:

64D (32)

O deslocamento no centro da placa pode, entdo, ser calculado pela relagdo:

4

pa
W=
" 64D

(33)

Exemplo 2. Obter expressdes para o calculo dos momentos de flexdo na
placa circular do exemplo anterior.

Com o auxilio das (28) e (29), ou diretamente da (32), tem-se que:

taw_ p(P-a) @ p(r-a) 4
rdr 16D’ dr’ 16D
Substituindo-se as relagdes anteriores nas (21), resultam:

m, = %[az(l +v)-r(3+v)); m, = %[az(l —v)-r*(1-3v)] (35)

Em particular os momentos no engastamento (» = a) valem:

2 2
a av
m _——p 5 m——p

’ 8

Exemplo 3. Para uma placa circular, engastada em todo o contorno, sdo
conhecidos os seguintes dados: a=49,5cm (raio); E =21000,0kN/cm’;

v=03; h=0,8cm (espessura). Determinar os valores do deslocamento

maximo ¢ dos momentos de flexdo no centro da placa submetida a uma
pressdo uniforme de valor: p =0,0013kN/cm’.

Como os dados de geometria e material fornecidos, calcula-se:
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EnR’

D= ~984,6 kN cm
12il—vzi

Com a relagao (33), determina-se o deslocamento maximo:

L _ P _00013.(49,5)

. =0,12cm.
64D 64.984,6

Os momentos no centro da placa resultam:

_m, = P[0 (14+v)] = 20013 £469’52'1’3] = 0,26 kN .

Exemplo 4. Deduzir as expressdes para o deslocamento transversal e para
os momentos de flexdo de uma placa circular sob pressdo uniforme,
simplesmente apoiada em toda a borda (v.Fig.10).

pVVVVV*%V!VVVVVV

+ 5t

Figura 10 — Placa circular apoiada na borda

No caso da vinculagdo em questdo, as condicoes de contorno se
caracterizam como: deslocamento transversal e momento de flexao m,
nulos na borda; giro da normal e for¢a cortante ¢, nulos no centro da placa.

O procedimento ¢ andlogo ao realizado no exemplo 1, partindo da
integracdo da relagcdo (25). Os mesmos passos se repetem até a relacao
(28), repetida em seguida:

aw pr Cr ¢

= +
dr 16D 2 r

A constante Cj; resulta nula em fungdo da condigdo de contorno referente ao
giro nulo da normal no centro da placa, de modo que:
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3

dw_P” +C27"
dr 16D 2

(36)

Para a imposicdo da condicdo de contorno relativa a0 momento de flexao
m,, interessam as relagdes derivadas da (36):

1aw pro G d*w 3pr G,
— = + ; - = + (37)
rdr 16D 2 dr 16D 2
Empregando-se, entdo, a primeira das (21), determina-se:
2
pa
- (3 + V) (38)
8D (1+v)
Integrando-se a (36) mais uma vez, obtém-se:
4 2
pr Cr
= +——+C (39)

64D 4 ’

Com o auxilio da (38) e impondo-se a condicdo de contorno relativa a
nulidade do deslocamento transversal na borda, resulta, apos as
simplificacdes:

e p(az_rZ){(5+V)a2_r2:| (40)
64D (1+v)

E para o deslocamento no centro da placa:

B p(a“){(s +v)}

w. . =
" 64D | (1+v)

(41)

Combinando-se as (37) e (38) e substituindo-as nas (21), deduzem-se as
seguintes relagdes para os momentos de flexao:

I3

_£ 2 _ .2 :£ 2 2
m _16(3+V)[a r], m, 16[a (B+v) r(1+3v)] (42)
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Exemplo 5. Com os mesmos dados do exemplo 3, determinar os valores do
deslocamento e dos momentos de flexdo no centro da placa simplesmente
apoiada.

Da (41) segue que:

0,0013(49,54) (5+0,3)
W, =
" 64.984, 6 (1+0,3)

}: 0,5cm

Da (42), calcula-se:

10,0013

(3+0,3)[49,5°]=0,65kN .

r

Exemplo 6. Deduzir as expressoes para o deslocamento transversal e para
os momentos de flexdo de uma placa circular simplesmente apoiada sob a
acao de um momento uniforme distribuido em toda a borda (v.Fig.11).

=)

AN

Figura 11 — Placa circular sob momento distribuido na borda

No caso da vinculagdo em questdo, as condicoes de contorno se
caracterizam como: na borda, deslocamento transversal nulo € momento de
flexdo m, igual ao momento aplicado M; giro da normal e forca cortante g,
nulos no centro da placa.

O procedimento de deducao parte da integragdao da relacao (25), podendo-
se levar em conta, de imediato que a forga cortante ¢, ¢ nula em toda a
placa'. Assim sendo, a constante de integracdio associada ao primeiro passo
de integra¢do pode ser considerada nula e o problema efetivamente pode
ser tratado a partir da relagao:

d|1l1d| dw

e — ’/'_
dr\rdr| dr

=0 (43)

" Basta verificar o equilibrio de um disco central isolado do restante da placa (a resultante da for¢a
cortante no contorno do disco deve se anular).
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Segue de uma primeira integragdo da (43) que:

Ld| dvl_. (44)
rdr| dr
Na seqiiéncia, resulta:

Cr
aw_27. 6 (45)
dr 2 2

Impondo-se, neste ponto, a condi¢do de contorno relativa ao giro nulo no
centro da placa, conclui-se que: C, =0. A ultima integracdo, entdo fornece:

Cr

w(r) = ; +C, (46)

Da condicao de contorno relativa ao deslocamento nulo na borda da placa,
conclui-se que:

C a
C, =— 47
- @)

As relagdes seguintes sao de interesse para equacionar o momento radial de
flexao:

VdW Clv C2
raw _ . 4
dr’ 2 rdr 2 +Vr2’ (48)

Impondo-se a condicao de contorno relativa ao momento fletor na borda,
resulta:

2M
C=- (49)
D(1+v)

E, finalmente, a solucdo para os deslocamentos escreve-se na forma:
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wiry = e =) (50)
2D(1+v)

Exemplo 7. Aplicando o principio da sobreposicao, determinar a expressao
para o calculo do momento de flexdo radial junto ao engastamento de uma
placa circular sob a agdao de uma pressao uniforme em toda a sua superficie.

Na Figura 12 representa-se a idéia da sobreposicao dos casos resolvidos
nos exemplos 4 e 6 para encontrar a solucao desejada.

SIRRERTRRERRERE,

|
|
a l
|

=

+ =t
ANS\N

-~

j/a
1

M
+(>\
AN

1

ITETRITRNIIRRY
| A

Figura 12 — Sistemas equivalentes para placa circular

Essencialmente a placa engastada pode ser analisada sobrepondo-se os
casos da placa simplesmente apoiada submetida ao carregamento
uniformemente distribuido e da placa sob um momento distribuido ao
longo da borda. A intensidade do momento de borda (coincidente com o
momento de engastamento) deve ser tal que anula o giro na borda
provocado pelo carregamento distribuido na situacao de placa apoiada.

Da relacao (40), obtida na resolugdo do exemplo 4 (para placa
simplesmente apoiada sob carregamento uniformemente distribuido), pode-
se derivar uma expressdo para o calculo dos giros das normais ao plano
médio da placa:

(1)

dw _~PT (5+V)a2—r2 _pr(az_rz)
dr 32D| (1+v) 32D

Em particular, na borda:
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3

a
dv| ___ e )
drl... 8D(1+v)

Por outro lado, a solu¢do do exemplo 6, expressa pela relagao (50), permite
determinar o giro da normal na borda por efeito do momento distribuido':

dw Mr dw M a
= - - — =—— (53)
dr D(1+v) dr|.., D(1+v)

Impondo-se, entdo, que os giros das relagdes (52) e (53) sejam de mesmo
valor, porém com sentidos contrarios, resulta:

pa’ M a pa’

— = N =
8D(1+v) D(1+v) 8

A expressdo anterior coincide com o resultado obtido no exemplo 2,
comprovando a efetividade do procedimento de sobreposicao.

4. Efeito de temperatura em placa circular engastada na borda.

A situagdo que se pretende analisar, indicada na Figura 13, corresponde a
uma distribui¢do de temperatura que se apresenta constante na dimensao do
raio, porém linearmente varidvel ao longo da espessura. Desse modo,
pontos pertencentes a superficie inferior da placa ficam submetidos a certa
temperatura ¢;, enquanto pontos da superficie superior ficam sujeitos a
temperatura 7.

| b |
+ -
h # ] T
tl
tl tZ_tl

Figura 13 — Distribuicdo de temperatura através da espessura

' No caso do exemplo 6, 0 momento de borda é aplicado com sentido contrério ao indicado na figura 12.
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Numa condic¢do de placa circular simplesmente apoiada na borda, o efeito
da variacdo de temperatura ¢ de natureza puramente geomeétrica, uma vez
que as deformacgdes decorrentes nao sdo impedidas pela vinculagdo e,
portanto, nenhum esforco interno é gerado'.

Mesmo em relacao ao efeito geométrico, ha que se considerar que a parcela
uniforme que compde a distribuicdo de temperatura, de acordo com a
decomposicdo do seu diagrama mostrada na Figura 13, ndo introduz
variacdo de forma, pois implica em dilatacdo ou contragdo uniforme de
toda a placa. J4 a parcela de variagdo linear impde variacdo de forma,
conforme ilustra a Figura 14.

A0

Figura 14 — Efeito geométrico da varia¢do de temperatura

A curvatura induzida pela parcela de variagdo linear de temperatura ¢
coerente com a hipdtese cinematica de retas, inicialmente normais ao plano
médio da placa, manterem-se indeformaveis® e normais a superficie média
deformada. A deformacdo assumida pela placa fica, entdo, caracterizada
por duas medidas: os giros (¢) das normais associadas as bordas e o
deslocamento (w7) do seu ponto central.

A relagdo para a determinagdo do giro pode ser deduzida com o auxilio do
esquema ilustrado na Figura 15a. De acordo com esse esquema, o giro
decorre da variagdo também linear dos alongamentos das fibras radiais, os
quais, para uma variagdo positiva de temperatura, aumentam
progressivamente em direcdo a face externa da placa.

Da anélise da figura, conclui-se que o giro na borda da placa fica dado pela
relagdo:

~adla

=

(54)

1 ’ ’ . . r.
Esta é uma caracteristica comum a todas as estruturas isostaticas.
2 .~ ~ . ~ . ~
A variagdo de temperatura ndo induz, portanto, deformagdo na dimensdo da espessura da placa.
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Figura 15 — Elementos geométricos de interesse

Na Figura 15b estd representado o giro relativo entre duas normais
vizinhas, infinitamente pr()ximasl. Levando-se em conta a semelhanca de
triangulos e que no regime de pequenas deformagdes: & <<1, pode-se
deduzir a seguinte relagao para a curvatura assumida pela placa deformada:

R h h
A Figura 15c¢ ilustra a placa deformada, podendo ser deduzido que:
w, = R(1-cosp) (56)

Tendo-se em vista que os giros sao muito pequenos, o desenvolvimento em
série da funcao cosseno fornece:

2

4 2
cos¢:1—%+%—---zl—% (57)

Finalmente, com a (57) e empregando-se também a (54), da (56) obtém-se
a seguinte relagdo para o calculo do deslocamento do ponto central da
placa:

¢ adla’
_p¥ -*La 58
Wy > h (58)

1 /& . ~ ro. A . ~ e
E importante lembrar que as representagoes geométricas tomam por referéncia a situa¢do inicial
indeformada, pois a hipotese fundamental é que os deslocamentos e as deformagées sdo pequenos.
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Exemplo 8. Deduzir uma relagdo para o célculo do momento de flexdo
radial junto ao engastamento de uma placa circular sujeita a uma variacao
de temperatura linear ao longo da espessura.

O problema pode ser abordado pela técnica de sobreposicao de efeitos,
conforme ilustra a Figura 16.

Figura 16 — Sobreposicdo de casos

Claramente, percebe-se que a intensidade do momento na borda deve ser
tal a anular o giro que seria provocado pela variacdo de temperatura na
hipétese do vinculo permitir tal giro. Por um lado, o giro por efeito da
variagdo de temperatura pode ser calculado pela relacdo (54); por outro
lado, a solu¢ao do exemplo 6 fornece a relagdao para o calculo do momento
de borda. As duas relacdes de interesse sdo, portanto':

_adla

h b
dw Mr . dw| B M a
dr  D(1+v) drl., D(1+v)

N dw )
Impondo-se, entdo, que: @ = = determina-se:
r r=a

AT
M:D(1+v)aT (59)

Observa-se que, ainda explorando a solucao do exemplo 6, particularmente
a relagdo (50), o deslocamento no centro da placa, agora submetida a um
momento de borda de valor dado pela (59), resulta:

1 ~ . . . N ~ . . . .y
Neste caso, optou-se por ndo associar sinais as relagées, pois o momento indicado na figura ja
apresenta o sentido correto resultante.
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AT a’ a AT a’

a
MO = D) sy~ 2

(60)

Tal valor coincide com o valor dado pela relacdo (58), relativa ao
deslocamento no centro da placa simplesmente apoiada devido a variagao
de temperatura. Assim, conclui-se que a placa circular engastada na borda
ndo apresenta curvatura quando submetida a uma variacdo linear de
temperatura, mantendo-se, portanto, a curvatura nula do seu plano médio.

Exemplo 9. Determinar o valor da tensdo normal maxima numa placa
circular, em aco, submetida a uma variagao linear de temperatura de valor:
AT =40°C . Dados adicionais: E =21000,0kN/cm’; v =0,3; a=30cm;,

a=11.10"/°C; h=0,8cm.

A tensdo normal maxima por efeito do momento de flexao radial dado pela
relagdo (59), resulta no engaste e no ponto mais afastado do plano médio;
trata-se, portanto, de calcular, inicialmente, o valor daquele momento.

A rigidez D resulta:

Er* 21000(0,8)

= 12(1_‘/2)— 12(1_0732) =984,6 kN cm.

Segue que:

a AT 984.6.(1+0,3).1,1.107°.40

M =D(1+v) X

= 0,704 kN.

A tensdao normal maxima determina-se, entdo, com a relacao:

o, = %6 = 6'0’724 =6,6 kN /cm’."
h (0,8)

1 ~ ’ . , . ~ ~ .
Esta relagdo é a mesma da teoria classica de flexdo, para uma se¢do retangular de largura unitaria.



CAPITULO 8 PLACAS FINAS RETANGULARES

1. Introducio.

A relagdo fundamental das placas finas retangulares foi apresentada no
capitulo anterior e escreve-se na forma:

8w+2 ow Ow_pxy)

4 2 2+ 4 (1)
ox ox 0y 0y D

Solu¢des analiticas para a equagdo fundamental sdo possiveis de serem
obtidas em casos muito particulares de distribui¢ao de forcas aplicadas e de
vinculagcdo. Um deles ¢ o da placa simplesmente apoiada em toda a borda
submetida a um carregamento de distribui¢do senoidal, com valor maximo
po no centro da placa e definido pela relacao:

p(x,)= p, sen(ﬂ) sen[ﬂj )
a b

Na relag¢do anterior a representa a dimensao da placa na direcdo x ¢ b a
dimensao na direcao y; a origem do referencial encontra-se num dos cantos
da placa.

Nessa condigdo, uma solucdo afim do carregamento, isto ¢, também
caracterizada por uma distribuigdo bi-senoidal, satisfaz diretamente as
condi¢coes de contorno, referentes a nulidade dos deslocamentos e dos
momentos de flexdo perpendiculares as bordas. De fato, sendo a solucao
dada por:

w(x,y)=C sen(%) sen(%) 3)

claramente os deslocamentos sdo nulos nas linhas de borda caracterizadas
por: x=a ¢ y=b. Além disso, os momentos m_ e m, envolvem as

segundas derivadas parciais da relacdo (3) e também se anulam nas linhas
de borda. A solu¢do da equacdo diferencial depende, entdo, da
determinacdo da constante C e isto pode ser feito pela substituicdo da
solucdo proposta na (1), considerando-se, evidentemente, o carregamento
definido pela (2).
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As derivadas parciais envolvidas na substituicdo em questao resultam:

4 4
O'w_ Cgsen(ﬂj Sen(ﬂj ;
ox a a b

€= fo 1Y @
D7Z’4(2+2j
a b

~ . 1
Dessa forma, a solu¢cao em deslocamentos, bem como os esfor¢os internos
ficam caracterizados por:

w(x,y) = 119 L =, Sen( ﬂaxj Sen(%) (%)
m_= Py . (%+%)sen(ﬁx] sen(ﬂyj (6)
: 2(1 . 1) a b a b
P
a b
m, = Do > (Lz+%jsen(ﬂ) Sen(ﬂj (7)
2(1 N 1] a b a b
T\ 2T
a b

! Estes determinados com as relacées (3), (4), (5), (10) e (11) do capitulo anterior.
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a

m_ = Po (1 _V) cos(ﬂj cos(%) (8)
V4

q. = ( f?o 1 )2 cos(%j sen(%} 9)
Ta

p X Ty
_ 0 ki Z7 10
q, (1 ljzsen(ajcos(bj (10)
b +

ro=— Po - (LZ+ 2_2‘/) Sen(ﬂj (11)
' ( 1 1) a b b
Ta

p I 2-v TX
ro=— ( 1 0 1 jz (;4— " jsen(7j (12)
h

R= 2p0 (1—1/)2 (13)
f 1 1
T E + bfz ab
Observa-se que para as reagdes de apoio r, € r,, € também para a forca de

reagdo concentrada R nos cantos, o sinal positivo indica coincidéncia com o
sentido do eixo Z de referéncia (para baixo!).

Um procedimento analogo pode ser aplicado quando o termo independente
da (1) apresenta uma forma mais geral®, do tipo:

xj sen(mbzyj (14)

onde m e n sdo numeros inteiros € caracterizam o numero de semi-ondas
nas dire¢des x e y, respectivamente, sendo p, o valor da amplitude maxima

p(x.y) =P, sen[’"”

2 a7~ , . ~ .
Ndo ha, neste caso, um compromisso que a fun¢do represente, necessariamente, um carregamento
aplicado na placa; trata-se, em principio, de uma expressdo puramente matemdtica.
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que se repete em cada semi-onda. Neste caso, a solu¢do em deslocamento
escreve-se na forma:

w(x,y) = Po 2sen(mﬂxj Sen(nﬂy) (15)
Dr' m—2+n—2 ¢ b
a b

2. Solucoes de Navier.
Quando o carregamento aplicado possui uma distribui¢do qualquer, o

procedimento anterior pode ser estendido uma vez que se represente o
carregamento p(x,y) em forma de uma série dupla de senos:

ﬁxj Sen(mbzyj (16)

Os coeficientes p,,, da série podem ser determinados pela seguinte relagao:

ﬂxj sen(nzyjdxdy (17)

4 nu m
P =—"7]] p(x,y)sen(
ab o5

Assim, cada termo da série resulta com uma forma similar aquela da
relagdo (14) e a solu¢do pode ser expressa por uma somatdria de termos,
cada um deles semelhante a (15). A solugdo, entdo, resulta:

w= | 2y L jzsen(mﬁxjsen(nﬂy) (18)

b

A seqliéncia de figuras seguintes ilustra as aproximagdes de um
carregamento uniformemente distribuido sobre toda a superficie de uma
placa quadrada de lado a@ = 3, obtidas com diferentes nimeros de termos da
série (16).
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Vista frontal:

1.5

1

0.5

8

1 2 3

Figura 1 - Distribui¢do obtida comm =1 e n =1

Q\\\e

SO
S

Vista frontal:

1

0.5

8

1 2 3

Figura 2 - Distribui¢do obtida comm =1, 3 e n =1, 3
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Vista frontal:

0.5

g

0 1 2

Figura 3 - Distribui¢cdo obtida com m =1,3,...,.9 e n=1,3,...,9

Vista frontal:

0

1 2

Figura 4 - Distribui¢do obtida com m =1,3,...,15 ¢ n =1,3,...,15

A proxima seqiiéncia de figuras mostra as aproximagdes geradas pelo
desenvolvimento em série de uma forca concentrada aplicada no centro da
placa quadrada de lado a = 3.
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Figura 6 — Aproximagoes obtidas com até vinte e cinco termos da série
2.1 Caso particular de forca aplicada uniformemente distribuida

p(x,y) = p sobre placa retangular.

Neste caso, a relacao (17) se simplifica para a seguinte forma:
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16 p

Timn

pmn = (19)

onde m e n passam a ser somente numeros impares, pois aos valores pares
correspondem coeficientes nulos na integracao indicada pela (17).

A solugdo para os deslocamentos transversais fica dada por:

w=10P 55 m’”j Sen(nﬂyj (20)

7rD'"" { ] a b

Para os esforgos internos e reagdes de apoio valem as seguintes expressoes:

m, = 16p Zf(ab) ( +Va2n2) sen(mﬂxj sen(nﬂy) (21)
’ mon ( b’'m’ +a n) a b
x 16p 22 2(a2n2+vb2 2)Sen(m7z'xj Sen(nﬂy) (22)
" (mn)p*m® +a’n*) a b
_ l6p 1 1 m7irx nwy
m, ——7[—4(1—1/)@ Zf—mz e 2cos( » jcos( 5 j (23)
@ b
— 2 2 2 2.2
g = 16p3ab S5 (b m +an ) : Cos(mﬁxj Sen(n;ry) (24)
7 (n)pPm? +a’n’) a b
— 2 2 2 2.2
g, = 16p3a bZZ (bn: -2|-a n2 )2 : Sen(mﬁx) Cos(nﬂy] (25)
T ’”(m)(bm +an) a b

— 4 2 212 3 21.2 3
. :1659 Ez(abm +2n°b°a Vznba )Cos(mﬂxj Sen(nﬁyj (26)
m o n(b2m2+a2n2)

4 2 213 2 213
= 163p Zz(ba n*+2m’a’b wzn ab )Sen(mﬂx) Cos(nﬂyj 27)
Zomon m(b2m2+a2n2)
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2.2 Caso particular de forca aplicada uniformemente distribuida
sobre placa quadrada.

Neste caso as relagdes anteriores se simplificam para:

— 4
w:16£)a 22X ! 5 Sen(mﬂxj sen(nﬁyj (28)
"D mo (mn)(m2+n2) a a
16 pa’ (m2+vn2) mrx nwy
m =—_—2X2X = sen sen (29)
’ 7t (mn)m® +n?) a a
— 2 2 2
m = 16p4a sy (n +vm ) : sen(mﬂx) sen(nﬁyj (30)
' T (mn)(m2+n2) a a
16 p ) 1 mix nwy
m, =-—7 (1-v)a’ XX 5 COS cos 3D
T mon (m2+n2) a a
qx:16137a22 21 ; cos(mﬂxj sen(n”y) (32)
T n(m +n ) a a
q :16[:a22 21 . sen(mﬂxj cos[nﬂyj (33)
U A m(m +n ) a a
= 2 2,2
- :16139a22(m +2n vzn )cos(mﬁxj Sen(nﬁyj (34)
oo n(m2+n2) a a
= 2 2 2
, 2 16pa g o e v )sen(m”)cos("”yj (35)
0 m m(m? et a a

As figuras que seguem ilustram as distribui¢cdes de esforcos obtidas com
diferentes termos da série em placa quadrada de lado a = 3.

e m=I1,3 e n=I1,3 (vista frontal)

0.4

0.3

0.2 |

0.1
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(vista frontal)

=1,3,...,9

1,3,...9 en

e m=

0.4

0.3

0.2

0.1

7 — Distribuig¢oes de momentos fletores

igura

F

1,3

1,3 en=

e m =

=1,3,..9

1,3,..9 e n

e m =

Figura 8 — Distribuicoes de momentos volventes

1,3

m=I,3en
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Vista frontal:

0.5

-0.5

=13,...9

.9 en

m=1,3,..

Vista frontal:

0.5

-0.5 1

2

1

Figura 9 — Distribui¢oes de forcas cortantes

1,3

m=I1,3en
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Vista frontal:

0.5

-0.5

1 2

Vista sob direcao defasada em relacao a direcao frontal:

Figura 10 — Diferentes vistas da distribui¢do de reac¢do r,

2.3 Caso particular de forca aplicada uniformemente distribuida
sobre area retangular.

A solucdo em série trigonométrica para o deslocamento transversal de um
ponto da placa retangular, de lados a e b, respectivamente segundo os €ixos
x e y, simplesmente apoiada no contorno e submetida a um carregamento p
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uniformemente distribuido numa regido retangular de lados a, ¢ b,’, ¢ dada
por:

D, = 126p Sen(mﬁgjsen(mjsen(mﬂaojsen(n”boj (36)
Tomn a b 2a 2b

com & e n as coordenadas do centro da regido de carregamento.

2.4 Caso particular de for¢a concentrada P aplicada no ponto de
coordenadas: x = ey =1.

A diferenca para o caso anterior € o calculo dos coeficientes p,,,:

Do zﬁsen(m”éjsen(%) (37)

ab a

Exemplo 1. Determinar o valor do deslocamento no ponto central de uma
placa quadrada de lado 60 cm e espessura 0,8 cm, considerando-se os
desenvolvimentos em série resultantes de: (m = n = I) e (m = n = 3).
Dados complementares: E =7000,0 kN/cm®; v=0,3; p=0,001 kN/cm®.

Sendo no ponto central: x =30; y =30, a relagdo (28) assume a seguinte
forma:

m+n
+1

_l6pa’ o (—1)(2
" gt D (mn)(m2+nz)2

Seguem os resultados intermediarios:

_ m+”+1j
2r (m(n)(llz[f: n2)2 e 0,25

3 Os lados sdo também paralelos aos eixos de referéncia.
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m—M+l
IS (m(n_)(ln)Ez: 3;2)2 - % - 3(1)0 - 3(1)0 " 29116 =0,2437

As relagdes para o calculo e os valores do deslocamento maximo resultam:

_0,00416pa’

max.1

=0,16cm

— 4
—0.164¢m: W - 0,004056 pa

max.2

Exemplo 2. A placa quadrada, indicada em planta na Figura 11, esta
simplesmente apoiada em todo o contorno e submetida a um carregamento
(p) uniformemente distribuido, exceto na regido central, também quadrada,
representada em linha tracejada. Determinar o deslocamento no centro da
placa considerando-se solucdes trigonométricas em série com m=1 e
n=13.

+ 2L} 2L+ 2L -

# X

2L

+ 7 T |
o .

jL

()
=

+

Figura 11 — Placa quadrada

O problema pode ser resolvido por sobreposicdo de dois casos: o primeiro
em que a forca dada (p) aplica-se sobre toda a face superior da placa e o
segundo em que uma for¢a (—p) aplica-se somente na regido quadrada
central que devera resultar livre. Este segundo caso corresponde, entdo, a
um problema onde a for¢a aplicada distribui-se numa regido (quadrada, no
caso) interna a placa, cuja solugdo ¢ dada pela relagao (36).

As relagdes a serem empregadas para a solugdo sdo as seguintes:

e Placa retangular com carregamento aplicado uniformemente em toda
a sua superficie
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w1:166p 22X 1 > sen XN sen| 222
Tz D mon ( mZ nzj a b
a

e Placa retangular com carregamento aplicado uniformemente numa
regido retangular de lados a, ¢ b,

w, = ! J o jzsen(mﬁxjsen(nzyj

D, = 126p Sen(m”gjsen(mjsen(mjsen(nﬂbo)
T mn a b 2a 2b

Procedendo aos desenvolvimentos, a parcela de deslocamento w; resulta:

W_16p (l_ 1 )_5,321)5‘
" 72*D\4 300 D

Para a parcela de deslocamento w, resultam:

l6p 1 4p
P, = T Zzﬂz
16p1 2667p

(V0= 1)( ()=

_4pd (l)_2,667pa4 (_ 1 j_1,0267pa4_1,384pL4
2D \4 7°D 100 7°D D

Considerando que as parcelas de deslocamentos possuem sentidos
contrarios, segue que o deslocamento final fica dado por:

_394pL
D






CAPITULO 9 CASCAS EM REGIME DE MEMBRANA

1. Introducao

Por casca denomina-se o elemento estrutural laminar de superficie média
ndo-plana’. Ainda sob o ponto de vista geométrico, a superficie média pode
apresentar simples ou dupla-curvatura, e uma classificagdo de acordo com
essas caracteristicas pode ser feita, de forma mais rigorosa, empregando-se
uma medida denominada curvatura gaussiana.

Da Geometria Diferencial, ou geometria das superficies, sabe-se que em
qualquer ponto de uma superficie ¢ possivel identificar duas diregdes
ortogonais, correspondentes as tangentes a linhas particulares contidas na
superficie que apresentam, no ponto, valores de curvatura extremos (ou
principais)’. A curvatura gaussiana ¢ entio definida pelo inverso do
produto dos raios principais de curvatura. Ocorre que os correspondentes
centros locais de curvatura podem estar posicionados de um mesmo lado ou
em lados opostos em relagdo ao plano definido por aquelas tangentes;
quando estiverem de um mesmo lado a curvatura gaussiana apresentara
sinal positivo, quando em lados opostos a curvatura gaussiana sera
negativa. Pode ocorrer, ainda, que uma das linhas tenha curvatura nula e,
neste caso, também serd nula a curvatura gaussiana.

O estudo apresentado neste € nos proximos capitulos limita-se as cascas de
superficie média com curvatura gaussiana positiva ou nula, e que
apresentam simetria axial de geometria e forcas aplicadas. Essa
caracteristica de simetria de revolug¢do confere ao problema estrutural a
simplificacdo de poder descrevé-lo matematicamente em fun¢do de uma
unica variavel independente.

Nao obstante a limitacdo introduzida ao assunto, cascas com simetria de
revolugdo aparecem com grande freqiiéncia em diversas aplicagdes em
engenharia, sendo que na aeronautica elas sdo particularmente finas. Por
este motivo, do ponto de vista estrutural as componentes de tensdo
alinhadas com a direcdo da normal a superficie média podem ser
desprezadas; quanto as componentes nos planos tangentes aquela
superficie, suas distribuicdes podem ser consideradas praticamente

1 . . .
Este aspecto, em particular, a diferencia de uma placa.
2 .. ~ . .
Tais linhas sdo referenciadas como linhas de curvatura.
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uniformes ao longo da espessura. Idealmente, portanto, as cascas finas
caracterizam-se pela resisténcia as acoes aplicadas mediante movimentacao
de esfor¢os internos generalizados contidos, sobretudo, em planos
tangentes a sua superficie média: trata-se de um comportamento tipico de
membrana.

Entretanto, perturbagdes do ‘regime de membrana’ podem ser induzidas
por variagdes bruscas ou pontuais do carregamento aplicado e de
geometria, além do efeito de vinculagdo externa ou interna. As
perturbacdes se identificam pelo aparecimento de flexdes localizadas na
regido adjacente a sua causa. Nessas regioes as distribuicdes de tensdo ao
longo da espessura deixam de ser uniformes e o equilibrio passa a exigir a
movimentacao de esfor¢os generalizados de flexao e torgao.

Neste capitulo, apés uma breve apresentagdo de alguns conceitos da
geometria das superficies e da defini¢ao dos esforgos solicitantes em cascas
de geometria qualquer, coloca-se em destaque o tema das cascas de
revolugdo e, em particular, da analise das cascas em regime de membrana.
A modelagem descrita limita-se ao comportamento linear fisico e
geométrico.

Definicio geral dos esforcos solicitantes em cascas de geometria
qualquer

2.1 Alguns preliminares da geometria das superficies

Uma superficie pode ser definida como o lugar geométrico dos pontos do
espago tridimensional cujo vetor posi¢ao r, definido com relagdo a um
referencial cartesiano posicionado com origem arbitraria, ¢ fungdo de dois
parametros independentes: &, e ¢&,. Tais pardmetros podem, ainda, ser

interpretados como coordenadas naturais de pontos num dominio
bidimensional. Diz-se, entdo, que & e & constituem um sistema de

coordenadas curvilineas intrinseco a superficie, conforme ilustra a Figura 1.

Atrelando ao referencial um sistema de coordenadas cartesianas (x,y,z), as

coordenadas de um ponto sobre a superficie passam a ser fungdes
conhecidas de & e &, e podem ser colocadas na forma paramétrica:

x=f1(§1,§2), y=f2(§1’§2) ¢ Z=f3(§1’§2)°
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Figura 1- Ponto P da superficie definida por coordenadas paramétricas

Curvas sobre a superficie ao longo das quais um parametro permanece
constante sdo denominadas curvas paramétricas. Uma superficie pode,
entdo, ser definida completamente por dois conjuntos de curvas
paramétricas. Assim sendo, escolhendo-se as linhas de curvatura como
curvas paramétricas, pode-se usa-las para definir um sistema ortogonal de
coordenadas curvilineas atrelado a superficie.

Para ilustrar o conceito anterior, considere-se um ponto P sobre a superficie
de uma esfera. Neste caso, ¢ mais convenientemente identifica-lo por
coordenadas esféricas (R,p,0), em lugar das cartesianas, conforme mostra

a Figura 2.

Figura 2 - Octante de superficie esférica.

Sendo R o raio da esfera, as coordenadas cartesianas do ponto sobre a
esfera sdo:
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x = Rsen(p)cos(6) (1)
y=Rsen(p)sen(6) (2)
z=Rcos(p) 3)

Neste caso, ¢ € 6 podem ser interpretados como os parametros & € &,

pois fixados um ou outro, definem-se meridianos e paralelos sobre a
superficie.

Sejam, agora, P e O pontos vizinhos sobre a superficie, com vetores
posi¢do r e r+dr, respectivamente, € aos quais correspondem os pares de
coordenadas paramétricas (&.¢,) € (& +dé,.&, +d¢,), (ver Fig. 3). Entdo,

sendo por hipotese r uma funcao regular de & e &, tem-se:

dr=" g + O ge (4)
9, g,
or or \ Lot
onde % € E sdo vetores tangentes as curvas paramétricas em P. O
1 2

comprimento ds do elemento de arco, sobre a superficie, que une P a Q ¢
dado pelo médulo de dr quando P tende para Q.

Figura 3 - Elemento diferencial de arco dr de comprimento ds .

Ainda observando a Figura 3, tomando-se, em particular, os pontos
vizinhos P’ e (', sobre as linhas paramétricas & =cte. e & =cte.,

respectivamente, os comprimentos dos elementos de arco correspondentes
escrevem-se como particularizagoes da (4):
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ds,=a,dg,; ds,=a,ds,

o . , or or
onde a; e 0, sdo, respectivamente, os modulos dos vetores — e —

b
o5 05,
denominados, genericamente, por coeficientes métricos.

Por outro lado, sendo a casca uma estrutura laminar, geometricamente ela
pode ter sua espessura gerada fazendo-se percorrer ao longo de curvas
paramétricas, de sua superficie média, um vetor de médulo variavel (por
generalidade) e dire¢dao normal a superficie.

Assim, a posi¢ao de um ponto qualquer da casca pode ser determinada por
trés parametros: dois dos quais variam sobre a superficie média da casca
enquanto o terceiro varia na dire¢do da normal a esta superficie. Sendo, por
exemplo, z a posicdo em relacdo a superficie média, medida na dire¢do do
versor normal a ela, tal ponto terd coordenadas curvilineas: &, & e z,
ortogonais no caso de se associar os parametros a linhas de curvatura.

2.2 Os esforgos internos solicitantes

Considere-se o elemento de casca ilustrado na Figura 4, limitado na
superficie média pelas linhas: & =cte., & +d& =cte., & =cte., & +dE =cte., €

C e . . ~ h
nas direcdes ortogonais aos planos tangentes pela dimensao: z = iE, sendo

h a espessura da casca. Os lados do elemento correspondentes as posigoes:
(& =0;& =cte.) e (& =cte.; &, =0) possuem comprimentos o, dé, € a,dé,,
onde «, € «, sdo os coeficientes métricos descritos no item anterior.

Figura 4 - Descricdo geométrica de um elemento diferencial de casca



404 — Introdugdo ao estudo das cascas em regime de membrana -

Sejam x e y as direcdes das tangentes as coordenadas curvilineas & e &,
no ponto O mostrado na Figura 4. Sejam, ainda, R, e R, os raios de
curvatura em O, medidos nos planos xz e yz, respectivamente. O angulo
LAY
R

2

correspondente ao arco de comprimento «,d&, € entdo e o

comprimento do arco genérico do elemento situado a uma distincia z da
superficie média segundo o plano yz resulta:

(R, —z)a,d¢, :(I_Rij wdz, (5)

RZ 2

As componentes de tensao normal e de cisalhamento segundo os planos das

~ 3
faces do elemento sio o,, o,, 7,=71,, 7.,7,.. Chamando de N, a

resultante da tensao normal atuando na face yz, tem-se:

Nadé =["" o {1—%} a,dé,dz (6)

2

ou, considerando-se sua distribui¢ao por unidade de comprimento,

N=[" [1__sz (7)

Da mesma forma, obtém-se as expressdes para as outras forgas e
momentos, distribuidas por unidade de comprimento, atuantes nas segdes
normais. Tais esfor¢os sao mostrados na Figura 5.

Figura 5 - Esforcos internos no elemento de casca

Entao, tém-se:

3 . ~ L. , \ . .
Vale aqui uma convengdo de sinais andloga aquela introduzida no estudo das placas.
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N=[" o, (1—%} dz (8)

No=["" 2, 1_1% dz (9)

Ny=[" 1—%1 dz (10)
0=[" [1_1%}12 (11)
0,=[" z. [1—%}12 (12)

1

m=[" o [lgjd (13)
=", @FJCZ (14)
My, =~["" 1, (I—Rizjzdz (15)
=", (lgjd (16)

Das defini¢cdes acima, conclui-se que apesar de, por reciprocidade, 7, =7,,,
N,, ndo ¢ necessariamente igual a N, , pois, geralmente, R =R,. Pela
mesma razdo, M,, nao ¢ igual a M,,. Entretanto para as cascas finas, 7 ¢

z z ~
pequeno se comparado com R, € R,, € 0s termos — € — nas expressoes de
1 2

(8) a (16) podem ser desprezados se comparados com a unidade. Assim,
pode-se admitir que: N,=N,, € M,=M,,.
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3. Cascas de revolucio

3.1 Geometria

Geometricamente as cascas de revolucdo tém sua superficie média, de
simples ou dupla curvatura, descrita pela rotacdo de um segmento de reta
ou curva plana qualquer (‘meridiano’) em torno de um eixo de rotacao
contido no seu plano (Fig. 6).

eixo de

rotagao T~

meridiano

paralelo

Figura 6 - Geometria de uma casca de revolugdo de dupla curvatura

A intersec¢do da superficie média com um plano normal ao eixo de rotagdo
define uma circunferéncia ou ‘paralelo’.

Por um ponto P qualquer desta superficie pode-se orientar um sistema de
referéncia ortogonal dextrorso (com os sentidos positivos indicados na Fig.
6), tendo por eixos:

- X: tangente ao paralelo;
- y: tangente ao meridiano;
- z:normal a superficie.

Pode-se ainda introduzir os seguintes elementos geométricos, também
indicados na Figura 6:

- 7, (=0, P): raio de curvatura do meridiano no ponto P, medido
segundo o eixo z de referéncia;

- 79 (=0, P): raio de curvatura do paralelo;

- ¢: angulo no plano meridional que contém P, definido entre o
eixo de rotagdo e a normal a superficie no ponto P.
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- @ angulo no plano do paralelo, definido entre uma direg¢do 7y
tomada como referéncia e o raio do paralelo no ponto P.

Assim, pode-se adotar para coordenadas da superficie média o seguinte
conjunto de variaveis: (6, ¢, z).

3.2 Acoes

As acodes (forgas aplicadas por unidade de area) sdao indicadas por um vetor
P, que pode ser representado em fungao dos seus componentes na forma:

—

P=D,+P,*D. (17)

De um modo geral, alguns tipos de agdes e efeitos freqiientes que dao
origem as solicitagdes internas nas cascas t€ém por origem:

- Peso proprio;

- Sobrecarga acidental;

- Acgoes de natureza aerodinamica;

- Efeito de variacao de temperatura;
- Deslocamentos impostos de apoio;

Neste texto, ao se considerar as agdes, tratam-se em particular aquelas que
apresentam simetria de revolugdo, portanto: p, =0.

superficie

/ da casca

eixo de rotacao

Figura 7 - Elemento de casca com carga do tipo permanente (peso proprio).

Para representar o caso de peso proprio, a forga aplicada (g) ¢
uniformemente distribuida por unidade de area de superficie média da
casca (ver Fig.7); ja a forca (g) representativa de agdo de sobrecarga,
indicada na Fig.8, pode ser considerada como uniformemente distribuida
em relagdo a projecao horizontal da superficie.
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’ E\
)

o

»

(@)

)

S

superficie

/ da casca

q cos (pdS

eixo de rotagdo

Figura 8 - Elemento de casca sob agdo de sobrecarga.

O caso de pressdo interna ou externa caracteriza-se por sua agao ortogonal
ao plano tangente a superficie média da casca, coincidente, portanto, com a
componente p..

3.3 Esforcos internos generalizados

Considere-se um elemento genérico de superficie média da casca,
delimitado por dois paralelos e dois meridianos, de area dS =rd0rdy,

(ver Fig. 9). Por uma questdo de conceituagcdo geral, ainda neste ponto
definem-se agdes e esforcos internos sem levar em conta simplificagdes
decorrentes da restricao de axissimetria.

\
T }\01
\

~

Figura 9 - Componentes das for¢as externas no elemento de casca.

Em relacdo ao referencial posicionado no ponto central do elemento,
representam-se as resultantes das componentes do carregamento externo,
denotadas por p,dS, p,dS € p.dS.
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Mesmo sendo a casca de espessura fina, considera-se que as distribuigdes
de tensdes normais e de cisalhamento ao longo dela sdo tais que
configuram como resultantes esfor¢os internos generalizados, (distribuidos
por unidade de comprimento) dos tipos: forcas normais e tangenciais as
faces (N,,N,,N,, ¢ N, ), momentos de flexdo e volventes (M, M ,M, ¢

M ). Além disso, as componentes de tensdo normal na diregdo da normal

a superficie média sdo desprezadas, entretanto ndo se desprezam tensoes de
cisalhamento naquela direcdo, as quais proporcionam forcas cortantes
(0,,0,) como resultantes. Todos os esforgos sdo definidos por unidade de

comprimento ¢ t€m seus sentidos convencionados positivos indicados nas
figuras 10a e 10b. Ainda nas mesmas figuras indicam-se as variagdes que
os esfor¢os apresentam ao se percorrerem de face a face do elemento as
linhas de paralelo ou de meridiano.

Os esfor¢os normais e tangenciais sdo denominados esfor¢os de membrana,

dado ao fato de pertencerem ao plano tangente a superficie média; os
momentos e for¢as cortantes restantes sdo ditos esfor¢os de flexdo.

d
[Qq 79+ 5 (Qry) 401 40~ T

4 d
S [M(Per0+d(p(Mq)er0)d<P]d9
SN o
o [Ne+3‘3Nede]rld(p
d
N +— (N d
[Noo 1o+ 4 (Ngo ) 41 [Ne(p+£Ne(pd6]rld(P (b)
d
[N(pr0+ o N o) de]de
(a)

Figura 10 - a) Esforcos solicitantes de membrana; b) Esforcos solicitantes de

flexao.

4 e |
by A E Logr opiolan =
|

[Mg+ -5 Mg 0] dep

(Pr0+£ (Mgyry) do]do
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3.4 Equacoes de Equilibrio

Introduzindo a hipotese de simetria axial, o carregamento externo nao deve
apresentar componente em relagdo ao eixo tangencial ao paralelo (p,, que

aparece na Figura 9, ¢ nulo). Essa mesma condi¢do de simetria leva a
concluir pela inexisténcia de forgas tangenciais, momentos volventes e
forgcas cortantes em relacdo ao paralelo. Em conjunto, tal simplificagdo
implica em:

paEN¢eEN9¢EM¢95M9¢EQeEO (13)

Os esforcos N, e M, existem, porém, com valor constante ao longo do
[ [4
paralelo. Nesse sentido, acrescentam-se as restri¢oes:

dNH EdMé?

=0 19
do do (19)

Em virtude da simplificagdo descrita, restam 5 esforgos internos a serem
considerados num elemento de casca esférica (todos somente em fungao de

P):
N65N¢§Q¢;M¢;M6’ (20)

O conjunto de esforgos internos e acdes externas atuantes no elemento
devem obedecer a condi¢do geral de equilibrio, detalhada no que segue.

e Equilibrio segundo a tangente ao meridiano (definida no ponto
central do elemento). Em razdo da curvatura do elemento, para o
equilibrio nesta dire¢do contribuem ndo somente o esforgo N, mas

também as componentes de N, e 0, .

A relagao de equilibrio correspondente resulta:

do d do
Pylofi 460~ Nor,docos| == |+ N¢r0d0+%(N¢ro)d(pd6’ cos| <7 |-

1
_Ngrldgodﬁcos(g/)) - 2(5 Q(prodﬁd(pj =0 (21)

ou, apos as simplificacdes,



— Introdugdo ao estudo das cascas em regime de membrana - 411

d
d_¢(N¢r0)_N9r1 cos(go)—Q¢r0 =Pyl 22)

As Figuras 11a e 12 ilustram a obtengdo das componentes dos esforgos
envolvidos na ultima relagdo. Chama-se a atengdo para a interpretacao,
mostrada nas figuras 11b e 12, da componente N, segundo o meridiano.

(a / (b

1
—-do plano
horizontal

1
- d0.Ngr, d¢
\{2 0%

04
$ \ b AN N 1 de
& 2
& d plano do 2
“/ [N(pr0+d_<P ( N(pl"o) de]de meridiano

Figura 11 - a) Componentes dos esfor¢os internos segundo o plano meridiano, b)
Componentes do esfor¢o N, no plano do paralelo.

o
>
&,
&
FLE
\ 2
B,dS | o,
[P
Ne I'l de do . cosP plano do

meri‘diano

\
\
\
\
\
\
\
1\
)
\
[

Figura 12 - Componentes de N, no plano meridiano.

e Equilibrio segundo a dire¢do da normal a superficie (definida no
ponto central do elemento): também devido a curvatura do elemento,
os esforgos N, N, e O, possuem componentes nessa direcao.
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Novamente recorre-se as Figuras 11 e 12 para visualizar a obten¢do de tais
componentes. A relacdo de equilibrio correspondente resulta:

do d do
erorldé’dgoJrNgrld(pdﬁ.sen(g0)+N(pr0d9.7+ N¢FO+£(N¢r0)d(p d0.7—

do d do
-Q,,r,df.cos| — |+ 1, +— (0,1, )de |dO.cos| — |=0 23
Q¢0 (2j {Q(po d(p(Q(po) (0:| Ez) (23)
ou, apos as simplificagdes,
d
N,rp + Nerlsen(w) + %(Qwro) =Dzl (24)

e Equilibrio a rotagdo, ou de momentos em torno da tangente ao
paralelo. Neste caso, como os meridianos ndo sdo paralelos entre si,
0os momentos M, apresentam contribui¢do para o equilibrio; tal

contribuigdo esta ilustrada na Figura 13.

Figura 13 - Componentes de momentos fletores M, segundo a tangente ao

paralelo.
A relagdo correspondente resulta:
L%(M(p ro)d(p:| d0—M 1 cos(p)dOdp — (0, 1,d0)rdp =0 (25)
i(M(/);;))—Mg,rl(:os(gp)—Q(prorl:O (26)

do
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4. Cascas de revolu¢io em regime de membrana

As cascas apresentam um regime de comportamento dito de membrana se
as acOes externas puderem ser equilibradas somente por esfor¢os internos
contidos em planos tangentes a superficie média, isto €, sem que se
movimentem momentos fletores, volventes e for¢as cortantes:

Op=My=My=0 (27)

Numa conceituacdo geral, para que de fato uma casca possa ser admitida
em ‘regime de membrana’ as seguintes condi¢des devem ser satisfeitas:

a. A casca deve ter espessura suficientemente fina para que as tensoes
normais e tangenciais de direcdo paralela a superficie média do
elemento possam ter suas distribui¢des consideradas como uniformes
ao longo da espessura (proporcionando, portanto, como resultantes,
somente for¢as normais e tangenciais a superficie média). Além
disso, também em razdo da espessura fina, em cada ponto
desconsideram-se componentes de tensdo na direcdo ortogonal ao
plano tangente local a superficie média da casca.

b. O carregamento aplicado deve ser distribuido e com variagcdo suave
sobre a superficie da casca.

c. Os vinculos devem impor somente reagdes compativeis com o0s
esforcos de membrana, isto ¢, forcas com diregdes normais e
tangenciais a superficie média da casca.

Em razao das distribuigdes de tensdes normais e de cisalhamento das quais
resultam, os esforcos normais e tangenciais generalizados sdo agora ditos
puros de membrana, para diferenciar daqueles apresentados no item
anterior, que coexistem com momentos de flexdo, momentos volventes e
forgas cortantes. No sentido de destaca-los em relagdo aos outros, os
esfor¢os puros de membrana serdo aqui representados com um trago
superior.

Voltando a considerar o equilibrio de for¢as segundo as direcdes da
tangente ao meridiano e da normal a superficie média da membrana, as
relagdes correspondentes resultam:

d _ _
d—¢(N¢ro) - Ngn cos(go) = =Dl (28)
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N(D Yo +]\_/9 rlsen(go):—pz Toly (29)

Combinando-se as relagdes anteriores no sentido de eliminar N,, obtém-se,
apoés algumas passagens algébricas simples:

d _ —
d_(o(N(p ro)sen((p) + N(p Yo cos((p) =Dy rorlsen((p) — Pz N COS((P) (30)

Para realizar a integracdo da relacdo anterior garantindo maior generalidade
para sua aplicagdo, considere-se que a membrana genérica apresente uma
abertura superior num paralelo definido pelo angulo ¢@. Assim, apoés
multiplicar e dividir o segundo membro da (30) por 2x, obtém-se a seguinte
forma integral:

Q| =

d - o
sen((p)%(Nwro)d(p+jN¢ro cos(p)dop=
7
1 @
—Zj(pq, sen(@)+ p, cos(@))(2xr,) rde (31)
2

Operando-se uma integracdo por partes sobre a primeira integral da (31),
todo o termo a esquerda da igualdade simplifica-se para a seguinte forma:

[sen((ﬁ)]% rolz = Sen((o)]V¢ Ty — Sen((ﬁ)]v¢((5)r0((ﬁ) (32)

Por sua vez ¢ possivel interpretar a expressao
( p¢sen(g0)+ D. cos(go))(27rr0), que aparece no segundo membro da (31),

como a representacdo da resultante da componente vertical do
carregamento distribuido ao longo de um paralelo. Segue dai que:

R, = J.(pwsen((p) + p. cos((p))(Zﬂro)rld(o (33)

¢ a resultante das cargas verticais acima do paralelo definido pelo angulo

Q.

Considerando-se as conclusdes anteriores, a relagdo (31) pode ser
finalmente reescrita como:
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4

(34)

2rrysen ((p) 2rr, seng

Cabe, neste ponto, um comentario sobre o esforco ]V(p( @ ), que aparece na
relacdo anterior. De forma compativel com o regime de membrana, a
existéncia de um carregamento externo distribuido ao longo do paralelo ¢
pode ser admitida desde que o mesmo tenha direcdo tangencial ao
meridiano, pois qualquer outra possibilidade ird provocar uma perturbagdo
com inducao local de flexao.

Em outras palavras, sempre que houver um carregamento vertical
distribuido prescrito no paralelo correspondente a abertura superior, para a
compatibilizagdo com o regime de membrana o mesmo devera entendido
como a componente vertical de um esforco ]\7{/}( @ ) de direcao tangencial

ao meridiano. Nessa situacdo, a relacdo entre carregamento vertical e

p
seno

esforco a ser prescrito na (34) sera dada por: ]Vw( Q)=—

Por outro lado, pode-se, dar ao termo -N ,(P) 27rr0(g5)sen(qﬁ) a
interpretagdo de resultante P, da forga vertical distribuida sobre o paralelo
@ e, assim sendo, a (34) assume a seguinte redacao:

_ R P, T 1

N — [% _ 4 —__ ¢ (3 5)
? 2nrsenp 2mr,senp  senp 2xr,

onde T _ representa a resultante total das cargas aplicadas acima do

paralelo ¢.

Para @ =0 arelagdo (34) tem seu significado interpretado na Figura 14.

T T
L 0 0 L

/
N(PZ 2 \<(P

Figura 14 - Esforcos internos de membrana que devem equilibrar a resultante
vertical de for¢a externa aplicada.
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Finalmente, as (29) e (34) compdem o conjunto de relagdes para a
determinacao dos esforcos de membrana.

Exemplo 1. Membrana esférica

vinculo de -
membrana |
R

Figura 15 - Membrana esférica com abertura central, carga de peso proprio e
for¢a vertical distribuida na borda superior.

O exemplo trata de uma membrana esférica de raio R, com abertura central
superior (definida pelo angulo ¢, em relagdo ao eixo vertical), submetida a

uma acao distribuida do tipo peso-préprio (g) e a uma forga vertical (P)
distribuida ao longo da borda da abertura, como indicado na Figura 15.

Neste caso, as relagdes entre a carga de peso-proprio € as componentes p,
e p. sdo: p =gcosp e p,=gsenp. Levando-se em conta que
1, = Rseng, segue que a integral que define R, resulta:

[
R, = —I (g sen’p + gcos” )2 R senp)dp (36)
7

de onde se obtém:

R, ZZERZg[COS¢]Z =27R*g(cosp—cosp) (37)
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Por outro lado, para ¢ =¢,_, interpretando-se P como a componente de
uma for¢a aplicada de direcdo tangencial a borda, tem-se que:

N o =~ P e a expressao para o esforgo ]Vw resulta:
' sen(o,)

N :i(cos((p)—cos(go ))—PSL(%) (38)
7 sen’(p) * sen’ ()

Com a relagdo (29) e o resultado anterior chega-se a:

N, =gk cos(0)+ cos(p)—cos(p,) . Psen(p,) (39)

sen’ (go) sen’ (go)

Para membrana esférica com abertura central e solicitada somente por
efeito de seu peso proprio (P =0), as relagdes anteriores se tornam:

— R

N, = sengz @) (cos(gp)—cos(gos)) (40)

N,=-gR cos((p)+cos(¢))_cos¢s (41)
o sen’ ()

Para membrana esférica fechada (¢, =0) solicitada somente por peso
proprio valem as relagdes:

— 1
N¢ _gR[1+cos((p)] (42)
N, :—gR[cos((p)—HC;W] (43)

Exemplo 2. Membrana esférica fechada sob pressao interna

Neste caso, as relagdes entre a pressdo interna (p ) € as componentes p, €
p. sdo: p.=-p ¢ p,=0. Levando-se em conta que 7, = Rsenp, segue
que a integral que define R resulta:
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0 7ZR2}_7 ?
R,= —I]_ycosgo(27zR2sen¢)) dp = > I—2S€n(2¢) do (44)
0 0
de onde se obtém:
7R’ D » 7R’D
R =T [eos2g] = TE L (cos2p-1) 43

Por outro lado, a expressdo para o esforgo N, resulta:

= Rp B :ﬁ
N,= —4sen2(¢)(cos(2¢)) 1) 5 (46)

Com a relagdo (29) e o resultado anterior, para o esforgo N, chega-se a:
NQ:—N¢+}_W:% (47)

Claramente, toda a membrana fica sujeita a um estado homogéneo de
solicitagao por tracao.

Exemplo 3. Membrana tronco-conica
Trata-se neste exemplo de uma membrana tronco-conica solicitada por

peso-proprio (g) e com forga vertical distribuida (P) aplicada na borda
superior.

Figura 16 - Membrana tronco-conica
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A membrana possui simples curvatura e, nesse caso, ¢ mais conveniente
empregar uma coordenada y para medir comprimentos ao longo do
meridiano e o angulo &, que mede a inclinagdo do meridiano em relagdo ao
eixo de simetria; esses elementos estdo indicados na Figura 16.

Um elemento infinitesimal de superficie de membrana, definido entre dois
paralelos e dois meridianos, tem area determinada por: dS =r,d0dy. As

relagdes de equilibrio passam a apresentar as seguintes formas:

d _ _
d—y(N¢r0)—Nesena:—p¢ro (48)
Ngcosa =-p,r, (49)

Por outro lado, as componentes p, € p. do carregamento se relacionam

com g por:
p,=gcosa (50)
p. = gsena (51)

Nessas condi¢des as relagdes (48) e (49) passam as formas:

y y
Ij—y(]\_f(py)dy = —I(gycosa + g ysenatga)dy (52)
i i
Ngy=-gysenaiga (53)

As expressoes gerais dos esfor¢os internos para esta situagdo resultam:

i 1 g(.2 = —:|

N = E(y_7)-p 54
, ycosa{z(y ¥ )-Py (54)

N,=-gysenatga (55)

Alternativamente ¢ possivel escrever as expressoes para os esforcos
internos, tomando-se como referéncia uma coordenada que mede a posicao
do paralelo em relagdo ao vértice do cone, conforme indicado na Figura 16.
As relagdes de transformacgao de coordenadas a considerar sdo as seguintes:



420 — Introdugdo ao estudo das cascas em regime de membrana -

y=h/cosax (56)
y=h/cosa (57)

¢ os esforcos resultam de:

v 1 1 g(2 7 -

N =——|2(h"=h")—Phcosa 58
v hcosza[2< ) } (58)

N,=-ghtg’a (59)

Uma variante do problema original ¢ a da membrana conica fechada
solicitada por peso proprio. Para esta situacdo se tém as seguintes
expressoes para os esforcos solicitantes:

_ gh

N =—25"_ 60
? 2cos’a (60)

N,=-ghtg’a (61)

Exemplo 4. Determinar os esforcos internos para a membrana esférica,
indicada na Figura 17, submetida a pressao hidrostatica.

Figura 17 - Membrana esférica sujeita a carga hidrostatica.

1. Componentes do carregamento

p.=—-yh=—yRcosg (62)
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P, =0 (63)

2. Esfor¢os internos

_ 1 2
N =-— —vR*cos* psenp2rd 64
? 2#Rsen2(¢) '([ 4 pseny ¢ (©4)

N,=yR’cosp—N, (65)

A expressao (64) integrada fornece:

N =-— ! 7—Rz[cos3¢)]Z (66)

de onde resultam

. R2 ‘1_ 3

N¢ _7 cozs o 67)
3 | sen'p

_ R2[ 1—cos’

N6:7/3 3cos¢—72(;0} (68)

Pode-se considerar, ainda, a transformagao trigonométrica seguinte:

_ 1-cos*(g) _ sen’ (@) +cos’ (@) —cos(1—sen’ (¢))

sen’ (¢) sen’ (¢)
sen’ (¢)(1+cos(¢)) —cos(¢)(1—cos(¢)) _
sen’ (¢)

~ ~ cos(¢)(1—cos(p)) ~ cos(¢)
=1+co0s(¢) (1+cos(¢))(1—cos(¢)) =1+cos(¢) 1+ cos(¢)
1-cos’(¢) (1+cos(g))’ —cosg

sen’(¢) 1+ cos(¢) -
_ 14+2cos(¢)+cos’ (@) —cos(p) cos(p)+cos(g)+1
- 1+cos(¢) - 1+cos(¢)

e as relacOes anteriores passam a ser dadas por:
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_ yR*[ cos’p+cosp+1
N = 69
3 1+ cos (69)
®»
¥ yR*[ 2cos’p+2cosp—1 (70)
° 3 I+ cosgp

Figura 18 - Distribuicdo dos esfor¢os N, o € N, ao longo do arco em radianos.

A Figura 18 apresenta os diagramas das variagdes dos esfor¢os ao longo do
meridiano. Os valores principais estdo descritos na tabela 1. Nota-se que o
esfor¢o ‘anular’ N, apresenta troca de sinal, indicando que os paralelos de

borda estardo comprimidos!

Tabela 1: Esforcos internos N , € ZVQ em fung¢do do arco em radianos.

@ | N,/(yR*/3)| Ny/(yR*/3)
90° 1.00 -1
67.5° 1.10 0.04
45° 1.29 0.83
22.5° 1.44 1.33
0° 1.50 1.50

Exemplo 5. Determinar os esforcos internos de uma membrana conica,
com as caracteristicas geomeétricas indicadas na Figura 19, submetida a
pressao hidrostatica.
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Figura 19 - Membrana conica sujeita a pressdo hidrostatica.

1. Componentes do carregamento externo aplicado
p.=—y(H-h)y=y(h—H)=ylycosa - H] (71)
py=0 (72)

2. Esforg¢os internos
_ y
N, = I p.rysena + p,r, cos a)dy (73)

ysena cosa
N, =—P:o (74)
cosa
Sendo, neste caso, 7, = ysena e com as (71) e (72), resultam:
— cosae H
N, = y(y ——jytga (75)
3 2
N, =-y(ycosa—H)yiga (76)
ou, em fun¢ao de & =y cosa,
h H)\ tga
Y A 77
( 3 2 j]f cosa 77)
N, =—h(h-H)y-8% (78)

cosa






CAPITULO 10- DEFORMA COES EM MEMBRANAS DE REVOLUCAO

1. Introducio

Os deslocamentos de pontos da superficie média das membranas podem ser
descritos por suas componentes (w) e (v), segundo as diregdes normal e
tangencial, respectivamente, conforme ilustra a Figura 1 no ponto a do
meridiano, por exemplo. Varia¢des dos deslocamentos de ponto para ponto
implicam, naturalmente, em variagdes das dimensdes dos meridianos e
paralelos.

Este capitulo ¢ dedicado a definicdo das medidas de deformacdo e sua
relacdo com as componentes de deslocamento para as membranas de
revolucao.

o X//X\
//\)///K\ N

Figura 1 - Variagoes dos campos de deslocamento v e w correspondentes
a pontos de extremidade de um arco elementar ab.

2. Relacoes entre as deformacgoes e os deslocamentos

A partir de um ponto ‘@’ posicionado sobre um meridiano da superficie
média da casca pelo angulo ¢ medido a partir do eixo de simetria,
considere-se um elemento de meridiano, ab = r d@, que depois da
deformacgao se transforma em a;b; (Fig.1).
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As componentes de deslocamento do ponto a , respectivamente segundo a
tangente e a normal ao meridiano, sdo convencionadas da seguinte forma: v
positivo no sentido de ¢ crescente; w positivo no sentido da normal externa
a superficie.

Os valores, computando-se os acréscimos, que cada uma dessas
componentes apresenta quando referidas ao ponto b sdo indicados por: v +
dv=v+(dvide)dpew +dw=w+ (dvidp) de.

Naturalmente, por efeito dos deslocamentos aparecem variacoes de
dimensdes segundo os meridianos e paralelos e, portanto, medidas de
deformacao linear podem ser definidas.

Com relacao aos meridianos, em fun¢do dos deslocamentos tangenciais v e
v + dv de a e b, respectivamente, a dimensdo de ab aumenta em dv =
(dvlidp) de. Por outro lado, os deslocamentos radiais w impdem um
acréscimo no raio e, portanto, também uma variagdo no comprimento ab;
tal variagdo ¢ dada por: (r+w)dg—rdp=wdg (a variagdo de ab devido &
diferenca dw entre os deslocamentos radiais nos pontos a € b ¢ um
infinitésimo de ordem superior). Conseqiientemente, a variacdo da
dimenséo ab e a deformagédo &, segundo o meridiano ficam dados por:

Aab :ﬂd¢+wd(p (1)
do

£, )

Aab Aab 1 dv

= —— = = — +w
ab rdep r\de

Por efeito dos deslocamentos v € w, mais especificamente suas projecoes

no plano do paralelo, o raio (r,) do paralelo aumenta em vcos@ + wseng .

Portanto, o comprimento inicial do paralelo também sofre um acréscimo

de: 27z(vcosgo+wsen(p). Segue dai a deformagdo ‘anular’ ¢, segundo o

paralelo:
£, = 2zAr, _ A, :l(vcosgo+wsen¢) (3)
2rr, v,

As relagdes (2) e (3) podem ser combinadas, eliminando-se w entre elas e
obtendo-se a seguinte equacao diferencial na incognita v(@):
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ﬂ—vcotg(p:rg(p— () 4)
do sen@

As deformacdes: ¢, ¢ & podem ser relacionadas aos esforgos ]Vw e N, pela
lei de Hooke generalizada:

ngELh(N‘”_UNQ) (%)
SQ:ELh(]VH—U]Vq,) (6)

Substituindo-se (5) e (6) em (4) resulta:

ﬂ—vcotggz):L]\_f 2o ~N, L or (7)
do Eh| ° seng seng

Em cada caso particular os esforcos N, ¢ N,, € os raios r e r, sdo fungdes

determinadas de ¢@. Indicando com f(¢) o segundo membro da (7), tem-se
que:

| & v, | sl % ;
f(¢)—E{N¢('”+Sewj N{www ﬂ (8)

A relagao (7) se transforma em:

j—v—vcotgco:f((p) ©)
Q

e sua integral geral é:

v:sen¢{jmd(o+C}=sen¢A(gp) (10)

sen o

A constante de integragdo C pode ser determinada por condicdes de
contorno em v.

A relagdo (3) pode ser entdo empregada para se obter a componente w:
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W= T [NH—UN]—COS¢ de¢+C
Eh seng v seng

(11)
= B(p)—cos (pDSfe(—f;d(er C}

A partir das expressdes (10) e (11) pode-se obter as componentes de
deslocamento no sistema global cartesiano de coordenadas (ver Fig.2),
mediante operagdes de rotagdo, como segue:

E=vcosp+wsen@ (12)
1 =Vseny—wcos e (13)

Substituindo-se os resultados dados pelas (11) e (10), obtém-se:

Figura 2 - Componente de deslocamento & e 1 no sistema global de coordenadas.
7. — —
E=AR, :B((p)sen(sz—()}l(Ne—uN¢):ggr0 (14)

n=A(¢>—%<N9—uN¢)=A<(p>—(cotg<o)§ (15)
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3. Rotacio da tangente ao meridiano

Figura 3 - Rotacdo da tangente ao arco rd¢ de meridiano.

Na figura 3 ilustra-se a rotacdo da tangente ao arco de meridiano,
simbolizada pelo angulo «. Daquela figura, desconsiderando-se os

infinitésimos de ordem superior e, naturalmente, admitindo-se pequenas
rotacoes, tem-se:

tga;a:E/rd(p (16)
A_C:ﬁsen(pdgo—d—ncosgod(p (17)
de dg
a= AC =l dgsen(p—@cowp (18)
rdg r|de do

Efetuando-se as derivacoes indicadas, obtém-se:

1| dw
a—;{%—v} (19)

Considerando-se as relagdes (10) e (11) resulta:

L1 {COS o 1@ _d 1 )} 20)
r senp do sen@
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Como 280 — o , tem-se:
seng seng
a;g{d( £ j_f((p)} o1
r|dp\ seng tgQ

4. Variacao de curvatura

Os deslocamentos sofridos pelos pontos da casca impdem variagdes sobre
as curvaturas iniciais. As Figuras 4 e 5 ilustram os elementos geométricos
de interesse para a determinacdo dessas variagoes.

Figura 4 - Variagdo entre tangentes ao arco de meridiano

Desprezando-se a variagao do comprimento do elemento, pode-se exprimi-
lo, usando da nomenclatura indicada na Figura 4, pelas seguintes formas:

ds=R do (26)
ds=R/d¢' (27)
Ainda da Figura 1, a relagdo entre os angulos do, d¢' e da resulta de:

y+do'+a=180 -y =180—(a—d¢) (28)

dp+(a+da)+[180—(a+d¢') | =180 (29)
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dp+da—dp' =0 (30)
do'=(dp+da) 31

Levando-se em conta as reclagdes anteriores, a definicdo da mudanca de
curvatura y, segue de:

1 1 da da 1 (da
- = =——] = 32
Y =R TR ds Rde Rl(d(oj (32)
onde, reescrevendo a (19),
1 (dw
= |27 33
¢ Rl(d¢ j )

Por outro lado, com os elementos da Figura 5 pode-se deduzir uma relacao
para a curvatura normal y,:

0,C=R,a (34)
0,C R
tg(p+a)=tg(p)=—2-="2% - 4R, = Racotg(p) (35)
AR, AR, 77
1 1 AR acotg(o
t= s A acds(y) (36)
2 2~ 2 2 2

\\ \\132
RZ\\ \\ ¢
\ \
\
N
\*/
C\
\
+0 =
sy

Figura S - Mudancga da curvatura normal inicial por rota¢do do arco do meridiano
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5. Caso da membrana esférica

Para o caso de uma membrana esférica de raio R solicitada ao peso proprio
(g), as principais relagdes anteriores assumem as formas:

N,=-gR ! (37)

’ l+cosep

]ng—gR(COS(p— ! j (38)
I+ cosg

f($)= Eih[ﬁw(R +UR) = N,(R+VR)]= R(;”) (N,-N,) (39)

_gR(1+v) 2

A Eh (cowp 1+cos¢j (40)

gg:Ar:rOgg:;(’h(]\_/g—u]\_/w) (41)

_ngsengo l+v

6= Eh L+cosg0 COS(p} e

1 -2
J-f((p) gR (1+U)J‘ cos@(1+cosp) ]d 43)
sen @ sen @ (1+ cos @)
2
jf(q)) M log,(1+cosp)— 1 (44)
senq Eh l+cosep
gR’ 1
=sen 1+v)|log, (1+cosp)— +C 45
v (o{ A ){ g.( ?) 1+COS¢} } (45)
2
:gR I+v _cosg
Eh \1+cosep

2
—CoSQ gRd+v) log,(1+ cos¢) — ! +C (46)
Eh l+cosep
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2

R 2
n= gEh {(1 + U)[loge (1+cos(g)) - 1] +cos (¢)} +C (47)
a:gliz (2+v)seng (48)

Exemplo 1. A casca esférica cujas caracteristicas geométricas estao
indicadas na Figura 6 tem as seguintes propriedades: g =25.10" kN /cm’;

v=0.3; E=2000,0 kN /cm’. Pede-se calcular: &,, a,, v,, W,, T, ;-

h=10cm ; ¥ = 2500 kgf/m>

600
\/ﬁ

\\\\

%

Figura 6 - Setor de membrana esférica.

~25.107° x(4000)* [ 1+0,3
~2000x10 [1+cos60”
. _ 25.107° 4000
4 2000 10

£, - cos(60° )}sen(600) =0,0635cm

(2+0,3)sen(60°) =0,0001rad

2
W0 c=—28 01 loge(1+cos(60"))—;o =0,068
Eh 1+ cos 60)

@=60°

25107 x (4000)> | 1403 .
w = - cos(60 ) -
4 2000 x 10 1+cos(6o”)

| 25.107 x (4000)2 (1 + 0.3)
—cos(60 )

. I
loge(1+cos(60 )) o |+0.068
2000 x 10 1+cos(600)

w,=0,0733cm
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" = 25.1200;; S%OO)z {(1 + 0,3)[10& (1 + 008(600 )) - 1} +cos’ (600 )}

+0,068 =-0,0366cm

25107 x(4000)
75 = 500010
+0,068=0,12cm

1(1:+0.3) og, (1+ cos(30"))~1] + cos* (30")}



CAPITULO 11— FLEXAO NAS CASCAS DE REVOLUCAO

1 Introduciao

Nas cascas finas o comportamento de flexdo constitui perturbagdo do
regime de membrana limitada as regides de vinculacdo imposta ou de
descontinuidade geométrica e de carregamento.

O principal aspecto a ser enfatizado neste capitulo ¢ a perturbagcdo do
regime de membrana por efeito de vinculagdo de borda da casca,
admitindo-se como suaves eventuais variagdes de geometria e
carregamento. O regime de membrana predomina, entdo, nas regioes
afastadas das bordas, porém, mostra-se que nessas regides aquele regime
passa a se constituir em solugdo particular do problema de flexao.

Propositadamente, limita-se o desenvolvimento do tema ao caso das cascas
esféricas de espessura constante.

2 Cascas esféricas de espessura constante

O problema das cascas de revolugdo, em regime de flexdo, requer a
combinagdo das relagdes de equilibrio, compatibilidade e constitutiva. Ao
todo sdo doze variaveis a serem determinadas: os esfor¢os N,, N,, M,, M,

e Q,; as deformagdes ¢,, &,, 7, € z,; € 0s deslocamentos v, w ¢ « .

As relacOes envolvendo essas varidveis também sao doze: trés de
equilibrio, cinco de compatibilidade e quatro constitutivas.

As relagdes de equilibrio sdo as (22), (24) e (26), deduzidas no capitulo X,
mas, agora, particularizadas para as cascas esféricas. As relagdes de
compatibilidade correspondem as: (2), (3), (19), (32) e (36), deduzidas no
capitulo X1. As relagdes constitutivas passam a ser descritas no que segue.

2.1 Relagoes entre esforgos e deformagoes

Admite-se que o material que constitui a casca apresenta resposta eldstico-
linear valendo, portanto, a lei de Hooke generalizada na relacdo entre
deformagdes e esfor¢os generalizados (diretamente considerados uma vez
que se tome partido da hipotese cinematica que idealiza o comportamento
em flexao nas cascas finas).




436 — Flexdo nas cascas de revolugdo -

A hipotese sobre a deformagdo pressupde que as normais a superficie
média permanecem retas, de mddulo e ortogonais a superficie meédia
deformada (modelo de deformacao de Kirchhoff-Love). Desconsideram-se,
portanto, deformagdes por cisalhamento, razao pela qual o esforco cortante
Q, aparece somente na analise do equilibrio.

A relagdo constitutiva exprime-se, portanto, na forma:

Eh
N¢ =m(€¢+l)€6) (1)
Eh
N, =m(€e +0s,) (2)
M¢:_D(Z¢+UZ¢9) (3)
M, ==D(x,+vy,) “4)
3
onde Dziz.
12(1-0%)
2.2 O problema de flexdo

E possivel combinar o sistema composto pelas relagdes de equilibrio,
compatibilidade e constitutiva, de modo a reduzi-lo a apenas duas equagoes
envolvendo duas incognitas. A escolha sobre as varidveis remanescentes no
sistema reduzido recai sobre aquelas que impliquem em menor trabalho
algébrico; nesse sentido, um par conveniente de variaveis € formado por Q,

€.

Mas, no sentido de reduzir ainda mais o trabalho algébrico, pode-se limitar
a andlise ao caso das cascas esféricas de espessura constante. Nesse caso o
sistema reduzido apresenta-se na forma:

d2Q¢ dQ¢ ~ 5 . _ _i
d—(onr%cotg((p) Q,cotg (¢)+UQ¢— Eha+R[(1 U)p(p d(p(pz)} &)

2 2
z(:; +Z—Zcotg(gp)—acotg2((p)—ua:%Qw (6)
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onde R representa o raio da casca.

Como recurso de simplificacdo da notagdo pode-se introduzir o operador
diferencial linear Z(...), com a seguinte definigio:

d2
do’

L(.)= (...)+di(p(...)c0tg(go)—(...)cotg2((p) (7)

Assim, o sistema passa a ser escrito na forma:

L(Q¢)+UQ¢=—Eha+R{(l—u)pw—di(p(pz)} ®)

2

R
L(a)—ua—EQ

4

A solugdo geral do sistema ¢ composta pela soma de uma solugdo
particular e da solucdo do sistema homogéneo. O sistema homogéneo ¢
aquele que contém somente os termos dependentes das varidveis principais
(no caso os termos independentes sdo aqueles associados ao carregamento
externo). Portanto, a solucdo particular retine os efeitos das cargas externas
aplicadas e a solugdo do sistema homogéneo reune os efeitos de condigoes
de vinculagdo ou de esforgos aplicados as bordas.

Para fins de ilustrar a obten¢do da solugdo particular, no que segue admite-
se que o carregamento aplicado seja representado por uma fung¢do do tipo
peso proprio.

Assim sendo, as componentes do carregamento externo sao dadas por:
p,=gsen(p) 9)
p.=gcos(p) (10)
Substituindo-se no sistema (8) resultam:

L(Q,)+v0, =—Eha +(2+v)gRsen (o) (11)

2 2
_ 12(1-0* )R?Q,
ERW’

L(a)-va

(12)
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Resolvendo o sistema anterior ¢ possivel obter as seguintes expressoes para
0,¢a:

0, = pgRsen(p) (13)
a:gE—Iz[2+u—p(l—u)]sen(go) (14)

Nas relagdes anteriores p ¢ dado pela expressao:

2
24w 1 E2+u h (15)

P O+ 2R 1-0 12R?

Nota-se que p aproxima-se de zero para cascas finas.

Conhecendo a, € possivel determinar os momentos fletores M, € M, com

as relacoes (3) e (4), naturalmente empregando-se as mudancas de
curvatura dadas pelas defini¢gdes ja apresentadas e aqui reproduzidas:

__1[da 16
it (16)
7, =280 (7

Com as duas primeiras equagdes de equilibrio obtém-se N, € N, em fungao

de 90, conhecido:

N,=gR pcos((p)—m} (18)
N, =gR pcos((o)— I_COISJ(F(/ZZQ(C;)SZ ((p)} (19)

Nao esta aqui demonstrado, mas ¢ importante notar que as expressoes dos
momentos fletores, que resultam da combinacdo das relacoes (3), (4), (16)
e (17), também acabam por envolver o parametro p, na forma de uma
multiplicacdo direta. Assim sendo, os esforcos obtidos com a solucao
particular em questdo passam a coincidir com os esfor¢cos de membrana no
caso das cascas finas (quando p—0). De fato, nessas condi¢cdes os
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esforcos de flexdo se anulam e os esfor¢cos normais se igualam aos de
membrana.

Como a modelagem aqui tratada refere-se as cascas finas, por simplifica¢ao
ao resolver um problema de casca em regime de flexdo sera adotada, como
solucdo particular, a solu¢do de membrana (solugdes de membrana ja foram
deduzidas no primeiro capitulo).

O exemplo que segue procura ilustrar a aproximagdo entre as solugoes,
particular e de membrana, no caso de casca fina.

}

1
Figura 1 - Casca abatida engastada nas bordas

Com os dados geométricos ilustrados na Figura 1, e considerando-se
v=1/6, resultam:

s 2
L_240 2 _2+1/6 (10,16) —=2,6964x10°
1-v 12R*  1-1/6 12(2880)

N, =457,20x 28,80[2, 6964x10° —ﬁ} =—6583,64449
+

p=0

N, =-457,20x 28,80 {ﬁ} =-6583,6800
+

N /N' =5,39x10"*
(N, /N, )

N, = 457,20%28,80| 2,6964x10° cos(28")—; =-6992,919519
1+cos(28")
@ =28

N(’p =-457,20x28,80 ; =-6992,95086
1+ cos(28")

(N, /N, =4,4827x10")



440 — Flexdo nas cascas de revolugdo -

Quanto a solug¢do do sistema homogéneo, a dedugdo que se apresenta no
que segue ¢ caracterizada por nova simplificagao.

Inicialmente o sistema homogéneo (levando em conta apenas os efeitos de
vinculagdo ou de forcas distribuidas aplicadas nas bordas) apresenta a
seguinte redagao:

40, do, :

d—(p2+%cotg((p)—Q¢, (cotg ((0)—U)=—Eh0{ (20)
) 2

Cdl(po;+Z—Zcotg((p)—a(cotg2(q))+1))=RDQ’” (21)

Nas cascas finas um caso consistente ¢ que pode ser resolvido com as
relagdes anteriores esta ilustrado na Figura 2

Figura 2 - Forgas aplicadas de forma distribuida ao longo da borda da casca

Trata-se de uma casca esférica submetida a for¢cas horizontais H,
uniformemente distribuidas, € a momentos M, também uniformemente
distribuidos, aplicados nas bordas.

Os efeitos de flexdo provocados por essas solicitagdes amortecem
rapidamente ao longo do meridiano, na medida em que se tomam pontos
mais afastados da borda.

Esse ‘amortecimento’ dos esforcos localizados de flexdo pode ser mais
bem interpretado imaginando-se a idealizagdo de uma casca em forma de
tubo cilindrico, ilustrado em corte a esquerda na Figura 3, como resultado
do arranjo de uma infinidade de colunas verticais apoiadas sobre an€is
transversais.
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M M
g N T i T
Figura 3 - Amortecimento das perturbagoes de flexdo nas bordas

Por serem elementos deformaveis no seu plano os anéis funcionam como
apoios elasticos para as colunas, gerando o efeito de amortecimento. Ja no
caso das cascas esféricas sao os paralelos que fazem o papel dos anéis, isto
¢, funcionando como apoios eldsticos aos meridianos, promovendo um
efeito de amortecimento andlogo, como procura indicar a Figura 3 a direita.

A solugdo matematica do sistema homogéneo descreve o efeito de
amortecimento mediante um multiplicador do tipo ¢“?, sendo a uma
constante de valor elevado. Considerando-se as cascas esféricas, onde o
raio € constante, a existéncia de tal parcela implica em:

dZ
do’

(...) >>j—¢(...) >>(...) (22)

e, nesse sentido, pode-se simplificar o sistema resolutivo para a seguinte
forma:

2
‘;f; _ Fha (23 a)
d? R?
d;j =0, (23 b)

Essa aproximacao ¢ suficientemente precisa desde que a casca esférica a
ser analisada ndo seja muito abatida (nas cascas abatidas o efeito de
amortecimento pode ser muito menos pronunciado).

A resolucao do sistema (23) se baseia na combinagao das duas relagdes de
forma a eliminar uma das incognitas. Nesse sentido, derivando-se duas
vezes a (23 a), tem-se:
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d* 2
d(/%’ —_Eh Z(p‘f (24)

e, portanto combinando-se com a (23 b) resulta

d4Q¢ o R_2
o (w2 o

Introduzindo-se a definicao:

2
E}ge =4y* ou 7/=41/3(1—1)2).\/§ (26)

segue que:

d*0, A
a0 +(4r*)Q, =0 (27)

A solugdo da equacao anterior apresenta a forma:
0, =Ce” sen(yp)+C,e” cos(yp)+ Ce” sen(yp)+C,e ™ cos(yp) (28)

onde as constantes de integracdo determinam-se a partir de condicdes de
contorno do problema especifico. O papel das constantes de integracao
pode ser mais bem caracterizado inserindo-se uma oportuna mudanca de
variavel ilustrada pela Figura 4.

Figura 4 - Coordenadas w e ¢ de defini¢dao do arco

Introduz-se, entdo, um angulo medido a partir da borda, mediante a
seguinte relacgao,:
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O=Q~Q>P=0,~0 (29)
A relagdo (28) passa a ser dada por:

0,=Ce"" sen(y(goc - a))) +C,e" " cos(y(p. —w))

(30)
+ C3e_y(¢“_w) sen (7/ ((Dc - a))) + C4e_7(%_w) cos (}/(gpc - a)))

ou

0, =Cle"* ™ sen(yw)+Cye’ "™ cos(yw)+Cye”" "~ sen(yw )+ Cie”" "™ cos(yw)

€1y

Tendo-se em vista o efeito de amortecimento, a forca cortante deve ter sua
intensidade diminuida, tendendo a desaparecer na medida em que o angulo
o aumenta (ou em que se afasta da borda). Para que essa condicdao seja
sempre verificada impde-se a nulidade das constantes C; e C;.

Outra maneira de apresentar a mesma solugao resulta da introducao de duas

outras constantes: C, =Ccos(y) € C, =Csen(y). Nessas condigdes obtém-se
finalmente:

Q,=Ce sen(yo+y) (32)

Obtido Q, podem ser determinadas as outras variaveis de interesse:

N, =—cotgpCe " sen(yo+y ) (33)

H =—(1/seng)Ce™" sen(yw+y ) (34)

N, =—\2yCe" sen(yor+y —/4) (35)

M, =[ijCe‘”"sen(7/a)+l//+7r/4) (36)
V2y

M, = Ro Ce [sen(yo+y +x/4)] (37)
V2y

a:(zgh jCe‘”"cos(;/a)H//) (38)
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E= [WJ [—\/EyCe’”” sen(yo+y—n/4)

(39)

-y

+vcotg(p.—w)Ce’ sen(yo+y)]
Em cada problema especifico as constantes C e y podem ser determinadas
mediante condi¢coes de contorno envolvendo duas das fun¢des anteriores.

Os exemplos de aplicagdo que seguem referem-se a aplicagdes diretas das
solucdes do problema homogéneo.

Exemplo 1. Calcular os esfor¢os gerados em uma casca semi-esférica de
raio 10 m e espessura 10 cm quando se provoca na borda um deslocamento
de 1 mm sem rotago (v=0.1; E = 2000 kN/cm®). A figura 5 ilustra o caso
em estudo.

Com os dados fornecidos, calcula-se:

y=330- )Rk = z{/3(1 —0,12)% ~13,128

Figura 5 - Deslocamento & imposto na base de uma casca esferica

Condicoes de contorno para a determinacao das constantes C e v :

E=1mm

¢=7r/2—>{

a=0

V2 V2
=——>a=0->(g)>v=—7;
9= &)=y =2
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¢:£—>§:1mm—)(h)—>C:E—h§:2OOOXIOXO’1;
2 ¥R 13,128 x1000

C=0,15;
Conhecidos w e C pode-se determinar o conjunto de esfor¢os e

deslocamentos em toda a casca. Em particular, para a borda, resultam:
0=-0,15kN/cm;

N,=0;
H=0,15kN/cm;
N,=2,0kN/cm;

M, =-5,80 kNcm/cm

M, =-0,50 kNcm/cm

a=0;

&=0,1cm.

Exemplo 2. Calcular os esforcos da ctupula do exemplo anterior quando
ocorre uma variacdo uniforme de temperatura de —20°C em toda a casca
(adotar para coeficiente de dilatag@o térmica linear:a =107/°C).

A variacdo de temperatura em questdo implica numa dilatagdo uniforme de
toda a casca com aumento linear do comprimento do paralelo, ou do

proprio raio. A variagdao do raio do paralelo da borda da ctpula hemisférica
pode ser estimada pela seguinte relagao:

AR
&y = R—" =—alt . AR, = —R aAt

[

AR, =& =-1000x10"° x 20 = 0,20cm = 2mm

Dado o carater de dilatagdo uniforme da casca, essa variagdo se dd sem
rotacdo da tangente ao meridiano. Assim sendo, as condi¢des de contorno
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deste exemplo sdo as mesmas do exemplo anterior, apenas com outro valor
de &(=2mm).

Os esfor¢os deste exemplo resultam com valores iguais ao dobro dos
calculados no primeiro exemplo.





