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Descrever o comportamento de uma estrutura ou de um elemento
estrutural ¢ tema central da Mecdnica das Estruturas e consiste em determinar
deslocamentos, tensdes e deformacdes em qualquer um de seus pontos, € em
qualquer instante, para dada condicdo de forcas aplicadas e vinculagdo
imposta.

Nesta publicacdo, em dois volumes, reinem-se notas de aulas das
disciplinas dedicadas ao tema da ‘Mecanica das Estruturas’, oferecidas pelo
Departamento de Engenharia de Estruturas para o curso de graduagdo em
Engenharia Aeronautica da EESC/USP.

O contetido do texto prioriza aspectos conceituais associados tanto a
formulagdo de modelos simplificados dedicados a representacdo € ao
entendimento dos mecanismos resistentes e de transmissao de forgas, quanto a
aplicagdo de métodos numéricos para a obtencdo de solugdes de problemas
estruturais de interesse para a Engenharia Aerondutica.

Os topicos principais que denotam os titulos de cada capitulo podem ser
reunidos em dois grandes grupos. No primeiro estdo os modelos simplificados.
Apesar dessa caracteristica inerente, tais modelos permitem uma anilise
suficientemente precisa do comportamento estrutural, servindo muito bem
para os propositos de uma abordagem preliminar de projeto. Além disso, os
modelos simplificados podem servir como diretriz para a correta interpretacao
de respostas numéricas obtidas com programas de andlise estrutural que
permitem maior grau de complexidade na modelagem.

Justamente, proporcionar uma introducdo aos modelos mais complexos
de analise estrutural ¢ o objetivo do segundo grupo de temas abordados. O
texto trata deste assunto enfatizando a combinag¢ao do Principio dos Trabalhos
Virtuais com uma técnica numeérica para a geragao de solugdes aproximadas.
Tal metodologia, formalizada como o Método dos Elementos Finitos €, com
maior énfase, desenvolvida para as estruturas de barras, porém mostra-se ao
longo do texto que a mesma pode ser estendida aos arranjos estruturais mais
complexos que incluem elementos de superficie, como chapas, placas e cascas.

Em cada um dos volumes destas notas o contexto mencionado quanto
ao agrupamento dos topicos pode ser identificado. O primeiro volume retine
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os assuntos que compdem a ementa da disciplina Mecanica das Estruturas
Aeronauticas I.

No seu capitulo inicial apresentam-se as equagdes gerais da elasticidade
linear, uma vez que o regime de comportamento linear das estruturas ¢ regido
por aquelas equagdes. Aplicagdes dessa abordagem geral sdo exemplificadas
pelos problemas das barras simples e tubos sob pressdo interna e/ou externa.

Em seguida, introduzem-se os modelos simplificados, iniciando com o
calculo de deslocamentos em estruturas isostdticas de barras pelo teorema de
Castigliano e pelo Principio dos Trabalhos Virtuais. Os modelos simplificados
sdo entdo estendidos para a determina¢do de tensdes normais e fluxos de
cisalhamento em sec¢des de paredes delgadas abertas e fechadas; neste
particular, algum destaque € dado a idealizagdo das secoes.

O M¢étodo dos Elementos Finitos para estruturas de barras (trelicas e
porticos planos) constitui o tema central dos ultimos capitulos. O assunto ¢
introduzido a partir da formulagdo em forma fraca dos problemas estruturais.
Neste texto a forma fraca ¢ prioritariamente obtida pela aplicacdo do Principio
dos Trabalhos Virtuais, entretanto, a sua obtencdo pelo Método da Energia ¢
também abordada com certo nivel de detalhe.

O segundo volume ¢ relacionado a ementa da disciplina Mecanica das
Estruturas Aeronauticas II.

Inicialmente, estende-se a aplicacao do Principio dos Trabalhos Virtuais
ao cdalculo de deslocamentos em estruturas hiperestdticas de barras. Nas
aplicacdes consideram-se arranjos estruturais formados por barras simples e
gerais, incluindo-se o caso particular das cavernas.

Em seguida, apresenta-se um método simplificado para analise estatica
de chapas com reforgos, incluindo, também de forma simplificada, a questao
da perda de estabilidade. Estendem-se as aplicagdes desse modelo para a
determinagcdo dos esforcos em nervuras e arranjos estruturais de asas e
fuselagens com aberturas.

O grupo dos modelos mais complexos do comportamento estrutural ¢é
tratado quando da aplicagdo do Método dos Elementos Finitos para problemas
da elasticidade plana (‘estados planos de tensdo’) e problemas potenciais



iii

(‘andlise térmica’). Destacam-se solugdes aproximativas que podem ser
geradas por elementos finitos quadrangulares e triangulares.

O modelo tedrico classico das placas delgadas eldsticas em flexdo ¢
apresentado na seqiiéncia. Entre os topicos relacionados estdo: as solugdes
analiticas para placas circulares e retangulares submetidas a for¢as de natureza
distribuida e concentrada.

Os dois ultimos capitulos constituem uma introdugdo ao estudo das
estruturas em membrana ¢ cascas de revolucao.

De uma maneira geral, em relacdo aos modelos aqui descritos, admite-
se a linearidade geométrica, isto €: os deslocamentos sao sempre pequenos, de
modo que as aproximagdes em primeira ordem (que confundem o angulo com
0 seu seno, por exemplo) sdo validas. Além disso, a resposta dos materiais €
restrita a0 comportamento eléstico-linear.

A publicagdo tem intencionalmente um carater de suporte € informacgao
complementar aos topicos e exercicios apresentados em sala de aula, na
medida em que os desenvolve com maior grau de profundidade. No entanto, ¢
importante lembrar que o contetdo foi elaborado a partir de consultas a textos
muito mais completos. Assim sendo, a consulta aos trabalhos sugeridos na
bibliografia ¢ essencial e fortemente recomendada.

Finalmente, ¢ importante destacar que, se por um lado a publicacao
resulta de uma sistematizacdo, tanto quanto possivel organizada, dos
apontamentos feitos por ocasido do preparo das aulas, por outro lado, para a
sua composi¢do final hd uma grande contribuicdo dos alunos que
freqlientaram as aulas. De fato, muitos dos itens e exemplos numéricos
tiveram seu contetido elaborado a partir de tentativas de esclarecimento de
davidas manifestadas em sala de aula e que, ndo raro, serviram de aprendizado
para o autor. Evidentemente, ndo ha como mencionar nomes, mas fica aqui
registrado o sincero agradecimento a todos os alunos por sua valiosa
colaboracao.

O autor.

Sao Carlos, julho de 2009.
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CAPITULO 1 INTRODUCAO

1. Introducio a analise estrutural

Descrever o comportamento de uma estrutura ou de um sélido ¢ tema
central da Mecdnica das Estruturas e consiste em determinar
deslocamentos, tensdes e deformagdes em qualquer um de seus pontos, €
em qualquer instante, para dada condicao de forgas aplicadas e vinculagao
imposta.

Formalmente, define-se por estrutura o corpo ou arranjo de corpos
formando um sistema capaz de propiciar o equilibrio estatico ou dindmico
de certo conjunto de forcas aplicadas (ativas). A Figura 1 ilustra um
complexo arranjo estrutural de acronave.

Figura 1 — Estrutura de aeronave (Fonte:
http://adg.stanford.edu/aa241/structures/structuraldesign. html)

J& a Figura 2 mostra agdes externas tipicas em situagdo de voo,
representadas de modo simplificado mediante forcas resultantes ou
distribuidas por unidade de comprimento.

A chamada ‘modelagem teodrica’, que constitui o conjunto de
procedimentos da Mecanica das Estruturas, deve partir de uma avaliagdo
conceitual preliminar sobre o tipo de abordagem que serd mais
representativa do problema em questdo: andlise plana ou tridimensional,
estatica ou dinamica, linear ou nao-linear, por exemplo.
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Forca na
empenagem

Sustentacdo

Empuxo do motor \T\ 2

Inércia por aceleracio vertical

Figura 2 — A¢oes sobre a aeronave

A etapa de modelagem propriamente dita compode-se pela idealizagao tanto
da geometria da estrutura quanto das forgas aplicadas e pela representagao
matematica de restrigdes gerais de equilibrio, compatibilidade e
constitutiva, além das condigdes de contorno. As restrigdes gerais € as
condi¢des de contorno, quando expressas por equacoes diferenciais parciais
nas variaveis de interesse, constituem o que se denomina por forma forte do
problema de valor de contorno.

Uma hipotese fundamental na passagem para o modelo matematico ¢ a
continuidade material dos elementos estruturais. Tal hipotese tem a
seguinte idealizacao implicita: qualquer por¢ao de volume do elemento, por
menor que seja, € totalmente preenchida por certa quantidade de massa, de
modo que qualquer um dos seus pontos pode ser individualizado por um
conjunto de coordenadas. Uma implicacdo matematica dessa hipotese ¢ que
a fungdo solugdo, que descreve, por exemplo, o campo de deslocamentos,
deve possuir regularidade estendida as suas ordens superiores de derivacao.

Na etapa de representacdo matematica, com o objetivo de viabilizar a
obtencdo de resultados independente da eventual complexidade dos
problemas de interesse, normalmente se adotam hipdteses simplificadoras
que quase sempre levam a uma idealiza¢do, mais ou menos aproximada,
tanto da geometria quanto dos fenomenos estudados. De um modo geral,
em todos os modelos descritos nestas notas, admite-se que as deformacgoes
e deslocamentos ‘compativeis’ sdo sempre pequenos, de tal forma que
aproximagdes geométricas em primeira ordem (que confundem o angulo
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com o seu seno, por exemplo) sdo validas. Os modelos cinematicos
adotados para descrever as deformagdes por flexdo e torcdo das segdes
transversais dos elementos estruturais de barra possuem coeréncia com
essas idealizagdes. Além disso, a resposta dos materiais é restrita ao
comportamento eldstico-linear.

Em relagdo as restrigdes representadas pelas condigcdoes de equilibrio,
compatibilidade e constitutiva pode-se conceitud-las de forma bastante
sucinta.

A condicao de equilibrio pressupde que uma parte arbitraria da estrutura
(idealizada por um diagrama de corpo livre) deve estar submetida, em
qualquer instante de andlise, a um conjunto equilibrado de forgas, e se isso
valer para todas as suas partes entdo toda a estrutura estara em equilibrio.

O equilibrio de forgas se estabelece na estrutura mediante um mecanismo
que pode ser interpretado como de resisténcia ou de transmissdo. De fato,
por um lado o conjunto de forcas aplicadas deve ser transmitido ao longo
dos elementos estruturais até os vinculos e, por outro lado, os elementos
estruturais precisam oferecer resisténcia as forcas aplicadas, desenvolvendo
em cada sec¢ado esforcos internos que equilibram seus efeitos.

A existéncia dos esforcos internos tem suporte no fato que os elementos
estruturais sdo deformaveis e suas partes internas interagem entre si. Nessas
condicdes, as intensidades dos esforgos internos dependem da rigidez dos
elementos estruturais, de modo simplificado entendida como a oposi¢ao
oferecida as deformacgdes induzidas pelo carregamento.

Esforgos de equilibrio Esforc¢os equivalentes
(resistentes) na se¢do (transmissdo)
/ M
| <
|
A.‘ ky
|

v
Figura 3 — Mecanismos internos de transmissdo de forgas e de resisténcia

Na Figura 3 procura-se ilustrar as interpretacdes de resisténcia e
transmissao, segundo as quais os esfor¢os internos em determinada sec¢ao
possuem intensidades tais que equilibram as forgas externas aplicadas na
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parte considerada da estrutura ou entdo sdo equivalentes estdticos, em
relagdo a secdo, das forcas aplicadas.

De um lado, o mecanismo interpretado como de resisténcia envolve
esforcos internos generalizados (momentos e forgas), representados quando
da construcdo de diagramas de corpo livre e com intensidades tais que
garantam o equilibrio da parte isolada da estrutura.

De outro lado, como o mecanismo de transmissdo tem a ver com a idéia de
transferéncia das forgas aplicadas ao longo da estrutura, os mesmos
esforgos internos generalizados sdo agora entendidos como equivalentes
estaticos das forcas externas que atuam na parte isolada da estrutura em
relacdo a uma se¢do de referéncia. Nesse caso, as intensidades dos esforgos
internos em cada posicdo descrevem o efeito local das forgas externas
ativas.

A segunda restrigdo geral imposta ao modelo matemdtico ¢ a da
compatibilidade entre deslocamentos e deformagades.

Mudangas da forma e do volume inicial do elemento estrutural compdem a
sua deformacgdo. A condicdo de compatibilidade implica que o campo de
deslocamentos, obedecendo as restri¢des vinculares, deve ter variacao
suficientemente regular de ponto a ponto, no sentido de se preservar a
hipotese de continuidade também no elemento deformado. Processos de
deformacdo que preservam continuidade sdo ditos compativeis.
Matematicamente, o chamado regime de deformacdes pode ser
caracterizado localmente em cada por¢do infinitesimal ou, mais a rigor,
ponto a ponto do elemento estrutural; a compatibilidade € entdo expressa
relacionando as medidas de deformagdo com variagdes das componentes de
deslocamento.

Finalmente, a condi¢do constitutiva estabelece que ao regime de
deformagdes deva corresponder um regime de tensdes internas cuja
intensidade depende de propriedades de rigidez do material. No modelo
elastico-linear, a relagdo entre essas grandezas obedece a uma regra de
proporcionalidade (‘/ei de Hooke generalizada’), sendo as propriedades de
rigidez caracterizadas por constantes eldsticas do material.

Entretanto, uma vez estabelecido o modelo matematico, a questdo seguinte
que se poe ¢ relativa a sua resolugdo. Em boa parte dos problemas de
interesse pratico nem sempre ¢ possivel encontrar a solugdo matematica
exata por métodos analiticos, de modo que uma alternativa de busca de
uma solugdo aproximada precisa ser adotada. Os métodos numéricos
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podem fornecer aproximagdes suficientemente precisas para a solugdo,
constituindo-se em alternativas a serem exploradas. Entre os métodos
disponiveis, o0 Método dos Elementos Finitos € o de aplicacdo mais difusa e
sera introduzido nestas notas inicialmente tendo-se em vista a andlise de
estruturas de barras.

A aplicacdo do método dos elementos finitos adquire uma dimensao mais
ampla, isto ¢, que pode ser estendida a qualquer tipo de composi¢ao
estrutural, quando o modelo matematico passa a ser representado em forma
variacional.

Ao contrario da forma forte, expressa por equacdes diferenciais cujas
solugdes valem ponto a ponto do corpo, a forma variacional do modelo
matematico € dita fraca por proporcionar uma solu¢do média dentro do
intervalo de interesse. Uma das maneiras de construcao dessa forma faz uso
dos chamados Principios Variacionais, os quais estdo inseridos no Método
da Energia. A parte os Principios Variacionais, h4 ainda uma maneira de
carater irrestrito para se gerar a forma variacional fraca e que serd
enfatizada neste texto: o Principio dos Trabalhos Virtuais.

Todos os aspectos conceituais mencionados serdo tratados de forma direta
ou indireta ao longo dos capitulos que seguem. Evidentemente, as
aplicacOes estardo voltadas as estruturas aeronauticas, mas ¢ importante
notar que os conceitos gerais valem para a analise de estruturas de carater
geral.

2. Componentes estruturais de avioes

A funcdo basica dos componentes ou elementos estruturais € proporcionar
os mecanismos de resisténcia e transmissao das forcas aplicadas. No caso
das aeronaves uma fun¢do adicional do conjunto estrutural ¢ a de prover
uma forma aerodindmica eficiente ao conjunto.

Para fins de concepcgao estrutural, as aeronaves podem ser idealizadas como
um arranjo de partes, possuindo cada uma delas caracteristicas especificas.
A Figura 4 ilustra a idealizagdo em questdo, sendo que entre as partes se
destacam aquelas relativas as asas e a fuselagem.

Em principio, como induz a Figura 4, as estruturas aeronduticas poderiam
ser formadas somente por elementos de superficie denominados
tecnicamente como ‘cascas’.



6 - Introducdo a andlise estrutural —

B\ Rudder

Elevator

7

Horizontal tail Tilp

Vertical tail

Rear fuselage

Centre fuselage

Aileron

Mainplane or centre
section

Nose Quter 'wing  Wing tip

Figura 4 — Partes de fuselagens e asas (Fonte: referéncia ')

Sob um ponto de vista mecanico, por terem espessura muito fina, as cascas
sdo capazes de movimentar localmente mecanismos de resisténcia a partir
de distribuicdes de tensdes normais e de cisalhamento contidas em planos
tangentes as suas superficies médias. Apesar da grande rigidez resultante de
sua geometria (ndo-plana), as cascas podem perder estabilidade quando sob
compressdo ¢ nao sdo eficientes para resistir a forcas de natureza mais
concentrada aplicadas segundo a direcdo transversal a sua superficie;
melhorar a eficiéncia estrutural nos aspectos mencionados levaria a um
aumento indesejavel de sua espessura.

Por esses motivos, na maior parte dos casos as estruturas de avides incluem
elementos ditos de refor¢o longitudinal e transversal que se combinam com
as cascas, de modo que estas passam a compor, também, o revestimento
externo daqueles elementos. Os elementos de refor¢o apresentam
dimensdes que contribuem para a formacao adequada dos mecanismos de
transmissdo e resisténcia, em ultima andlise, preservando a integridade e
satisfazendo os requisitos de desempenho estrutural do conjunto.

Em termos gerais, portanto, a partir do tipo de concepcao estrutural, os
elementos de refor¢o podem ou ndo existir, o que leva a diferenciar as
estruturas aeronauticas entre as categorais semi-monocoque € monocoque,
respectivamente. A op¢do por uma ou outra concep¢do depende,
essencialmente, do tipo de forcas a que a estruturas pode estar sujeita e de
fungdes complementares que deva desempenhar.

' Peery, D.J., Azar, J.J., Aircraft Structures, McGraw-Hill, Inc., 1982.



- Introducdo a andlise estrutural — 7

Particularmente nas concepgdes semi-monocoque, partes da estrutura
completa, como as asas e a fuselagem, apresentam detalhamentos
especificos nos seus arranjos estruturais. A Figura 5 ilustra arranjos
adotados para fuselagens e asas em grandes acronaves.

t Estrutura de
suporte p/ assentos

Figura 5 — Estruturas de fuselagens e asas (Fontes:
http://adg.stanford.edu/aa241/structures/structuraldesign. html)

As asas, quando submetidas, simultaneamente ou ndo, a acdo de forgas de
peso proprio, de sobrecarga (como pesos de combustivel e trens de pouso),
de sustentacdo e de inércia (estas, sobretudo movimentadas nas situagoes
de manobras em v00), genericamente deverdo apresentar deformagdes por
flexdo e tor¢do. Nessas condi¢des, os mecanismos resistentes e de
transmissao t€ém como resultantes nas secoes transversais: momentos de
flexao, de torcao e forcas de corte (cortantes).

O conjunto estrutural responsavel pelo equilibrio das forgas aplicadas ao
longo da asa ¢ formado por elementos de superficie (cascas) e elementos
de reforgo transversal (nervuras ou ‘ribs’) e longitudinal (barras ou ‘spars’
e ‘stringers’).
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Na Figura 6 indicam-se os elementos de refor¢o e na Figura 7 os mesmos
elementos sdo indicados numa vista definida a partir de corte sobre um
arranjo estrutural mais simplificado de asa.

Casca (revestimento)

Stringer

Nervura N f

Figura 6 — Estruturas de fuselagens e asas (Fonte: referéncia*)

As nervuras sdo elementos delgados de superficie média plana,
eventualmente com aberturas circulares (como se vé na Figura 7) para a
passagem de cabos ou dispositivos de controle.

Casca e ————

Nervura

Diregdo longitudinal
— Segdes tipicas de

barras e stringers

_—

b

Figura 7 — Elementos estruturais em vista interna de asa — Cessna 310K

> Megson, T.H.G., Aircraft Structures for Engineering Students, Edward Arnold, 1990.
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As barras e stringers sdo elementos geométricos de eixo reto com segdes
transversais em forma poligonal aberta formada por trechos de espessura
fina. A diferenga basica entre estes elementos € que as barras sio mais
robustas, também podendo apresentar aberturas circulares € sdo essenciais
particularmente na ligagdo da asa com a fuselagem.

Ao movimentar tensdes normais e de cisalhamento (estas contidas em
planos localmente tangentes a sua superficie média), tanto os elementos de
casca quanto os elementos de refor¢o interagem colaborando na formacao
dos mecanismos de equilibrio. De modo simplificado, pode-se idealizar que
os momentos de flexdo nas se¢des transversais das asas resultam de tensoes
normais que se distribuem nas cascas, barras e stringers.

Na Figura 8, mostra-se a contribuicao dos stringers para o momento fletor
resistente na se¢ao. As forcas cortantes e os momentos de tor¢ao resultam,
por sua vez, de tensdes de cisalhamento distribuidas ao longo das cascas,
nervuras e almas das barras.

As nervuras s3o ainda responsdveis pela manutengdo da forma
aerodinamica da secdo transversal da asa; além disso, elas colaboram na
prevencao da eventual perda de estabilidade dos outros elementos, uma vez
que o conjunto esteja submetido a compressao longitudinal.

Figura 8 — Contribui¢do dos stringers para o momento fletor na se¢do

Inversamente, em menor escala, também as barras e stringers colaboram na
prevencao a perda de estabilidade das cascas. Esse aspecto, alids, ¢ um dos
motivos que norteia a definicdo do nimero de elementos de reforco ao
longo da asa; os outros motivos sdo relacionados aos efeitos localizados
que aparecem nas ligacoes com a fuselagem, com trens de pouso € com
elementos de controle, como ‘ailerons’ e ‘flaps’, além de forgas oriundas
do empuxo dos motores, peso de combustivel, etc.
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A fuselagem ja ndo desempenha papel significativo em relacdo a
resisténcia a for¢as de natureza aerodinamica. A sua finalidade
preponderante estd na resisténcia a forcas de reacdo idealmente
concentradas nas ligacdes com as asas, cauda e trens de pouso, além de
suportar o carregamento proveniente do peso proprio de pessoas e
sobrecargas.

A composicao estrutural da fuselagem consiste em casca de superficie e
elementos de refor¢o longitudinais (‘stringers’) e transversais (‘cavernas’).
Na Figura 9 indicam-se os componentes estruturais para uma aeronave
simples.

Secdo tipica de
caverna

Figura 9 — Elementos estruturais em vista interna da fuselagem — Cessna 310K

A fuselagem também pode estar solicitada por flexdo, tor¢ao e corte. Nas
se¢Oes transversais ao longo do seu comprimento, os momentos de flexao
resultam da composi¢do de tensdes normais nas cascas e stringers. Ja o
momento de tor¢ao e a for¢a de corte resultam de tensdes de cisalhamento
nas cascas. Entretanto, por andlise do equilibrio, ¢ possivel mostrar que
também os stringers e cavernas colaboram na transmissdo daqueles
esforgos ao longo da fuselagem.

Como ilustra a Figura 10, nas grandes aeronaves, internamente a
fuselagem, as cavernas aparecem como elementos de resisténcia aos efeitos
da pressdo interna e das forcas de reagdo provenientes das estruturas
internas de suporte aos assentos. Além disso, as cavernas também atuam,
juntamente com os stringers, na distribuicdo ao longo da estrutura dos
efeitos de forcas concentradas, por exemplo, provenientes das ligagdes com
as asas.
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Figura 10 — Vista interna da fuselagem: for¢as sobre as cavernas oriundas de pressdo
interna e estrutura de suporte (Fonte: referéncia )

3 Peery, D.J., Azar, J.J., Aircraft Structures, McGraw-Hill, Inc., 1982.



CAPITULO 2 SOBRE A ELASTICIDADE PLANA

Neste capitulo apresentam-se elementos da teoria da elasticidade
considerados essenciais para o entendimento da formulagdo matematica
dos problemas de analise de estruturas nos regimes de resposta linear. As
condigdes de equilibrio, compatibilidade e constitutiva devem ser
verificadas de maneira geral, 1sto €, seja qual for a concepgao estrutural e o
tipo de abordagem, plana ou tridimensional.

1. Condicoes gerais de equilibrio, compatibilidade e constitutiva:
relacoes principais e notacao.

Considere-se um solido, conforme representado na Figura 1, inserido no
espaco tridimensional e i1dealizado como um meio continuo de volume V e
superficie de contorno /. A superficie de contorno é dividida em por¢des
complementares (e com intersecdo vazia) I', e I'_, aonde se impdem

valores prescritos para os deslocamentos e para as forgas aplicadas (por
unidade de superficie), respectivamente.

Seja, também, um referencial tri-ortogonal (com origem num ponto
qualquer escolhido por conveniéncia) € um sistema cartesiano de
coordenadas a ele associado, de modo que pontos do soélido podem ser
posicionados nesse sistema mediante coordenadas x, y e z.

Figura 1 — Sdlido submetido a forcas externas e com vinculagdo prescrita

Considera-se que o solido possa estar submetido a acdo de forgas externas
distribuidas por unidade de volume e por unidade de superficie.
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As forgas por unidade de volume atuam em pontos no interior do corpo e
possuem componentes b, b e b,, segundo os eixos de referéncia, por sua

vez reunidas num vetor 5. Ja as for¢as externas distribuidas por unidade de

superficie, atuam em pontos do contorno do corpo e possuem suas
componentes p,, p,€ p,, estas reunidas num vetor p.

Por outro lado, a um ponto qualquer no interior do volume podem ser
atribuidos: um vetor d que reine as componentes de deslocamentos
segundo as direcdes dos eixos de referéncia adotados e ‘femsores’ que
reinem as componentes de tensdo e de deformacgdo. Para tais grandezas
valem as seguintes representagdes:

u O 5 Tk & Vo v
dx,y,2)=3v; L(xpz)=| I § T, |; Ex.2)=7, £ .
W 2 b O Ve Ve £

(la,b,c)

ou, alternativamente, para o tensor de tensdo e o ‘tensor’ de deformag;z“ioz,
I'xyo)={o, 6, @ J W7o Tu E f T

T

E@y={e, § .6 3V Ve X 2V WV ¥ (1d.e)

Obs: na notagdo matricial o trago simples sob a grandeza indica
representagdo na forma de vetor coluna, o trago duplo indica
representagdo como matriz.

As condigdes de equilibrio impdem restrigdes sobre as variagdes ponto a
ponto das intensidades das componentes de tensdo, de modo que
localmente as resultantes de for¢as e momentos sejam nulas. As relagdes
que as representam podem ser deduzidas da passagem ao limite das
relagdes equilibrio de uma por¢do de volume, definida em torno de um
ponto arbitrario no interior do solido.

! Tensores sdo grandezas matemdticas que obedecem a uma regra bem definida de transformagcdo de
coordenadas (os vetores cldssicos classificam-se como tensores de primeira ordem).

* A rigor esta grandeza ndo obedece estritamente d regra de transformacdo de coordenadas, sendo
designada como um tensor de engenharia.
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ada
o +—4 d
v By yT+ﬂ’
yz ay
— T+—"¥3sz +
b, ¥ fax
0, 4— —»aa dy
b, 2
Ty <« a"+6xdx+
T
ol
Uy
+ dz +

Figura 2 — Equilibrio no plano x-y

Na Figura 2, por simplificacdo, indica-se um diagrama de corpo livre de
um elemento no interior do s6lido, observando-se o plano x-y.

Nessa representacdo plana, as relagdes que exprimem a nulidade das
somatorias de forcas segundo as diregdes dos eixos coordenados resultam:

or,,
9o, +—=+b =

(2a,b)

Considerando-se o caso geral tridimensional, o equilibrio de forcas

segundo cada uma das trés dire¢des dos eixos de referéncia fica expresso
por:

or
90y Ty | Ot +b, =0
ox Oy oz

0 o or,,
)“T+ 9’+ Z +b =0

= 3

ox Oy 0z Y 3)
or

6T2x+ ZJ’JracrZ +b,=0

ox Jdy Oz

Por sua vez, o equilibrio dos momentos das for¢cas em torno das dire¢des
dos eixos de referéncia fornece:

Txy :ryx-.‘ Jrg: zxr )z = zy 4 (4)

Tendo-se em vista o resultado anterior, conclui-se que o tensor de tensdes ¢
simétrico (a sua matriz representativa, dada pela 1b, é simétrica).
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As condi¢des de compatibilidade estabelecem que no meio deformado
preserva-se a continuidade se ponto a ponto puderem ser definidas
componentes de deformagdo a partir de variagdes das componentes de
deslocamento.

Na Figura 3 1lustra-se, no plano x-y, a deformacdo sofrida pelo meio nas
vizinhangas de um ponto, tomando-se por referéncia dois segmentos de reta
que passam da situacio 4B, AC para A'B' A'C'. Justifica-se a
representacdo indicada porque na passagem para a situagdo deformada, de
uma maneira geral, o meio sofre mudancas de forma e volume, de modo
que os segmentos de referéncia apresentam variacdes de seus
comprimentos e variacdo do angulo relativo (inicialmente reto). Tais
variagdoes podem ser quantificadas mediante as medidas de deformacgao
linear e de distor¢do angular, que constituem as chamadas componentes de
deformacao.

yy o

v g
+ 9V gy
Y Oy dy (f+g—;
N 9v
oz ¥ 5
X
dy | : v+'5%d"z
v o, :
r l 1 -
A .
w | dz (1+ %) T

dz J- u+—g:+d:l:

Lt

Figura 3 — Compatibilidade no plano x-y

Restringindo-se a modelagem aos regimes de pequenas deformagdes, os
comprimentos dos segmentos AB.,AC podem ser confundidos com as
suas projecdes nas dire¢des dos eixos x e y, respectivamente, e a distor¢ao
angular pode ser determinada confundindo-se a tangente com o proprio

angulo. De acordo com essas simplificagdes, as componentes de
deformacao ficam dadas pelas seguintes relacdes de compatibilidade:

A'B' — AB _Ou

4B ox
& :H:ﬂ
d AC oy

x
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ou &
= A Sa,b.c
Vo "oy & ( )

No caso tridimensional as relagdes anteriores se generalizam para:

ou ov ow
8}(:—3 £ :—, 6‘2:_’
ox Y oy oz
_Oou Ov.  _Ou ow. _0Ow 0Ov

(6a,b,c,de,f)

2

= S Ve = .= +
& 0y Ox 4 0z Ox g% oy Oz
Nota-se que, pela definigdo apresentada: y  =y,.. y= .y .=,  Nas
relagdes (6), ¢, ¢, e & representam medidas lineares de deformagio e
decorrem da varia¢do de volume, enquanto que y,,7_e ) representam

distor¢des angulares segundo os planos coordenados associadas a variagdo
de forma imposta no processo de deformacao do meio.

A relacdo constitutiva valida para o regime elastico-linear se exprime
itrinsecamente por:

=Cr ()
onde C € o tensor de quarta ordem dito tensor constitutivo de flexibilidade.

Um dado adicional é que o tensor constitutivo de flexibilidade é simétrico’
e também positivo-definido, por esse motivo podendo ser invertido. Assim
sendo, a relagdo constitutiva pode ser expressa em forma inversa, onde o
campo de tensdes decorre do campo de deformac¢des mediante um tensor
constitutivo de rigidez.

A forma (7) adotada para definir a relagdo constitutiva é conveniente por
permitir recuperar de imediato a le1 de Hooke generalizada apresentada na
Mecanica dos Solidos para meilos com isotropia. Nesse caso particular, a
representacdo do tensor de flexibilidade em forma matricial € dada por:

Existem diferentes teorias cldssicas da elasticidade. A teoria de Green, que proporciona o tensor
constitutivo simétrico, postula que ao corpo eldstico possa ser associada certa quantidade de energia,
funcdo do estado de deformacdo, ou energia de deformacdo.
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®)
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onde E e v sdao o modulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson,
respectivamente.

De um modo geral, o numero de constantes elasticas do material varia de
acordo com o grau de anisotropia apresentado pelo meio. Por exemplo, na
1sotropia transversal o meio apresenta isotropia segundo um plano
ortogonal a certa dire¢do. Um material composto formado por fibras
alinhadas com a dire¢do z de referéncia, por exemplo, e imersas numa
matriz polimérica, apresenta isotropia transversal. Nesse caso, a matriz
constitutiva de flexibilidade fica dada por:

_yg—%—%z“ 0 0
—VA}/E—% 0 0 0

_V _ 1
ol e g0 00 )
0 0 0 0 0
G,
0 0 0 0 %} 0
0 0 0 0 0 %;

sendo, ainda, possivel demonstrar que: G, = %(1 Y Portanto, o material
-

transversalmente 1sotropo apresenta cinco constantes elasticas:
E,EZ,V,VW e G.

O meio dito com ortotropia apresenta respostas simétricas segundo trés
dire¢des linearmente independentes. Um material composto formado por
fibras alinhadas segundo as trés dire¢des do referencial cartesiano e imersas
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em matriz polimérica ¢ um exemplo de meio que pode apresentar
ortotropia.

O material ortétropo se caracteriza elasticamente por um conjunto de nove
constantes elasticas: E,E.E.v .. v.G, G eG, e a matriz

xz? JZ’

constitutiva de flexibilidade fica dada, neste caso, por:

1
/Ex / / 0 0 0
Vo s
— % | / 0 0 0
¥
Ve ™ | 0 0 0
Az / E, (10)
0 0 ! 0 0
/G,
1
0 0 0 0 /Gp
0 0 0 0 0 ]
/G,

No caso geral de anisotropia, a matriz constitutiva de flexibilidade € ainda
simétrica, porém apresenta-se cheia, com vinte e uma constantes elasticas.
O fato de a matriz ser cheia implica em que tensdes normais podem
provocar ndo somente deformag¢des lineares (mudangas de volume), mas
também distor¢des angulares (mudancas de forma). Ao contrario, tensoes
de cisalhamento podem provocar distor¢des angulares e também
deformagdes lineares.

l@!
Il

=]

Finalmente, as condi¢des de contorno: equilibrio entre tensdes e forgas
aplicadas em T', e deslocamentos prescritos em I',, se€ eXprimem por:

u>

NT=p em I, (1D
e
d-7 emrT, (12)

onde o trago superior sobre cada um dos vetores indica valores prescritos
nos respectivos contornos.

Com o mtuito de 1lustrar de modo simplificado o equilibrio no contorno, na
Figura 4, mostra-se, no plano x-y, um elemento triangular com uma das
arestas coincidentes com o contorno do so6lido. Esta aresta possui normal »,
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cujos cossenos diretores sdo / e m. No elemento indicam-se também as
componentes, segundo as dire¢cdes dos eixos coordenados, da forga
distribuida externamente aplicada e as componentes de tensdo interna.

Figura 4 - Equilibrio no contorno em relagcdo ao plano x-y

O equlibrio de forgas segundo as dire¢des dos eixos coordenados exprime-
se, Nesse caso, por:

o l+r, m=-p; o,m+7 (=-p (13a,b)

ou, ainda, matricialmente,

¢ 0 T
/ m -D,
= 14
[0 m f } Ty {—py} (14)
Ty

Na rela¢do (11), a condi¢do de equilibrio no contorno esta generalizada
para o caso geral tridimensional. Para essa situagdo geral, a matriz N, que

aparece na (14) na forma de matriz retangular, passa a ter a seguinte
representa¢ao:

¢ 0 0 m n O
N={0m 0 ¢ 0 n (15)
0 0 n 0 (¢ m

onde (,m e n sdo os cossenos diretores do versor normal ao contorno no

ponto, em relacao aos eixos de referéncia x, y e z, respectivamente.
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As relacoes (3), (6) e (7), acrescentadas das (11) e (12) constituem o
chamado Problema de Valor de Contorno (P.V.C.) expresso em forma
forte, pois as trés primeiras relacdes devem valer ponto a ponto no volume.
Ainda em termos matematicos, pode-se mostrar a existéncia e unicidade de
solucdo para o P.V.C.

O P.V.C. resulta, assim, formado por um conjunto de quinze incognitas e
quinze equacodes diferenciais a derivadas parciais. Tal conjunto de relagdes
pode ser preliminarmente combinado de modo a reduzir o seu nimero e
eliminar algumas das incognitas. Das possibilidades de combinagao
decorrem diferentes formulacdes. A formulacdo em deslocamentos ¢ obtida
quando se eliminam as incognitas de tensdo e deformacao, restando uma
unica equacdo em deslocamentos. A equacdo da formulacdo em tensdes ¢
obtida quando se eliminam as incognitas de deslocamentos e deformacdes.
Finalmente, a formulacdo mista se caracteriza por um sistema, nas
incognitas de deslocamento e tensdo, obtido quando se eliminam as
variaveis de deformacao.

Para qualquer que seja a formulagdo adotada, a solugdo analitica pode ser
obtida somente para um nimero reduzido de problemas, para os quais os
dados de geometria, material, carregamento e condi¢des de contorno
apresentam grande regularidade. Os métodos de solugdo aproximada
constituem alternativa de solu¢ao para os casos mais gerais, ou com menor
grau de regularidade.

Naquilo que concerne as aplicagdes de interesse para as estruturas
acronduticas, destacam-se em seguida dois problemas tipicos: um em
ambito unidimensional e outro bidimensional. No primeiro caso, a
formulagdo adotada ¢ em deslocamentos. No segundo, adota-se a
formulagdo em tensao.

2. Aplica¢ao a analise de barras sob for¢a normal

Os stringers sdo elementos estruturais de barra com papel de reforco nas
asas ¢ fuselagens e que sdo solicitados predominantemente por tensdes
normais. Em funcdo de sua geometria caracteristica (dimensdao do
comprimento muito maior que as dimensdes da se¢do transversal) e dentro
dos limites do comportamento eléastico-linear do material, ¢ possivel
assumir como valida a seguinte hipotese cinematica relativa ao processo de
deformacao:
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‘Seg¢bes planas inicialmente ortogonais ao eixo da barra permanecem
planas, indeformaveis e ortogonais ao eixo deformado’.

A adogdo dessa hipdtese, que pode ser justificada por observagao
experimental, permite simplificar a aplica¢do da teoria da elasticidade pela
grande reducdo do numero de incognitas que proporciona. De imediato,
alinhando-se o eixo de referéncia x com a dire¢do do eixo da barra, a
indeformabilidade da sec¢do transversal permite reduzir o problema a uma
unica dimens3o, pois todas as variaveis passam a ser fun¢des somente de x.
Por exemplo, sdo iguais os deslocamentos de todos os pontos pertencentes
a uma mesma se¢do € como a sec¢ao ¢ indeformavel no seu plano ndo
existem deformagdes lineares transversais ao eixo da barra. Além da
indeformabilidade, como as se¢des permanecem ortogonais ao €1X0 no
processo de deformacdo, distor¢des angulares associadas as dire¢des dos
eixos de referéncia niao sdo induzidas. Assim sendo, o conjunto de
imncognitas se reduz ao deslocamento axial u#, a componente de tensdo
normal o, e a componente de deformagdo linear ¢_.

O equacionamento do problema da barra sob for¢a normal se reduz a trés
relagdes: uma de equilibrio, outra de compatibilidade e a relagdo
constitutiva.

Como exemplo desse caso, considere-se a barra prismatica mostrada na
Figura 5, fixa numa extremidade e livre na outra, submetida a forca de peso
proprio e a uma for¢a distribuida por unidade de area aplicada na
extremidade livre. Por simplifica¢do ndo se representa a largura da barra no
plano do desenho. Ainda neste caso, b, representa o peso especifico do
material da barra.

\VAR
a(x) A
T,u T
by A |\ area 4 /\ b A dx
dx \ 4 \/ :

>e |

o(x) A+dao(x) A
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— u.ul.'ru <
xT,u
tT———————— +- - Yy
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t-———=—= -t-= xT
I J

Figura 5 — Barra sob for¢a normal

A relagdo de equilibrio pode ser obtida diretamente do diagrama de corpo
livre de um elemento do interior da barra, mostrado na Figura 5, sendo
escrita na forma:

x:_b 16
. : (16)

A relacdo de compatibilidade pode ser escrita a partir do esquema 1lustrado
também naquela figura, como:

g A _du_, (17)
dx dx

Finalmente a relagdo constitutiva se reduz a:

o =FEc¢ (18)

Combinando-se as trés relagdes de modo a eliminar a tensdo normal e a
deformacao linear, obtém-se:

u =——= (19)

Integrando-se em forma indefinida a relagdo anterior resulta:

b, x’
2FE

u(x)=— +C, x+C, (20)

As constantes de integra¢do podem ser determinadas por aplica¢io das
condigdes de contorno do problema, dadas por:
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u(0)=0

6.(L)=p. (212.0)

Aplicadas essas condigdes, a solugdo geral do problema resulta:
2 2
u(xy=2L | o[ X —[i] By (22)
2F L L E

A (17) e a (18) combinadas proporcionam, levando-se em conta a (22), a
distribuigdo de tensdes normais ao longo da barra:

o(x)=b, L[l —[%ﬂ +p. (23)

Claramente, desconsiderando-se o peso proprio, a solu¢do geral se
particulariza para um regime aonde o deslocamento apresenta uma
distribuigdo linear e tanto a tensdo normal quanto a deformacdo linear sdo
constantes ao longo da barra:

u(x) = Px

_ P
£(x) =7 (24)
o(x) = p,

Introduzindo a defini¢do de for¢a normal atuante numa seg¢do transversal
genérica como:

N(x)=[o,dA (25)

e observando que em cada se¢do a tensdo normal € constante em todos os
seus pontos (so0 depende de x), segue, ainda genericamente, que:

N(x)=0,(x) 4 (26)

Portanto, com a ajuda da (23), conclui-se neste exemplo que:
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N(x)=b, AL{I —[%H +p. A 27)

A forga normal resulta constante ao longo da barra se o peso proprio for
desconsiderado. Ainda nesta condi¢do particular, a medida de deformacdo
linear, definida pela primeira igualdade na (17), pode ser determinada
simplesmente por:

g D) _AL_p, (28)
L L E
3. Aplicacao a analise de tubos

As estruturas de fuselagem de grandes aeronaves, abstraidas as aberturas para
janelas, portas e outras, podem ser consideradas como tubos refor¢ados que
devem, entre outras fungdes, suportar pressoes internas. Em termos de analise
simplificada as areas dos reforg¢os (cavernas e/ou stringers) podem ser
distribuidas ao longo do perimetro e do comprimento, gerando um tubo
equivalente de espessura mais grossa do que aquela da casca de revestimento
e que pode ser analisado com o auxilio das equacdes da elasticidade.

Na Figura 6 mostra-se um tubo reforcado e uma vista de seu interior,
construido com o objetivo de avaliar experimentalmente, em laboratorio, os
efeitos de pressdo interna.

Figura 6 —Tubo reforcado e visdo interna®

Os tubos aqui estudados possuem se¢do circular e eixo reto, sendo o seu
comprimento muito maior do que as dimensdes da sec¢ao transversal. Nao ha
restricdo quanto a espessura, que pode ser grossa ou fina. As solicita¢des

* Fotografias disponibilizadas pelo Prof. Michael G. Maunsell, SMM/EESC.



26 - Sobre a Elasticidade plana—

consideradas incluem pressdes externas e/ou internas, como as ilustradas no
tubo da Figura 7.

Figura 7 — Tubo submetido a pressoes interna e externa

Em termos gerais, considera-se que nao haja restricdo a deformacao do tubo
na direcdo axial, de modo que inexistem tensdes normais naquela diregao.
Independente disso, dado que seu comprimento ¢ sempre muito grande em
relacdo as dimensdes da secdo transversal, considera-se nulo o alongamento
na direcdo axial, ou, o que ¢ equivalente, tubo indeformavel nessa direcao.
Nessas condi¢des, toda a analise pode se desenvolver no plano de uma se¢ao
transversal genérica, sendo os resultados validos para todo o tubo.

Conhecidas as pressOes atuantes € a geometria do tubo, o problema a ser
resolvido consiste em determinar as distribui¢des de tensoes, deformacoes ¢
as componentes de deslocamentos em qualquer um de seus pontos.

As relacdes matematicas que envolvem as varidveis de interesse resultam da
aplicacdo da Teoria da FElasticidade e traduzem condi¢Oes locais de
equilibrio, compatibilidade e constitutiva.

Como restrigdes adicionais, na modelagem que segue adotam-se a hipotese
de comportamento elastico linear do material e admite-se que o tubo
solicitado atinja o equilibrio num regime de pequenos deslocamentos e
pequenas deformacgoes.

Nota-se que dada a geometria do tubo e o tipo de carregamento considerado,
o problema acaba por apresentar simetria axial, o que viabiliza a utilizagdo de
coordenadas cilindricas (x,7,0), com vantagens sobre as coordenadas
cartesianas (x,),z).

Para o estabelecimento das condicOes locais, considera-se um eclemento
infinitesimal em torno de um ponto arbitrario na secao transversal do tubo.
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Assim sendo, conforme ilustrado na Figura 8a considere-se um ponto
arbitrario na espessura do tubo posicionado sobre uma circunferéncia de raio
r, com centro no eixo do tubo. O campo de deslocamentos do ponto no plano
da se¢do fica caracterizado, genericamente, por uma componente radial (v),
segundo a dire¢do do raio, ¢ uma componente tangencial, de dire¢do
perpendicular ao raio no ponto. Obviamente, a axissimetria do problema leva
a concluir que a componente tangencial do deslocamento ¢ nula e que a
componente radial ¢ uma fun¢do da posi¢do ao longo da espessura, isto é:
v=vy(r).

ar - 7

(b)

Figura 8 — Coordenadas cilindricas e elemento de tubo

Seja, entdo, um elemento diferencial em tormo do ponto considerado,
conforme 1lustra a figura 8b.

As expressdes das medidas de deformagdo linear nas dire¢des tangencial e
radial s3o dadas respectivamente por:

gI:AB —A4B _(r+v)d 6-rdé v 29)
AB rdé r

g BC-BC_dv_, (30)

BC dr

Devido a axissimetria do problema, a deformag¢do do elemento se da de modo
que sua forma se preserva ou, em outras palavras, sem distor¢do angular
associada as direcdes radial e tangencial. Tais dire¢cdes sdo, portanto,
principais de deformagdo.
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A condigdo de equilibrio envolve o conjunto de componentes de tensdo
ilustrado na Figura 9. Nota-se que as componentes indicadas podem ser
entendidas mediante uma correspondéncia direta com as deformacgdes radial e
tangencial descritas.

o %
N
I
\ -
N g +d
Py 0, +d0,
|
(a) ) %V
Z

Figura 9 — Componentes de tensdo no elemento infinitesimal

Em particular a auséncia de tensdes de cisalhamento justifica-se por nao
haver tendéncia de escorregamento relativo entre as faces de elementos
vizinhos; portanto, as tensoes normais indicadas sio principais.

Em termos gerais a condi¢do de equilibrio implica em que a resultante das
tensdes no elemento deve ser nula. Tomando-se partido do sistema de
coordenadas adotado, para explicitar a condi¢do de equilibrio, consideram-se
as forgas resultantes segundo as dire¢des (independentes) radial e tangencial,
mmpondo-se a nulidade de cada uma delas.

A mmposi¢do do equilibrio de forcas na dire¢do tangencial conduz a uma
1dentidade. J4, do equilibrio de forgas na dire¢do radial, obtém-se:

(g+do,)r+dr)d dé— od &f:—Zafdrd:sen(d—j):O (3D
onde dz ¢ uma dimensao (pode ser considerada unitaria) na dire¢do ortogonal

ao plano da secdo.

do
2
superior, resulta que:

d : . L
Como .s*en[T ~—, e desconsiderando-se os mfinitésimos de ordem



- Sobre a Elasticidade plana— 29

g -o, +rddo-" =0 (32)

r

Por outro lado, a le1 de Hooke generalizada estabelece relagdes entre as
componentes tangencial e radial dos campos de deformacdo e de tensdo,
dadas por:

1
g, :E(o;— v F

(33a,b)
& :%(Jr -V rq
ou ainda, de forma mnversa :
E
= +
O-r (1_V2)(€r Urk
(34a)b)

E
o, = (I—VZ)(gr—i_ Ur)E‘

Tendo-se em vista as relagdes de compatibilidade, equilibrio e constitutiva,
nota-se que tais relagdes envolvem cinco incégnitas a determinar:
v, €,,€,,0, € 0,.

Na formulag¢do aqui desenvolvida, a abordagem € em tensdes, no sentido de
que a combinagdo das relagdes de equilibrio, compatibilidade e constitutiva
¢ tal a eliminar as incognitas que compdem os campos de deslocamento e
de deformacgdo, resultando uma equa¢do diferencial em tensdes. Nesse
sentido, numa primeira etapa combinam-se as relagdes de compatibilidade.
Da (29) segue que:

v=re& (35)
e, com a (30), resulta :

dv de,
— =g, +r =g,
dr dr

(36)

Podem-se introduzir na expressdo anterior as relagdes constitutivas dadas
pelas (33):
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1 1 (do, do,\ 1
4 4 t r|_ - . =0
L pwr)wE[d}, L)L o )
ou ' (37 a,b)
do, do
— Ly - 1
"[dr N

As relagdes (37b) e (32) constituem, portanto, um sistema nas incognitas o,

e o,.

Pela substituicdo de o, —o,, retirado da (37b), na (32), obtém-se a seguinte
condi¢do:

do, do,

=0 .. =C 38
a7 +d?‘ g +o,; (38)

onde C € uma constante a determinar.

Da relagdo anterior segue que: o, =C —o,, a qual substituida na equagdo de

equilibrio (32) conduz a seguinte equa¢do diferencial na tensdo normal
radial:

do

20, C
T r - 39
dr ! r r (39)
Essa equagdo diferencial possui uma solu¢do particular dada por:
C
[O-r p] = ? (40)

A forma homogénea da mesma equagdo diferencial apresenta uma solugdo
obtida a partir da seguinte seqiiéncia:

d 2 d 2d
9r 2% _9 N Ir __Z4rF — Ino,=-2Inr+C,
dr r o, r

¥

*

" ]??(Jr rz):CI - [o, h]:C—Z
r

Finalmente, a solucdo geral apresenta-se na forma:
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c C
O-?' = — -|-_
2 ;2
c C
0=5 = (41 ab)

As constantes de integragdo devem ser obtidas mediante 1mposi¢do de
condi¢des de contorno no plano da secdo transversal. No caso mais geral de
tubo com pressdes Interna e externa, e com geometria definida por um raio
mterno (a) e um raio externo (b), as condigdes de contorno sdo sobre as
tensoes e escritas nas formas:

r=a — 0,=-p;
(42)
r=b — o,=-p,

As constantes de integracdo, obtidas pela imposi¢do das condigdes de
contorno, permitem escrever, pelas (42), as expressdes para o calculo das
tensoes:

IO e B
T ey 1" Gay -1

. (b/r) +1 b (bja)’ +(b/r) N @3ab)

(b/a)2—1 : (b/a)2—1

Determinadas as tensdes, uma outra relagdo de interesse € aquela que permite

encontrar o valor do deslocamento radial. Tal relagdo pode ser obtida
combinando-se as (40) e (33b):

v=i( o ) (44)

Exemplo 1. Representar os diagramas das tensdes tangencial e radial ao
longo da espessura do tubo, provocados por pressdo interna p;.

Das expressoes (43) segue que:

a’  a’ a2+02
o, _r2 b’ o, b? ¥’

(<0) ; —t=—— 2~ (>0)

bZ
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Considerando-se posi¢gdes sobre os raios interno e externo, as expressoes
anteriores assumem os valores:

q
Q

r=a

2
O, _(042 +]J . O
1 (I_G%ZJ P; r=b (}_0%2)

As correspondentes distribuigdes ao longo da espessura estdo indicadas na
Figura 10.

2@
Jf/bs +1)
A o)
(1- o/
1
O-‘?'
7P,

Oy
z:)

T 1

=

Figura 10 — Distribuicoes de tensées ao longo da espessura

Exemplo 2. Representar os diagramas de distribui¢do das tensdes tangencial
e radial ao longo da espessura do tubo, provocados por pressdo externa p,.

Novamente, das expressoes (43) segue que:

Considerando-se as posi¢des correspondentes aos raios interno e externo, as
expressOes anteriores assumem os valores:
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=]
r=b

&‘ o . o
Pel,_, Pe

ﬁ'2 .
A __(42”) ol 2
EA 7 R 78

As correspondentes distribuigdes ao longo da espessura estdo indicadas na
Figura 11.

0
2 1)
@®
¢ 1 _2 - )
g;'"?.f/"s?)
ag ag
r t
/P, /P,

Figura 11 — Distribuicoes de tensées ao longo da espessura

Exemplo 3. A partir da solu¢do geral para os tubos sob pressdo interna,
determinar expressOes particularizadas das tensdes e do deslocamento radial
para tubos de parede fina.

No caso dos tubos de parede fina, a medida da espessura ¢ muito menor do
que as medidas dos raios. Nesses casos ¢ usual se fazer referéncia ao raio

medio 7, € a espessura { como parametros geométricos de interesse. Entre os
raios interno e externo e os novos elementos geométricos valem as relagdes:

t
+—= a:rm—E ; b+a=2r, ; b—a=t ;

Dai segue as outras relagdes de interesse para a resolucao do exercicio:
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b’ sa’ 21 #2)2 ~ 217

b2 —a’=2r1t

m

Nas expressoes (43) a razdo b/r pode ser aproximada pela unidade, de modo
que sua particulariza¢do para o caso de pressdo interna e espessura delgada
fornece:

o, ~0 ; q‘::sp—"r’”;
t

Portanto, a tensdo tangencial resulta constante na espessura.

Por outro lado, para o deslocamento radial, podem-se substituir as condi¢des
anteriores diretamente na relagdo (44), obtendo-se:

Et

E interessante observar que a particularizacio obtida ¢ idéntica a solucdo do
problema do tubo de parede fina sob pressdo interna, no qual se supde ‘a
priori’, que devido a pequena espessura, as tensdes radiais sdo nulas e a
tensdo tangencial € constante na espessura.

De fato, considere-se um tubo de parede fina, submetido a pressao interna
cuja se¢do transversal esta 1lustrada na Figura 12a.

a) b)

(s3] \<
b'Q

Figura 12 — Tubo de parede fina
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Do equilibrio de um elemento de tubo (v.Fig.12b), obtém-se a expressdo
para o calculo da tensdo tangencial:

pi’rm

pit,d gc= qgdx tdg o, = p

Analisando-se a compatibilidade entre deformacgdes e deslocamentos resulta:

r a . F
gr: “5‘: rm - Arm :r}ﬁ __-Errm v :'{kn EIE?

Nota-se que no desenvolvimento anterior, como a unica tensdo ndo nula € a

: : . : o
tangencial, a le1 de Hooke aplicou-se diretamente na forma: &, :E‘.

Finalmente chama-se a aten¢do para a coincidéncia entre as respostas
obtidas da particulariza¢do das expressdes gerais e do estudo direto do tubo
de parede fina.



CAPITULO 3 TEOREMA DE CASTIGLIANO E O P.T.V.

Neste capitulo, o tema do célculo de deslocamentos em estruturas
isostaticas planas de barras ¢ introduzido mediante uma abordagem
fundamentada no método da energia, mais especificamente pela aplicagao
do teorema de Castigliano.

O estudo apresentado neste € no proximo capitulo sera mais adiante
generalizado pelo Principio dos Trabalhos Virtuais, que viabiliza o célculo
de deslocamentos em qualquer ponto da estrutura mediante aplicagdo de
métodos numéricos de solugdo aproximada.

1. Energia de deformac¢ao em barras sob for¢ca normal

J& foi visto, no estudo da elasticidade linear, que as relagdes constitutivas
representam matematicamente a dependéncia local que existe entre tensdes
e deformagdes de um solido. Tal relacdo pode ser expressa e interpretada
em forma dual. De fato, por um lado as deformagdes decorrem de um
campo de tensdes aplicado, mas possuem intensidades proporcionais a
flexibilidade do material. Por outro lado, as tensdes decorrem de um campo
de deformagdes impostas, mas possuem intensidades proporcionais a
rigidez do material.

Portanto, rigidez e flexibilidade sao conceitos duais, ligados diretamente a
maior ou menor capacidade de oposi¢ao que o material apresente a uma
deformacdao ou a uma tensdo imposta, respectivamente. Segundo essa
interpretacdo, no caso unidimensional, o mddulo de elasticidade representa
um coeficiente de rigidez, enquanto que o seu inverso representa um
coeficiente de flexibilidade.

Admitindo-se, entdo, que as intensidades de tensdo e de deformagdo num
ponto estejam relacionadas em fungao da resposta do material, considerem-
se estados de tensdao definidos nos pontos de um sélido em decorréncia de
certa historia de deformagdo imposta. Considerando-se todo o volume do
solido, pode-se entdo, definir uma quantidade de energia interna
movimentada no processo de deformagdo, medida pelo trabalho das tensoes
nas deformacdes. Essa quantidade ¢ denominada energia de deformacdo.

Para ilustrar o conceito, seja uma barra submetida a um processo de
deformacdo uniaxial. A variacdo de energia por unidade de volume para
um incremento de deformacdo imposto ¢ definida por:
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di=c, de, (1)

Ao final do processo de deformagdo a energia envolvida em todo o volume
da barra é:

U:_[ jaxdgx dv 2)
V\0

Em termos gerais, se o solido ¢ elastico, toda a energia movimentada no
processo de deformacdo se acumula no seu interior € poderd ser usada na
recuperacao da forma inicial quando retirada a causa externa que provocou
a deformacdo. Nessa condi¢do diz-se que o processo € conservativo ¢ a
energia de deformagao ¢ elastica.

Para a barra sob forca normal, cuja energia de deformagao pode ser descrita
pela (2), € conveniente exprimir aquela relacdo em termos da forca normal
(também denominada tensdo generalizada), combinando-se a lei de Hooke
e a definigdo N =0 4. Assim sendo, a relagdo (2) particularizada para este

caso fornece:

U:I Ja de, ijg de_|dV
:J.( dV = j.( 2EA2 A |dx 3)
_1iN
29 EA

2. Teorema de Castigliano

O teorema sera somente enunciado, sem demonstra¢do, a qual pode ser
encontrada, por exemplo, em: Hibbeler, R.C., Mechanics of Materials,
1997.

‘Dado um sélido eldstico e um sistema de for¢as conservativas”’ sobre ele
aplicadas, na condi¢do de equilibrio o deslocamento do ponto de aplicagdo
de uma forca na sua dire¢do ¢ determinado pela derivada parcial da
energia de deformagdo em relagdo a essa for¢a’:

) Uma for¢a é dita conservativa quando sua intensidade nio depende da deformagio do corpo.



- Energia de Deformagdo, o teorema de Castigliano e o P.T.V. — 39

oU

= 4
Uy P, 4)

onde k refere-se a posi¢do, ou ponto, aonde se aplica a forga P.

A aplicagdo do teorema depende, portanto, do conhecimento da energia de
deformacdo U. Para o caso da barra sob forca normal, valendo a (3), a
relagdo anterior escreve-se na forma:

L
u, = ia—Na’)c (%)
 EAOPF,
E possivel dar uma interpretacio conveniente para o termo correspondente
a derivada parcial na relacdo anterior. Nesse sentido, admitindo-se que
numa barra possam estar sendo aplicadas n forgas concentradas em n
posi¢des distintas, entdo, sendo linear a resposta do sistema, vale a
sobreposicao de efeitos ¢ a forca normal numa se¢do arbitraria no interior
da barra ¢ determinada pelas contribui¢des dos efeitos nessa secdo de cada
uma das forgas, isto €:

N=)PN,=PN,+..+BN,+..+PN, (6)

onde N, ¢ a for¢a normal na mesma se¢do por efeito de uma forga de valor

unitario aplicada no ponto j. Nessas condicdes, a derivada parcial que
aparece na relacao (4) passa a ter o significado de for¢a normal numa se¢ao
da barra devido a forca concentrada unitaria aplicada no ponto £:

Z_j;] = ]\_[k (7
k
Portanto,
L
N —
u, =|——N, dx )
-([EA

Para ilustrar a aplicagdo da relacdo anterior, retoma-se o problema da barra
sob for¢a normal resolvido aplicando-se a formulagdo forte da elasticidade
linear. Aplicando aquela formulacdo foi demonstrado que a fung¢dao que
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descreve o campo de deslocamentos (j& se impondo as condicdes de
contorno) tem a seguinte redagao:

RANEANEARIY:A
u(x)= Y {2(]) (L)}L Ex 9)

Em particular, o deslocamento na extremidade livre resulta:

2
u(ry=2L  Peg (10)
2E E

O mesmo resultado pode ser obtido aplicando-se o teorema de Castigliano
representado, no caso, pela relagdo (7). Nesse sentido, € preciso explicitar
as funcdes que representam as forcas normais que aparecem naquela
relacdo. A for¢a normal N resulta do carregamento real aplicado e a forga
N resulta de uma forga (‘virtual’) de valor unitario aplicada no ponto
aonde se deseja determinar o deslocamento. Como o que se deseja ¢ o
deslocamento na extremidade livre, entdo uma for¢a unitiria ¢ aplicada
naquela posicdo com sentido tal a provocar forca normal positiva (de
tragdo). Segue que a relagdo para N é simplesmente:

N=1 (11)

pois a for¢ca normal provocada € constante na barra. J4 o efeito do
carregamento aplicado (peso proprio mais forca distribuida na extremidade
livre da barra) proporciona a seguinte distribui¢dao de for¢a normal:

N(x)=pA+b(L-x) (12)

Assim sendo, a (10) assume a forma:

L

u(L):lﬁ[pwaA(L—x)]dx .

2
:L_(z_p + bxj
2E\ L

O resultado obtido coincide com aquele da formulagdo forte da
elasticidade.
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Um aspecto importante a notar € que o teorema de Castigliano pode ter sua
aplicagdo estendida ao calculo de deslocamentos em pontos aonde ndo haja
forca externa aplicada. Em principio, para manter consisténcia com o
enunciado do teorema, pode-se introduzir uma for¢a no ponto em que se
deseja determinar o deslocamento, aplicar o teorema e ao final impor valor
nulo para a for¢a introduzida. O exemplo seguinte ilustra este aspecto
comentado.

Exemplo 1. Determinar o deslocamento na extremidade livre da barra
submetida a uma for¢a concentrada aplicada na sua se¢do central, conforme

ilustra a Figura 1.
T[T

),

4
E S L2

B

Figura 1 — Barra sob for¢a concentrada

O procedimento de resolu¢do consiste em introduzir uma for¢ca P° na
extremidade livre e a partir dai construir os diagramas de for¢a normal das
forcas aplicadas e da forga unitaria posicionada no ponto onde se deseja
determinar o deslocamento. A Figura 2 ilustra os diagramas resultantes.

*

) P+P
T T
Ed IR Y e
"4
EsS | L2 (N) (N)
\
S

Figura 2 — Diagramas de for¢a normal
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A aplicagdo da relacdo (7) deve levar em conta que o diagrama de (N)
apresenta uma descontinuidade em L/2 e, portanto a integral passa a ser
dividida numa soma de integrais da seguinte forma:

L/2 L
N - N -
u(L)= N dx+ [ =N, dx
! A -[EA

E L/2 (14)

L/2 * L *
) EA E

L/2

Equacionado o calculo do deslocamento incognito, pode-se impor P =0,
de modo a recuperar o problema original. Assim procedendo, o
deslocamento procurado resulta:

u(L):% (15)

Nota-se, entretanto, que ao mesmo resultado pode-se chegar sem que seja
necessario introduzir a forca P’. De fato, mantendo-se somente a forca P,
os diagramas de (N) e (N ) passam a ser os indicados na Figura 3.

, P
T T
P w) e
P |
(N) -
E S L/2 (N)
¥

1
Figura 3 — Diagramas de for¢a normal

Para esta situacao o célculo do deslocamento resulta da seguinte expressao:
L/2 L
u(L)= | N § e+ | N F ax
0 E A L/2 E A
(16)
0
I —ldx
EA

L/2

L/2
= j(—P)ldx+
o, EA
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a qual coincide com aquela empregada no procedimento anterior impondo-
se P"=0!

Pode-se, portanto, perfeitamente estender a aplicacdo do teorema para o
calculo do deslocamento de um ponto qualquer da estrutura, no qual nao
necessariamente haja uma for¢a concentrada aplicada.

O exemplo seguinte ilustra a aplica¢do do teorema, no sentido generalizado
acima descrito, ao célculo do deslocamento de um n6 de uma trelica plana.

Exemplo 2. Determinar o deslocamento total do ponto £ da treliga plana
indicada na Figura 4. Dado adicional: E 4=7000,0kN para todas as

barras.

Na Figura 4 indicam-se as for¢as normais nas barras por efeito do
carregamento aplicado.

O deslocamento incognito pode ser determinado a partir de suas
componentes horizontal e vertical. Assim sendo, para a aplicagdo do
teorema constroem-se dois sistemas auxiliares, com forgas unitarias no no
E nas diregdes horizontal e vertical. A Figura 5 mostra as for¢as normais
nas barras em cada caso auxiliar.

5,0 kN

+

75 cm

4 200em —}— 100ecm —F

Figura 4 — Trelica plana e for¢as normais nas barras
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o, 10
0,0 kN
0,0 kN
+0,75
C
0,0 kN
A

—— B
+— 200em —1 — 100ecm —|

Figura 5 — Forgas normais nas barras nos problemas auxiliares

Como as forgas normais nas barras sdo constantes, bem como os produtos
EA, a relagdo (8) assume uma redagdo particular no caso das trelicas. De
fato, como a integral que 14 aparece implica em considerar as contribuigdes
de cada uma das barras, obtém-se a seguinte relagdo para o calculo de
deslocamentos em nds da treliga:

n N _
=) ——N_L 17
uk ;(EA) ik i ( )

1

onde n representa o nimero de barras da trelica ¢ £ € o né aonde se deseja
determinar o deslocamento.

A componente vertical do deslocamento resulta da aplicacdo da (17),
considerando N; as for¢as normais em correspondéncia a forca de 5,0 kN e
N. as forcas normais para uma forga vertical unitaria aplicada no no E.

Nesse caso, resulta:

u' =L(4,167.0,833.250 +5.1.150 +4,167.0,833.125.2 +5.1.75)
O EA

~0,41cm.

A componente horizontal do deslocamento resulta da aplicagdo da (17),
considerando N; as for¢as normais em correspondéncia a for¢a de 5,0 kN ¢
N. as forgas normais para uma for¢a horizontal unitaria aplicada no no E.

Nesse caso, resulta:
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y :ﬁ(—1,25.4,167.250—5.0,75.150)

~—0,266cm.

O sinal negativo indica que o sentido do deslocamento horizontal ¢
contrario aquele adotado para a for¢a horizontal unitaria. Finalmente, o
deslocamento total determina-se por calculo da resultante, na forma:

ul =1/0,41> +(—0,266)* ~ 0,49 cm.

Por outro lado, o teorema de Castigliano tem uma aplicacdo mais ampla
envolvendo outros tipos de solicitagdo, como flexdo, tor¢ao e forga cortante
para se restringir ainda as barras. A cada um dos tipos de solicitagdao
corresponde uma forma para o calculo da energia de deformacao.

Considere-se, entdo, que a barra esteja submetida a flexdo normal pura,
descrita pelo modelo cinematico classico: se¢oes transversais inicialmente
planas permanecem indeformaveis nos seus planos e ortogonais ao eixo
deslocado. Entdo, apenas uma variavel de tensdo normal (o ) e uma de

deformagao linear (¢,) alinhadas com o eixo sdo envolvidas no processo de

deformacdo. Portanto, neste caso vale também a seguinte relacdo para o
calculo da energia de deformacgao:

U:JL‘ j%axgdi dx (18)
0\ 4

Entretanto, a forma mais conveniente de exprimir a relagdo anterior, tendo-
se em vista a aplicacdo do teorema de Castigliano, ¢ obtida introduzindo-se
o momento de flexdo. Como se sabe, considerando-se um referencial
dextrorso com eixos z € y contidos no plano da se¢do sendo também eixos
centrais principais de inércia”, a relagdo entre o momento na se¢io ¢ a
tensao normal ¢ dada por:

o, =¥y (19)

onde / representa 0 momento de inércia em relagdo ao eixo z de referéncia e
ao qual estd alinhado o vetor do momento. Por sua vez, y representa a
coordenada do ponto arbitrario da se¢do, ou sua distancia ao €ixo z.

) Consideragdo feita para que se possam incluir as se¢ées de geometria qualquer.
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Considerando-se a (19) e a le1 de Hooke, a (18) assume a forma:

L 2
1 M*
U=|||= dA \dx 20

ﬂ;2Efy j 20)

Tendo-se em vista, ainda, que I = [ y* dA, a integral anterior resulta:
A

M-, 21
Y EI @

0

U:jlﬂﬂ

Portanto, para a barra em flexao pura, o teorema de Castigliano escreve-se
da seguinte forma:

L
y = (MM 4 22)
VEI 0P,

entendendo-se, agora, que v ¢ o deslocamento transversal ao eixo do ponto
aonde se aplica uma for¢a P;. Também para a derivada parcial que aparece
na (22) pode-se dar uma interpretacdo andloga aquela empregada no caso
da forca normal, isto ¢, a de momento (M ) provocado por forca unitaria
aplicada no ponto k. Assim sendo:

d 23
o = (23)

MM
v=

0
Entretanto, como nas barras em flexdo o deslocamento transversal e o giro
da se¢do sdo os graus de liberdade em cada posicao definida ao longo da
barra, a (23) pode ser estendida para o célculo do giro de uma secao
arbitraria. Neste caso, M passa a ser a distribuicio de momentos
provocada por um momento unitdrio aplicado na secdo aonde se deseja
calcular o giro.

Como exemplo de aplicacdo da relacdo (23), considere-se o problema
classico da determinacdo da flecha de uma viga em balanco submetida a
forca concentrada aplicada na sua extremidade livre. A Figura 6 ilustra o
problema em questao.
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E,l

}f

:

Figura 6 — Viga em balanco

Admitindo-se que o eixo de referéncia x tenha origem na extremidade livre
¢ apontando para o engaste, a distribuicdo de momento de flexao por efeito
da forca P ¢ dada pela seguinte relagao:

M(x)=-Px (24)

onde o sinal negativo decorre da convenc¢do classica de momentos de
flexdo em barras.

Para completar a aplicagdo do teorema de Castigliano, aplica-se uma forga
unitaria no ponto aonde se deseja calcular o deslocamento. Neste caso, tal
forga ¢ imposta na extremidade livre para baixo, sentido coincidente com o
da flecha esperada. Para esta condicdo de carregamento, o momento
‘ficticio’ obtido tem a seguinte expressao:

M(x)=—x (25)

Finalmente, com as relagdes anteriores a (23) fornece:

7 :j%)fﬂdx (26)

Sendo a barra prismatica, o produto E/ ¢ constante na integral. Nessa
condicao, obtém-se:

_Pr

f_3EI

(27)

O resultado coincide, naturalmente, com a solucdo classica obtida, por
exemplo, pela integracao da equagao diferencial da linha elastica.
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Dentro dos limites do comportamento linear adotado, por hipotese, para as
estruturas nestas notas, vale a sobreposicdo de efeitos. Assim sendo, se
numa certa estrutura de barra houver tanto solicitacdo por forca normal
quanto por momento fletor, entdo ambas as solicitacdes poderdo ser
consideradas no calculo do deslocamento num ponto qualquer. O teorema
de Castigliano passa a ser escrito na seguinte forma:

dk:jﬂﬁﬁy_+ﬂfézldx (28)

sendo que d; pode representar tanto uma componente de deslocamento
axial quanto transversal ao eixo, ou mesmo giro da secdao, conforme o caso.

Exemplo 3. Determinar uma expressdo para o calculo do deslocamento

horizontal do ponto C da estrutura em balanco indicada na Figura 7,
considerando-se as deformacdes por momento fletor e for¢a normal.

B 2 S
Ay () (B4 B T 3
b
NES

Figura 7 — Estrutura dada e problema auxiliar

Os diagramas de momento fletor e for¢a normal, correspondentes ao
carregamento aplicado e ao problema auxiliar construido com for¢a unitaria
horizontal aplicada no n6 C, estdo ilustrados na Figura 8.

O deslocamento procurado fica determinado pela aplicacdo da (27),
compondo-se a integral 14 indicada pelas contribuigdes das integrais em
cada um dos trechos lineares da estrutura. Assim sendo, resulta:

4= CPEDL EPOHDLL PO )
EA EIL v EI

PL PLb PV
=—+ +
EA EI. 3EI
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-Pb -P

(M) (N)

(M) (N)

Figura 8 — Diagramas de esfor¢os

3. Extensio do teorema de Castigliano para incluir as deformacgoes por
corte e torcao

Até este ponto a energia de deformagdo foi apresentada para as barras
considerando-se os efeitos de deformagdo por forca normal e flexdo pura.
Nestas duas situagdes a energia foi computada somente pelo trabalho de
tensOes normais em deformacdes lineares.

Entretanto, pode-se estender o célculo da energia de deformacao de modo a
incluir os efeitos das deformagdes por tor¢ao e forga cortante. Nestes casos,
a energia deve ser computada considerando-se os trabalhos de tensoes de
cisalhamento em deformagdes angulares (distorgoes).

Para apresentar a forma estendida da energia ¢ interessante retomar a
expressao at¢ o momento obtida para ela, sobrepondo-se os efeitos dos
esforcos generalizados M e N:

“1 —( Ndx\ %1 —( Mdx
U-!EN( EA}_-([EM( - ] (29)

Na relagao anterior o arranjo dos termos entre parénteses € proposital para
facilitar a interpretacdo que segue. Essencialmente, a parte o fator 2, o que
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se nota ¢ que em cada integral aparece um esfor¢o multiplicado por outro
termo (entre parénteses). Cada termo refere-se ao deslocamento e giro
decorrentes, respectivamente, da deformagdo da barra por for¢a normal e
por momento de flexdo. A Figura 9 ilustra a interpretacao para cada um dos
integrandos da relagdo (1).

Figura 9 — Deslocamento e giro da secdo por efeito de N e M

O acréscimo Adx mostrado na Figura 1 a esquerda, na verdade refere-se ao

deslocamento relativo du entre duas se¢des vizinhas por efeito da forca
normal. Idealizando o trecho dx como um conjunto de fibras ou ‘molas’
dispostas na dire¢do longitudinal e que se deformam elasticamente, para
cada fibra valem as relacoes constitutiva e de compatibilidade:

_Adx _du

oc=Fe e e=—-=— (30 a,b)
dx  dx

Combinando-se as relagdes anteriores e¢ considerando-se a definicao de
forca normal como resultante das tensdes normais distribuidas na se¢ao
(N =0 A), obtém-se:

cA=EAAY L pdv—du=NE
dx E A

(1)

O resultado obtido coincide com o termo entre parénteses na primeira
integral da relagcdo (29), o que confere aquela integral a interpretacdo de
trabalho associado a for¢ca normal nos alongamentos relativos medidos em
cada secao.
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Passando a anélise da deformacgdo por flexdo, na mesma Figura 1 indica-se
o giro relativo entre duas se¢des vizinhas provocado por um momento de
flexdo. O giro relativo d¢ implica agora em alongamento Adx da fibra ou

mola genérica. Novamente, exprimindo-se o alongamento em fun¢do do
giro e introduzindo as relagdes (constitutiva ¢ de compatibilidade)
expressas na (30), resulta:

d¢:Adx N d¢:g_dx:0dx

y y Ey

Para obter uma relag¢do entre o giro relativo e o momento atuante, deve-se
empregar a definicdo de momento de flexdo como resultante dos momentos
das tensdes normais distribuidas linearmente na secdo. Assim sendo,
resulta:

_Mydx Mdx
Ely El

d¢ (32)

O resultado obtido coincide com o termo entre parénteses na segunda
integral da relacdo (29), o que confere aquela integral a interpretacdo de
trabalho dos momentos nos giros relativos de cada secao.

As parcelas de energia associadas a forga cortante € ao momento de tor¢ao
podem entdo ser obtidas computando-se os trabalhos de cada um destes
esforgos nos deslocamentos ou giros relativos correspondentes. A Figura
10 ilustra as duas situacdes em questao.

M,
—r— N

T LV 7 R

{

| #dv
L+ ><dX
—+— dx —+ ><

Figura 10 — Deslocamento e giro relativo

No caso da cortante, o deslocamento dv indicado na Figura 10 decorre das
distor¢cdes angulares (y) dos elementos ao longo da altura da secao.
Tomando-se por referéncia um valor médio para as distor¢oes (y,,), pode-se
escrever que:
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dv=y, dx (33)

Por sua vez a distor¢ao média se relaciona com a tensao de cisalhamento
média na se¢do por meio do mddulo de elasticidade transversal:

—_tm 34
I =G (34)

A forca cortante ¢ entdo definida como a resultante da tensdo de
cisalhamento média na area da se¢do transversal: V' =7, 4. Assim sendo, a

relagdo (33) escreve-se:

dv=chx (35)
GA

onde ¢ ¢ um parametro cujo valor depende da geometria da se¢do e ¢
introduzido como forma de compensar o fato que na verdade a distribuicao
de tensdo de cisalhamento nao ¢ constante no plano da se¢do, como o valor
médio erroneamente leva a induzir. Nessas condigdes, a energia de
deformagdo por contribui¢do da forga cortante pode ser expressa na forma:

c—
2 G A

L L
1 1 Vd
U=[-Vav=[-v|c—= (36)

0 2 0
O caso da tor¢do segue procedimento semelhante, isto €, a energia de
deformagdo pode ser computada pelo trabalho do momento de tor¢cao no
giro relativo d¢. Observando-se a geometria indicada na Figura 10 para o
caso de um eixo de secdo circular cheia, e ja se considerando a lei de
Hooke, vale a relagao:

Rd¢=7/dx:édx (37)

Genericamente, o momento de tor¢cdo ¢ definido como a resultante dos
momentos das tensdes de cisalhamento distribuidas linearmente na secao
circular, de modo que:

r (38)
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onde /, representa o momento de inércia a tor¢do e r ¢ a distancia do ponto

arbitrario em relagdo ao centro da se¢ao. Como a tensdo de cisalhamento
que aparece na (37) ¢ a da fibra posicionada na borda da se¢do (7 =R),
combinando-se as (37) e (38) nesta situagado resulta:

M
dp=—"1d 39
b= & (39)

T

Apesar de a dedugdo ter sido conduzida com base numa secdo circular, a
(39) tem aplicagdo geral, estendendo-se a outras formas de se¢ao, bastando
considerar para cada geometria o momento de inércia a torcao
correspondente.

Segue dai que a energia de deformacdo associada a tor¢cdo pode ser
expressa como:

L
1 1 M . dx
U:!EMngs:jEMT( T J (40)

Finalmente o teorema de Castigliano pode ser escrito na sua forma mais
completa, contemplando o caso de uma barra submetida a esforgos
combinados de for¢ca normal, flexao e tor¢ao, como:

L L L L
Vk:INNdx+JM de+JVCde+JMT M, dx @1
v EA < EI | GA o G,

Na relacdo anterior, entende-se que v, € agora um deslocamento linear ou
angular e os esforgos N,M,VeM, sio provocados por forca, ou

momento, unitario aplicado no ponto £ com a direcdo ou sentido do
deslocamento que se deseja determinar.

Exemplo 4. Determinar uma expressao para o calculo do deslocamento
vertical da secdo C na extremidade do balango indicado na Figura 11.

A aplicacdo do teorema exige a construcdo dos diagramas de esforcos
(for¢ca normal, momento de flexdo, cortante ¢ momento de tor¢do) para os
casos do carregamento dado e de uma forca unitaria de dire¢do vertical
aplicada no ponto C.
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Z
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,VY
A~ F
X
C
B
a b

Figura 11 — Estrutura em balango

A Figura 12 mostra os diagramas de esfor¢os para o carregamento dado.

Figura 12 — Diagramas de esfor¢os devidos as for¢as aplicadas

Na Figura 13 mostram-se os diagramas para a for¢a unitaria na ponta do
balanco.
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Figura 13 — Diagramas de esfor¢os devidos a for¢ca unitaria

Claramente, observando-se os diagramas nota-se que a deformagdo por
forca normal ndo contribui para o deslocamento vertical. Assim sendo, a
aplicagdo da relacao (31) fornece:

O, = ]’-Pxx i J_})_; +TC%CZX+I _[Pbb

0 0 0

Ap0s as integracdes resulta:

3 3 2
P(b’+a) e P(a+b)+Pb .a

S =
¢ 3E1 GA GI,
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4. O Principio dos Trabalhos Virtuais

Uma interpretacao interessante decorre da expressao (41) e empresta maior
generalidade a sua aplicagdo. Considere-se, entdo, aquela relagdo escrita na
seguinte forma:

T

0 0

Como mencionado anteriormente, N,M,V eM,6 sdo distribui¢des

equilibradas de esfor¢os provocadas por forga ou momento unitario (forga
generalizada) aplicada no ponto aonde se deseja determinar o
deslocamento. Na (42) esta forca generalizada aparece explicitamente
multiplicando v, no primeiro membro. Por outro lado, os termos colocados

entre parénteses nos integrandos tém o significado, j4 visto no item
anterior, de deslocamentos ou giros relativos (na verdade: ‘deformacoes
generalizadas’) que decorrem do carregamento efetivamente aplicado na
barra. Pode-se dizer, entdo, que v, e as deformagdes generalizadas (que

devem ser compativeis entre si) sdo ‘reais’, enquanto que a forca ou
momento unitario e os esforcos N,M,V e M, verificam o equilibrio e sdo

“Virtuais’.

Dessa nova conceituagdo, segue que no lado esquerdo da igualdade tem-se
o trabalho da forca ou momento virtual no deslocamento ou giro real
(trabalho virtual externo), enquanto que no lado direito da igualdade tem-
se o trabalho de esforcos virtuais em deformacgdes reais (trabalho virtual
interno). A (42), portanto, possui o seguinte significado implicito:

Em qualquer ponto da barra, ou estrutura, para encontrar um
deslocamento compativel com uma distribuicdo de deformacgoes reais
conhecida, pode-se tomar uma distribuicdo de esfor¢os em equilibrio,
provocada por uma for¢a generalizada aplicada no ponto e com a dire¢do
do deslocamento procurado, e igualar o trabalho virtual externo com o
trabalho virtual interno.

Decorre desta nova interpretagdo que o enunciado pode ser estabelecido
sem que se recorra ao teorema de Castigliano, sendo suficiente considerar
dois estados independentes entre si, um virtual, composto por for¢a ou
momento externo ¢ esforcos internos constituindo um sistema em
equilibrio, e outro real composto por deslocamento, ou giro, € deformagdes
compativeis.
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Nota-se ainda que, o estado virtual ndo exige que a forca ou momento seja
unitario, bastando simplesmente considerar seu valor no trabalho externo.
Nesse caso a (42) passaria a ter a seguinte redagao:

L L L L
RO L v R Y g PALCAS Y v LT B OE)
YV Ea )T ED ) T G6a) GI,

entendendo-se que N,M .,V eM, sdo esfor¢os internos que verificam

condi¢io de equilibrio com P..

Uma aplicacdo interessante que retrata bem a independéncia dos estados
envolvidos na nova interpretagdo, refere-se ao calculo de deslocamentos
por efeito de deformagdes provocadas por variacao de temperatura.

Nas estruturas determinadas geometricamente, variagdes de temperatura
induzem deformacdes livres na estrutura, isto €, que ocorrem sem
introduzir esfor¢os internos. Por exemplo, no caso de uma trelica plana
determinada geometricamente, algumas de suas barras podem sofrer
variagdes de temperatura e apresentar variagdes livres nos seus
comprimentos em decorréncia da dilatagcdo linear. O balango de trabalhos
virtuais pode ser aplicado para fins do célculo de deslocamentos dos nos da
trelica. Para tanto, constroi-se um sistema virtual de forcas normais nas
barras em equilibrio com uma for¢a externa unitdria aplicada no né e com a
direcao onde se deseja determinar o deslocamento. O equacionamento dos
trabalhos virtuais se expressa, neste caso, por:

L, =) N, (AL), (44)

Na relacdo anterior n ¢ o nimero de barras da treliga e (AL), € a dilatagado
linear da barra i, determinada pela conhecida relacdo: «, L (A4T),, sendo o

o coeficiente de dilatacdo e AT a variacdo de temperatura imposta. O
exemplo seguinte ilustra a aplicagdo da (44).

Exemplo 5. Para a trelica plana indicada na Figura 14 determinar o
deslocamento horizontal do né E por efeito de variacdo uniforme de
temperatura nas barras 1, 2 e 3.

Dados: AT = 50°C; o= 1,2.10°/C.
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(2
T
@ 75 cm

o T
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+—  200cm —}— 100cm —

Figura 14 — Trelica plana
Os alongamentos reais decorrem das dilatagdes de cada barra:
-Barra 1: AL =1,2.107.50.250=0,15
- Barra 2: AL, =1,2.107.50.100 =0,06
- Barra 3: AL, =1,2.107.50.150 =0,09
O estado virtual ¢ dado pelas forgas normais provocadas por uma forga

horizontal unitaria aplicada no n6 E. Tais forcas sdo mostradas na Figura
15.

_1’0 E 1’0
0,0 kN
0,0 kN
+0,75
C
0,0 kN

—6- B

Figura 15 — For¢as normais

Segue da aplicagdo da (43) que:
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3
Luf = N,(AL). =—1,25.0,15-1,0.0,06 +0,75.0,09

O sinal negativo indica que o deslocamento tem sentido para a direita,
contrario ao sentido adotado para a forga unitaria aplicada.

Até o momento a metodologia descrita para o calculo dos deslocamentos
envolveu a definicdo de dois estados: um real e outro virtual. O real foi o
de deslocamentos em compatibilidade com deformagdes efetivamente
apresentadas pela estrutura carregada, e o virtual foi composto por um
sistema de forgas e esfor¢os internos virtuais em equilibrio. Todavia, ¢
possivel ‘dualizar’ esse tratamento invertendo-se os estados, isto &,
tomando-se por um lado, um sistema de forgas e esfor¢os internos reais e,
por outro, deslocamentos e deformagdes virtuais compativeis. Para
exemplificar essa idéia, considere-se o segundo membro da (43) com um
conveniente arranjo de cada um dos integrandos:

B el

0 0

Os termos entre parénteses podem ser interpretados como deformacoes
virtuais e a elas devem corresponder, por compatibilidade, deslocamentos
virtuais. J& os esforgos internos N,M,VeM, devem estar em equilibrio
com forgas reais, isto ¢, efetivamente aplicadas. Assim sendo, completando
a analogia com a (43), no primeiro membro deve aparecer uma forca ou
momento real realizando trabalho num deslocamento ou giro virtual. A
expressao completa resulta:

L X7 L " 7 L —— L 7
Py, =[N N dx +[m M dx +[v ek +[m, Mpdx ) (46
) E4 ElI |4 1 G4 GI

0 0 T

Considerando-se ainda as relacoes (31), (32), (35) e (39) escritas para o
estado virtual, a relacdo anterior passa a ser escrita na forma:

P.v, :.L[Ndﬁ+.L[Md¢7+j chV+.L[Mqu7 (47)
0 0 0 0

Esta nova forma exprime o chamado Principio dos Trabalhos, ou
deslocamentos, Virtuais (P.T.V.) e permite identificar, por exemplo, a for¢a
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externa aplicada no ponto k em equilibrio com uma distribui¢ao de esforgos
internos conhecida.

H4 que se observar que a ‘dualizacdo’ da (43) para a (47) deve ser
complementada com restri¢des sobre os campos de deslocamentos virtuais.
De fato, tais campos devem ser homogéneos nas condi¢des de contorno
essenciais impostas aos campos de deslocamentos reais e, ainda, ter
continuidade tal a permitir derivar campos de deformagdes virtuais
compativeis. Este conjunto de restrigoes sera objeto de descri¢ao detalhada
no capitulo que trata do emprego do P.T.V. para a geragao de solugdes
aproximativas.

Considerando-se as duas formas descritas pelas (43) e (47), diz-se que a
primeira exprime o Principio das Forcas Virtuais e constitui condicao a ser
satisfeita para que campos de deslocamentos e deformagdes reais sejam
compativeis. Ja a relagdo (47) exprime o Principio dos Trabalhos Virtuais e
constitui condigdo a ser satisfeita que os campos de forcas externas e de
esforcos internos reais constituam um sistema em equilibrio.

A aplicagdo feita até o momento do teorema de Castigliano ao calculo de
deslocamentos em estruturas de barra pode, agora, ser reinterpretada como
uma forma de emprego do Principio das Forgas Virtuais, uma vez que o
procedimento envolve sistemas de forcas virtuais equilibradas. Entretanto,
na seqliéncia do estudo, o Principio dos Trabalhos Virtuais serd colocado
em destaque, e a principal justificativa para a sua priorizacdo estd no fato
que este principio proporciona uma metodologia mais eficiente para a
geracao de solugdes aproximadas.

Finalmente, cabe observar que assim como o Principio das Forcas Virtuais
tem correspondéncia com a forma descrita para o teorema de Castigliano,
também o Principio dos Trabalhos Virtuais tem correspondéncia com uma
forma ‘dual’ do teorema de Castigliano. A rigor, a forma aqui descrita
corresponde ao segundo teorema de Castigliano, enquanto que a forma dual
corresponde ao primeiro teorema e pode ser expressa nos seguintes termos:

‘A derivada parcial da energia de deformac¢do de um sistema elastico-
linear em relagdo a um deslocamento arbitrariamente escolhido fornece a
forca aplicada no ponto e com a diregcdo do deslocamento’.

Apesar dos teoremas terem suas formas restritas aos problemas lineares, a
extensdo para os sistemas ndo-lineares ¢ possivel, porém ndo serd objeto
destas notas.



CAPITULO 4 TENSOES EM ASAS E FUSELAGENS

1. Tensoes nas estruturas de asas e fuselagens

Neste capitulo trata-se do calculo de tensdes normais e de cisalhamento em
segOes transversais de asas e fuselagens sob flexdo. A analise apresentada ¢
simplificada, permitindo uma avaliagdo expedita, util e suficientemente
precisa para ser empregada em etapa de estimativas preliminares para fins
de projeto.

Como regra geral, no regime de flexdo induzido pelo conjunto de forgas
externas atuantes, as secOes transversais identificadas nos diagramas de
corpo livre devem ser capazes de movimentar esforgos internos
generalizados, nas formas de momento fletor e forca cortante. As
intensidades desses esforcos devem ser tais que equilibrem os efeitos das
forcas aplicadas nas partes de estruturas isoladas na construcao daqueles
diagramas. Por outro lado, os esforcos internos generalizados sdo, por
definicdo, resultantes de tensdes normais e de cisalhamento que se
distribuem ao longo dos elementos que compdem as segdes transversais.

Os valores ¢ distribui¢des das tensdes sdo determinados em coeréncia com
a hipotese de deformacao assumida para a se¢do, por exemplo, aquela do
modelo classico de flexdo de barras. No céalculo das tensdes pode-se
considerar diretamente a sec¢ao original ou, de modo simplificado, uma sua
idealizacdo, tanto em geometria quanto em termos da capacidade
resistente.

A opcao pela idealizagdo pode se apresentar vantajosa de acordo com a
geometria da secdo e o tipo de solicitacdo considerada. Além de permitir
um calculo mais expedito de tensdes normais e de cisalhamento, sem perda
significativa de precisdo, a idealizagdo prové uma interpretacdo bastante
clara do comportamento mecanico de cada parte da secdo e sua
contribuicao para a resisténcia aos esfor¢os solicitantes.

No sentido de apresentar a idealizagdo deve-se ter em vista a composi¢ao
estrutural basica das asas e fuselagens. Nas asas, tal composi¢do retne
longarinas  (‘spars’) e reforcadores longitudinais  (‘stringers’),
contraventados por nervuras transversais (‘ribs’) (vide Figura la). O
sistema estrutural se completa com a casca externa, de espessura fina, que
envolve o conjunto.
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As longarinas (‘spars’) possuem secOes transversais nas quais se destacam
as regioes: mesa e alma (vide Fig.1c). A alma ¢ quase sempre um elemento
delgado de superficie média plana (‘chapa’), enquanto que as mesas sao
fundamentalmente definidas por cantoneiras que servem como elementos
de ligagdo da chapa com a casca de revestimento. As barras que compdem
as cantoneiras e os refor¢adores longitudinais possuem sec¢oes transversais
em forma poligonal com areas muito pequenas em comparacao com a area
de toda a secao transversal da asa.

Figura 1 — Elementos estruturais e idealizacdo de se¢do transversal de asa entre
nervuras

Observando o conjunto de elementos da asa, em principio as paredes da
se¢do transversal (incluindo-se partes da casca de revestimento e almas das
barras) possuem capacidade de movimentar tanto tensdes normais quanto
de cisalhamento. Entretanto, a idealizagdo do comportamento estrutural da
se¢do consiste em admitir que tensdes normais se localizem, sobretudo, nas
regides de ligacdo entre longarinas e reforgadores com a casca de
revestimento, apresentando intensidades tais que os momentos de suas
resultantes igualam o momento fletor. Ja ao longo das almas das longarinas
e das cascas de revestimento aparecem exclusivamente tensdes de
cisalhamento, cuja resultante iguala a forca cortante.

Além disso, nesta idealizacdo do comportamento estrutural, admite-se que
as parcelas de tensdo normal, inicialmente correspondentes aos elementos
que concorrem numa ligacao, sejam computadas para uma area equivalente
representativa dessa ligacdo, determinada acrescentando-se as segdes
nominais das cantoneiras, ou dos ‘stringers’, as areas de casca e almas de
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longarinas pertencentes a sua regido de influéncia. Esse procedimento sera
desenvolvido mais adiante nas aplicagdes numéricas.

Em relagdo as tensodes de cisalhamento, mais especificamente, considera-se
que elas tenham dire¢des paralelas as bordas das paredes, uma vez que
estas possuem espessuras muito finas. Além disso, ainda em razdo da
espessura delgada, admite-se que as distribuicoes de tensdo de
cisalhamento sejam uniformes na espessura. Por conveniéncia de célculo,
pode-se substituir a representacdo das tensdes de cisalhamento pela sua
resultante na espessura, gerando o chamado fluxo de cisalhamento (q) na
secdo. Na Figura 2 a conceituacdo do fluxo ¢ ilustrada, sem perda de
generalidade, sobre um trecho de uma das paredes que compdem uma
secdo arbitraria aberta ainda por idealizar.

q=T7Tt

Figura 2 — Fluxo de cisalhamento (q)

E importante ressaltar que a idealizagdo se justifica pelas pequenas
dimensoes tanto das espessuras quanto das areas das se¢des das barras de
refor¢o e cantoneiras. Além disso, simplificacdes adicionais podem ser
adotadas, como, por exemplo, a desconsideracao das formas das secdes dos
stringers € cantoneiras que compdem as mesas das asas, sendo essenciais
apenas os valores de suas areas. Outra simplificacdo consiste em admitir
que os centros de gravidade das secdes dos reforcos estejam alinhados com
a superficie média da casca.

Por outro lado, a idealizagdo geométrica da se¢ao da asa ¢ uma opcao
particularmente interessante para o cdlculo do momento de inércia da
se¢do, como se mostrara mais adiante nos exemplos.

A Figura 1b mostra a simplificagdo geométrica resultante da idealizacdo de
uma secdo transversal de asa posicionada entre nervuras. A secdo
idealizada apresenta-se como um perfil fechado de paredes finas, com uma
ou mais cé€lulas e um conjunto de reforgadores pontualmente distribuidos
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ao longo das paredes (cascas € mesas) ou posicionados nas suas
intersecoes.

Nas fuselagens, a composi¢ao estrutural basica ¢ a de cavernas, que
constituem elementos transversais de refor¢o, solidarizados por ‘stringers’,
dispostos longitudinalmente. As cascas formam o revestimento do

conjunto.

No regime de flexdo, para as seg¢Oes das fuselagens, definidas entre
cavernas, valem consideragdes absolutamente analogas as feitas na
idealizagdo das asas, isto €, os refor¢os sendo solicitados por tensdo normal
e as paredes (cascas) por fluxos de cisalhamento. Na Figura 3 ilustra-se
uma secao de fuselagem e sua idealizacao.

I 16 1 2 08 mm

381-0mm
352-0mm |
269-5 mmy

Figura 3 — Idealizagdo de secdo de fuselagem (Fonte: Megson [1])

Uma vez estabelecido o modelo estrutural, passa-se a etapa de analise que
consiste na determinacao das tensdes normais e dos fluxos de cisalhamento
a partir de esfor¢os solicitantes de flexdo conhecidos.

Nesta abordagem simplificada, emprega-se o modelo classico de vigas em
flexdo para o célculo das tensdes normais nos reforcos e dos fluxos de
cisalhamento nas paredes da secao.

2. A idealizacao e o calculo das tensdes normais em secoes de asas e
fuselagens

De inicio ¢ importante recuperar algumas relagdes de interesse do modelo
classico. Admita-se que no centro de gravidade de uma se¢ao de geometria
arbitraria seja posicionada a origem de um sistema dextrorso de referéncia.
Os eixos do sistema sdo tais que na direcdo normal ao plano alinha-se o
eixo x, enquanto que os eixos z € ) estdo contidos no plano da secdo.
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Admita-se, também, que nesta se¢do as acdes externas tenham por
equivalentes estaticos uma for¢a normal N ¢ momentos de flexdao M. e M,.
Na hipotese que os eixos z € y coincidam com as dire¢des principais de
inércia da secdo, pode-se deduzir a seguinte relacdo para o calculo das
tensdes normais em qualquer um de seus pontos:

N M M
o =—+—"y+—z 1
Y I (1)

z

onde,

M. e M, — sdo componentes do vetor momento de flexdo, contido no plano
da secao, em relagdo aos eixos de referéncia;

A — ¢é a area da secao;

I, e I, — sdo momentos principais de inércia calculados em relacdo aos eixos
z € y, respectivamente;

y e z — coordenadas do ponto em relag@o aos eixos de referéncia.

A relacdo anterior aplica-se também a alguns casos particulares
conhecidos:

< « N
- Tracdo ou compressdo centrada — o, = g;

~ MZ
- Flex3o puranormal -» o, =—=y ou o, = 7 z;

M

Y

I
y

~ N . N Ne. Ne,

- Tra¢do ou compressdo excéntrica = o, = Z+ 7 v+ 7 Lz,

M
- Flexao pura obliqua - o, = 7 =y + z;

sendo e, e e, excentricidades da forca normal em relacdo aos eixos
principais z € y, respectivamente.

No caso de posicionamento dos eixos de referéncia y e z no plano da secao,
ainda com origem no centro de gravidade, mas sem que haja coincidéncia
com as direcdes principais de inércia, o calculo das tensdes normais pode
ser feito pela seguinte relacdo:

N M1 -Mm1) MI-M1)

T ) )

)
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onde,

I, e I, — sdo momentos de inércia calculados em relagdo aos eixos z e y,
respectivamente;

I, — é o produto de inércia, que se anula quando os eixos de referéncia
coincidem com os principais de inércia.

Nota-se que os sinais a frente das parcelas que compdem as relacoes (1) e
(2), pressupdoem que os vetores de momento tenham os sentidos
convencionados como positivos indicados, para uma sec¢ao arbitraria, na
Figura 4. Além disso, a for¢ga normal quando de tragdo sobre a sec¢do ¢
considerada positiva.

Figura 4 — Convengdo dos momentos positivos na se¢do

Exemplol: Equacionar a relacdo para o célculo da tensdo normal em
pontos da se¢do transversal indicada na Figura 5.

Figura 5 — Se¢do sob flexdao obliqua
Os dados complementares sao:

M, =1250kN cm; M, =125kN cm; I =27083,0 cm*; I,=6771,0 cm*; I, = -9375cm”.

Inicialmente tem-se que: 1./ — 1~ =95488368,0cm".
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Considerando-se a relacao (2), segue que:

o [1250.6771 - (=125)(-9375)] . [(—125).27083—1250.(—9375)]Z
: 95488368,0 4 95488368,0

o,.=0,0764y+0,0873z.

A aplicacdo do calculo anterior as sec¢Oes idealizadas de asas e fuselagens
tem como preliminar a propria idealizacdo a partir da secdo dada. Neste
sentido, considere-se o esquema ilustrado na Figura 6.

Figura 6 — Areas de refor¢os em equivaléncia com dreas de parede

Admita-se que ao longo de certa face de largura b e espessura ¢t de um
elemento de parede haja uma distribui¢do linear de tensdes normais, com
valores extremos iguais a o, € o,, estimados em coeréncia com o modelo

classico de flexdo. A idealizacdo consiste em substituir a area de face
original por uma combinagdo de dois reforgos ligados por um segmento de
parede de espessura nula. Impde-se que a distancia entre os centros das
secOes dos reforgos seja igual a largura b da parede original. O critério para
a determinacao das areas dos refor¢os ¢ a equivaléncia estatica.

A equivaléncia estatica em questdo parte do pressuposto que as tensdes
calculadas nos reforcos do elemento idealizado tenham os mesmos valores
extremos do elemento original. Além disso, o momento em relagdo a
qualquer ponto do plano da face, calculado tanto pela distribui¢cdo de tensdao
original quanto pelas tensoes nos reforcos, deve ser o mesmo. Essas duas
condi¢des sao empregadas para a determinacdo das areas dos reforcos da
secao idealizada.

Assim sendo, tendo-se em vista a idealizacdo indicada na Figura 6,
assumindo a igualdade de tensdes normais da primeira condigdo e
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equacionando-se 0s momentos das tensdoes nos elementos original e
simplificado em relagdo a um ponto, por conveniéncia coincidente com o
centro do reforco de area A,, obtém-se:

L'b'lﬂ-(o] —0'2).%-% =0,.4,b

a4 =thhi0 3)
6 o

1

Analogamente igualando-se os momentos em relagao a borda alinhada com
o reforco de area A;, obtém-se:

R P )
6 o

2
Observa-se, em termos utilizacdo das relagdes (3) e (4), que as tensoes
normais o, € o, em geral teriam valores determinados em cada caso de

solicitacdo aplicando-se seja a relacao (1) quanto a (2). Disso resulta que a
idealizag¢ao tem por correspondéncia um dado caso de solicitagao.

Exemplo 2: Proceder a idealizacdo da se¢do mostrada na Figura 7,
considerando-se uma e outra possibilidade de momentos de flexao atuantes.

o
3 4
Mz MY
7= h 7
%%t:cte. \\
1|: 2 -
% h/2 —+

Iy vy

Figura 7 — Se¢do de paredes finas

Os reforcos na secdo idealizada sdo posicionados nos pontos 1, 2, 3 ¢ 4
marcados e suas areas equivalentes resultam por aplicagdo das relacdes (3)
ou (4), sobrepondo-se as contribui¢cdes das areas adjacentes ao ponto,
quando for o caso, como segue:
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Alzﬂ 2+ 22|, AZZﬂ 2 Ol L5, O ;
6.2 o, 6.2 o, 6 o,

R S LI DA P A AN )
6.2 o, 6 o, 6.2 o,

Como os eixos de referéncia indicados ndo sdo principais de inércia, as
razdes entre tensdes que aparecem nas relacdes anteriores podem ser
determinadas com o auxilio da (2). Assim, a tensdo normal num ponto
qualquer (i) da sec¢do resulta de:

(M1, —My[yz)y . (M,1,-M. 1)
(.1,-1.)

=T (1.1,-1.%)

Para os pontos 1 e 2, substituindo-se suas coordenadas, obtém-se:

o mrma ) (M M) g
i (IZIy—Iyzz) 2 (Izly—lyzz) X

(MZ I,-M, Iyz)
(12 I, - ij)

h
0'2:+ 5

Analogamente determinam-se: o,=-0, € o0,=-0,. Assim sendo:

G5 % _ 9

=—1 e
0, O; O,

Combinando-se as relagdes para as tensdes normais nos pontos 1 e 2,
conclui-se que:

(M1, -M.1,) o, M1 -MI
o, (M.1,-M 1)

yoyz
c _— =

o, [ley ML~ (M, +M, )zsz '

Claramente as razdes entre as tensdes nos pontos 1 e 2 se simplificariam
caso o produto de inércia da secdo fosse nulo. Por este motivo, a
idealizacdo das se¢des torna-se efetivamente vantajosa nas situagcdes em
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que os eixos de referéncia adotados alinham-se com as dire¢des principais
de inércia, para as quais o produto de inércia se anula.

Voltando a consideragdo da secdo dada, podem-se determinar os seguintes
valores para os momentos de segunda ordem correspondentes a se¢ao dada:

]—E-I—E-[ th3
R T R

Para o caso em que atua na secao somente o momento M., obtém-se:

o_ 1l o_,
o, 2 o

Com esses resultados, determinam-se:

Tth
Al :A4:0,' A2=A3:7.

Conclui-se que para esta possibilidade de solicitagdo (M), a secdo
idealizada contém apenas dois refor¢os alinhados sobre o eixo y. Nota-se
ainda que o momento de inércia segundo o eixo z, estima-se somente
computando os transportes (area vezes distancia de transporte ao quadrado)
dos reforgos:

3
I = Tth
48

Nota-se que este momento de inércia proporciona os mesmos valores de
tensdo normal que seriam calculados nos pontos 2 e 3 da se¢ao original.

Por outro lado, para a possibilidade que contempla 0 momento M, (com
sinal negativo em razdo do sentido contrdrio ao convencionado como
positivo), as tensdes normais nos pontos 1 e 2 ficam determinadas por:

o 1.-1 o
o, I o I -1

Levando-se em conta os momentos de segunda ordem da secdo dada,
determinam-se:
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o _ 3 0,_3

b

o, 3 o
Com esses resultados, obtém-se:

Tth Tth
Al :A4 :a; A2 :A3 :Y.

Finalmente, a secdo idealizada passa a apresentar os seguintes valores de
momentos de segunda ordem, que poderdo ser empregados para o calculo
das tensdes normais por efeito de M,;:

3 3 3
p T TR TR
45 Y1200 %120

Na Figura 8 mostram-se os resultados das idealizacoes realizadas.

+ b2
® - —————- L e ——©
M M
z y
7 h 7= ’
———————— ® — e @
+ h2 —

Figura 8 — Sec¢oes idealizadas

O proximo exemplo ilustra de fato a vantagem da idealizagdo no caso de
flexdo pura normal com eixos de referéncia alinhados com as direcdes
principais. Destaca-se que, nesta situagdo, as razdes entre as tensdes
normais, que aparecem nas relacdes (3) e (4), acabam por se traduzir em
razoes entre as ordenadas dos centros das se¢des dos reforcos com respeito
ao eixo de referéncia.

Exemplo 3: Para a secdo de asa indicada na Figura 9, pede-se representar
sua forma idealizada e escrever a relacdo para o calculo das tensdes
normais. Os refor¢os indicados na se¢do inicial possuem areas iguais a 3,2
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2
cm” ¢ o momento fletor atuante tem um valor de 5700 kNcm. As espessuras
da casca e das almas das duas barras sdo iguais a 0,2 cm.

Neste exemplo, por hipotese, os trechos indicados em tracejado possuem
apenas fun¢do aerodindmica, ndo sendo considerados no calculo das areas
equivalentes; além disso, os trechos entre refor¢os podem ser considerados
retos.

Figura 9 — Se¢do esquematica de asa com refor¢os

Trata-se de um caso de flexdo normal pura com eixos de referéncia
coincidentes com os principais de inércia da se¢do. Portanto, a relagdo para
a determinacao das tensdes normais reduz-se a:

E de se notar que M, e I, s3o os mesmos para todos os pontos da se¢do, o
que torna mais simples o calculo das areas equivalentes. Para o calculo de
cada uma das areas equivalentes que compoem a idealiza¢do aplicam-se as
relagdes (3) e (4) em modo combinado, a depender do reforgo e sua posi¢ao
na secdo. Considera-se, por simplificagdo, que os comprimentos dos
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trechos de se¢do entre os reforcos 1 € 3 sejam aproximadamente de 25 cm;
J& os comprimentos entre os pontos 3, 4 ¢ 5 ¢ de aproximadamente 25,2 cm.

Para o refor¢o 1 vale:

0,2.30 [2+ﬂj+ 0,26.25 [2+2J

4,=32+
g, 0,
_304 0230 (2-1)+ 0,2.25 [2+Ej
6 15
=6,64 cm’

Para o refor¢o 2:

0,2.25 [2+ﬁ} 0,26.25 (2+ij

A,=32+
0, 0,
324 0,2.30 ) +1_5 N 0,2.25 5 +£
6 14 6 14

=8,14 cm?

Para o reforg¢o 3:

0,26.25 (2 +ﬁ} N 0,2.625,2 (2 +2J

A, =32+

05 O;
30+ 0,2.25 2+ﬂ N 0,2.25,2 2+i
6 12 6 12

=8,14 cm*

Para o reforgo 4:

0,2.625,2 [2 +§J . 0,2.625,2 (2 +&]

4,=32+
o, o,
_304 02252 (2+2j+ 0,2.25,2 (2+§]
6 9 6 9
=8,24 cm’

Finalmente, para o reforgo 5:
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A, =32+ 0’2'625’2 (2 + ﬁj + —0’26'12 (2 + ﬁ}

Os Os
_3g4 0:2:25.2 (2 . gj 0,225 (2-1)
6 6 6

=6,54 cm’

O momento de inércia da se¢do idealizada resulta:
I.=(6,64.15" +8,14.14* +8,14.12* +8,24.9° + 6,54.6°).2 =9975,8 cm*

Substituindo-se este resultado na relacao para a tensdo normal e levando-se
em conta o valor do momento aplicado, obtém-se:

o, =+0,57y.
Quando o trecho de chapa a ser idealizado possui curvatura nao-
desprezivel, a equivaléncia se procede a partir de uma generalizacdo da
dedugdo feita para as relagdes (3) e (4).

Nesse sentido, em primeiro lugar retoma-se aquela dedugao, destacando-se
a hipdtese que a distribui¢ao de tensdo normal no trecho para o qual se faré
a equivaléncia ¢ linear. Assim, considerando a geometria indicada na
Figura 10, num ponto qualquer do trecho a tensdo normal fica dada pela
seguinte relacao:

O'=G]+(O'2—O'l)% (5)

Tomando-se como referéncia a extremidade em que atua o, igualando-se

de um lado o momento da distribuicao de tensao no trecho e de outro o
momento da tensdo atuante no refor¢co de area equivalente, a relagdo de
equivaléncia escreve-se:

[oydS=0,4,L (6)
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o ° A
Yy
L //ds L f—
2 oA,
+ t+

Figura 10 — Equivaléncia em trecho curvo

Substituindo a relag¢ao (5) na anterior resulta:
(O-z — O-z) 2
O-ijdS_'_ij dS:O'2A2L (7)
S S

As integrais que aparecem na relagdo anterior sdo momentos de primeira e
segunda ordem, respectivamente momento estatico € momento de inércia
da éarea definida pelo trecho em relagdo a um eixo que passa pelo ponto 1, e
ortogonal a direcdo em que se mede y.

No caso da area retangular indicada na Figura 10, tais integrais resultam:

L't L't
pas=mn ras= Bab)

Levando-se em conta esses resultados, a (7) fornece:

A :@£2+ﬂj
6 o,

relacdo esta que coincide formalmente com a (4). Pode-se, portanto propor
que a (7) seja a forma geral que permite determinar as areas equivalentes de
refor¢o para qualquer que seja a forma geométrica do trecho considerado.
No exemplo seguinte testa-se a generalizacdo para caso de um trecho
curvo.

Exemplo 4. Admitindo-se, no plano da se¢do, a existéncia de um momento
de flexdo com vetor alinhado com o eixo de simetria, pede-se realizar a
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idealiza¢do da secdo indicada na Figura 11 e determinar o momento de
inércia em relacao a esse eixo.

Figura 11 — Se¢do dada e elementos da sua idealizagdo

Nota-se que o eixo z de referéncia adotado, por ser eixo de simetria, ¢
também principal de inércia da sec¢do. Para fins do emprego da relagdo (7),
o eixo auxiliar que passa pelo ponto 1, neste caso, ¢ paralelo ao eixo de
simetria. Deve-se, entdo, calcular o momento estatico ¢ o momento de
inércia da area definida pelo semicirculo em relagdo ao eixo auxiliar:

2 3 2 3
fdezﬂht; jyzdS:ﬂht—kﬂhth——Sﬂht.

s 4 S 16 2 4 16

Assim sendo, considerando-se que L = A, resulta da relagdo (7):

wth’ 3nth’
+( 2 1) 16 =(72A2h

A —”—ht(%ﬁ}%}”.

o,

216 o

2

A area idealizada A; determina-se por procedimento analogo sendo,
obviamente, igual a 4,.

Finalmente, o momento de inércia procurado calcula-se a partir das
contribuicdes dos reforcos da secao idealizada:

2 3
]:ﬂth.ﬁ .2:7rht
: 8 2 16
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3. Caracterizacio do fluxo de cisalhamento por analise do equilibrio.

Neste item, por uma questdo didatica e com o objetivo de ressaltar os
aspectos conceituais, opta-se por se fazer referéncia somente as secoes, ja
1dealizadas, abertas e com um eixo de simetria.

E importante notar que a segdo idealizada dispensa a indicagio das
espessuras, permitindo representar diretamente os fluxos de cisalhamento
sobre as ‘linhas dos esqueletos’ dos trechos de parede.

Como restricdo geral, admite-se que nos planos das secdes, além de
momentos de flexdo, possam atuar for¢as de corte, porém sem efeito de
tor¢cdo. Nesse sentido é preciso também admitir ‘a priori’ que as forgas de
corte (resultantes dos fluxos de cisalhamento) passam por um ponto
particular do plano da se¢do denominado centro de cisalhamento, cuja
determinacio seré feita oportunamente, mais adiante '.

A restrigdo as secoes com um eixo de simetria tem por objetivo simplificar
a apresentagdo do procedimento. A vantagem principal esta no fato que o
centro de cisalhamento encontra-se nesse eixo (a evidéncia disto sera
entendida mais adiante). Explora-se este fato, associando-se um dos eixos
de referéncia da se¢do ao eixo de simetria.

. ~ 2 o ..
Considere-se, entdo, um trecho de barra” entre duas sec¢des vizinhas,
conforme ilustrado na Figura 12.

O sistema de referéncia no plano da secdo tem as direcdes dos eixos
adotadas de tal modo que uma delas (Z) € necessariamente de simetria da
secdo ¢ a outra (Y) € ortogonal a ela. Tais dire¢des sdao, também, principais
de inércia. Admita-se, ainda, que o momento fletor ¢ a forca de corte,
induzidos pelo carregamento, tenham seus vetores coincidentes em dire¢ao
com os eixos Z e Y, respectivamente; em particular, o vetor do momento
tem o mesmo sentido do eixo Z. A idealizacdo da secao, com reforcos
pontuais e paredes de espessuras nulas, foi feita de forma consistente com
€sse momento.

Seguindo a mesma metodologia do modelo classico de flexao de barras, as
distribuicoes de tensdes de cisalhamento sdo determinadas mediante
analises do equilibrio de partes isoladas do trecho elementar de ‘asa’ em
questao.

"o efeito de tor¢do na se¢do calcula-se pela excentricidade da forga de corte resultante em relagdo ao
centro de cisalhamento.
2 A representacdo cabe também para um trecho de asa.
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Figura 12 — Trecho de barra entre sec¢oes idealizadas

Na Figura 13 estdo representados dois segmentos contendo reforgos
(posicionados do lado positivo do eixo Y), destacados mediante cortes
arbitrarios ao longo das paredes do trecho em andlise. Os fluxos ¢; € ¢
indicados (definidos por unidade de comprimento) equilibram as diferencas
entre as tensdes normais oriundas da suposta variacdo (‘positiva’) do
momento fletor ao longo da asa.

(oitda) A,

(o04da)A,

e q

B
\ TA,

reciprocidade
Figura 13 — Equilibrio de partes do trecho de ‘asa’

Tendo-se em vista as indicagdes contidas naquela figura, do equilibrio do
segmento adjacente ao refor¢o externo de area 4; e situado abaixo do eixo
de simetria da se¢ao, conclui-se que:

_do,

do, A =q,dx Sq, y
X

4, )
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Levando-se em conta as relagcdes que seguem, obtidas, respectivamente,
por extensdo da relacdo (1) particularizada para o caso em analise e da
teoria classica de flexao,

do, =d]ﬂyl e V:“Z—Af<3> (10a,b)
o fluxo resulta:

dM |4
QI:HAI.V]:I_MSI (11)

Na relacao anterior, I, ¢ o momento de inércia da secdo em relacdo ao eixo
Z de referéncia (de simetria) e M; ¢ o momento estatico da area do reforgo
pertencente ao segmento determinado em relacdo a0 mesmo eixo.

Uma observacao importante ¢ que o fluxo determinado por equilibrio € de
direcdo longitudinal (paralelo ao eixo X). Nota-se, entretanto, que
aplicando a regra da reciprocidade das tensdes de cisalhamento em relagdo
a planos ortogonais entre si, ao fluxo longitudinal corresponde um fluxo de
mesmo valor no plano da secdo, € que se mantém constante em todo o
trecho horizontal de parede entre reforgos. Assim sendo, a (11) determina o
fluxo contido no plano da se¢do. A Figura 13 ilustra a reciprocidade.

Considerando-se, agora, o segundo segmento, isolado do restante da se¢do
por um corte arbitrdrio na parte vertical da parede (v.Fig.13), da condicao
de equilibrio resulta:

do, A +do,A, =q,dx (12)
ou ainda, procedendo analogamente ao caso anterior,

dM V
qzzdx—[(Alyl-i_Azyz):]_Msz (13)

z z
MS2

onde M;, agora representa 0 momento estatico das areas dos reforcos que
pertencem ao segmento isolado em relagdo ao eixo de simetria. Também
neste caso vale a regra da reciprocidade. Além disso, conclui-se que o fluxo
¢ constante ao longo de todo o trecho vertical de parede entre reforgos.

@ Em fun¢do do sentido do momento, a for¢a cortante positiva é contrdria ao sentido do eixo Y!
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Como o eixo de referéncia coincidente com o de simetria contém,
necessariamente, o ¢.g. da se¢do, cabe observar, por definicao, que ¢ nulo o
momento estatico total, isto €, resultante das contribuicdes das areas de
todos os reforcos da se¢do, em relagdo a ele. Assim sendo, 0 momento
estatico das areas dos refor¢os que pertencem ao segmento em analise ¢
igual, em modulo, ao momento estatico das areas de todos os reforgos
restantes da secdo. Este fato pode ser usado para simplificar o célculo do
momento estatico em se¢cdes com concepgao mais complexa.

Do que foi apresentado até este ponto, conclui-se que os fluxos ao longo da
secdo podem ser determinados mediante a seguinte relagdo geral:

q. =[KM (i=1,...,n) (14)

onde n ¢ o nimero de trechos de parede entre reforgos que compdem a
secdo e My indica o momento estatico em relagdo ao eixo de simetria das
areas dos refor¢os que pertencem ao segmento isolado para definir g;.

Em qualquer caso e, em particular, na secdo em analise, os fluxos devem
ter como resultante a propria for¢a cortante na se¢do. Como os fluxos de
cisalhamento sdo constantes entre reforcos fica imediato determinar suas
resultantes em cada um desses trechos.

Nesse sentido, denominando-se por F; a resultante do fluxo no trecho
generico de parede de comprimento /; segue que:

F=q/t  (i=1L...,n) (15)

1

Para a secdo indicada na Figura 12, os fluxos resultantes ficam
representados conforme ilustrado na Figura 14.

F,
o — e

F,
A, O=X—@ A

Figura 14 — Fluxos resultantes nos trechos da se¢do
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Claramente as resultantes dos fluxos nos trechos horizontais se anulam
-4
entre si’, de modo que:

E =V (16)

Dessa relacdo, pode-se inferir uma condicdo relativa ao calculo do
momento de inércia da secdo em relacdo ao eixo de simetria. De fato, como
F, =q,h,sendo h o comprimento do trecho vertical, com a defini¢do de ¢,

tem-se:

M oo IL=M _h=A4—+A4— 17
z Sy 12 A22 ( )

5

K K hZ hZ
KoL

O resultado anterior coincide com o valor do momento de inércia da se¢ao
calculado considerando-se somente as parcelas de transporte relativas as
areas dos reforcos, isto ¢€: desprezando-se as inércias proprias dos mesmos
¢ as contribuigdes das paredes da sec¢do (supostamente de espessuras nulas
nas se¢oes idealizadas). Portanto, de modo consistente com a idealizacao
adotada para a secdo e, em particular, com o modelo de reparticao das
tensdes entre reforgos (somente tensdes normais) e paredes (somente
tensdes de cisalhamento), o momento de inércia da secdo s6 envolve o
transporte de inércia relativo aos reforgos.

=Fh

&

I
o5}

+— 4 —

Figura 13 — Reducgdo dos fluxos resultantes

4 , A . . , . . .
Segue dai a evidéncia que o centro de cisalhamento estd sobre o eixo de simetria.
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Por outro lado, a resultante dos fluxos, que coincide com a for¢a cortante
na sec¢do, deve cruzar o eixo de simetria num ponto denominado centro de
cisalhamento.

A determinacdo do centro de cisalhamento decorre de uma redugao
consistente do fluxo a uma tUnica forg¢a vertical no plano da secao,
conforme se indica a seqiiéncia mostrada na Figura 13.

A condicao para a determinacao da distancia d ¢ que o momento da forca
cortante em relagdo ao ponto O (arbitrariamente escolhido sobre o eixo de
simetria) seja igual a0 momento dos fluxos em relagdo ao mesmo ponto:

F,d=Fh (18)

Levando-se em conta as relacoes (16), (15) e (14), as duas ultimas
aplicadas ao célculo de F, resulta que:

M
d=—"-bh (19)

z

A relagdo obtida mostra que a posi¢do do centro de cisalhamento depende
apenas da geometria da se¢do e independe da intensidade e do sentido da
forca cortante; trata-se, portanto, de uma caracteristica puramente
geométrica da se¢do. Esse fato permite propor uma metodologia especifica
para o calculo da posicdo do centro de cisalhamento em se¢des com um
eixo de simetria que dispensa, em cada caso, uma analise detalhada do
equilibrio para fins de defini¢do do fluxo inicial de cisalhamento em secdes
abertas.

Como procedimento geral, pode-se diretamente adotar um fluxo
consistente, isto €: por exemplo, saindo das extremidades da se¢do situadas
de um lado do eixo de simetria e chegando as extremidades
correspondentes do outro lado daquele eixo. A partir dai, o processo de
reducdo sucessiva dos fluxos a uma unica forca resultante no plano da
se¢do proporciona as condi¢des para o estabelecimento da condigdo
resolvente, do tipo indicado pela (18).

Exemplo 5: Para a secdo indicada na Figura 13, considerem-se os
seguintes  dados:  h=10cm; h=25cm; 4, =A4,=0,5cm’>.  Pode-se
determinar a posi¢ao do c.c. em relagdo ao ponto O.
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Os resultados parciais de interesse sdo: M, = ; 1 o=—.
Segue da (19) que: d =5,0cm.
Outra situacdo que pode ocorrer na resolucdo de exemplos de segdes com

geometria mais complexa ¢ a determinagao da resultante do fluxo em perfis
curvos, conforme ilustra a Figura 14.

Figura 14 — Fluxo em trecho curvo de parede

Na figura aparece um trecho curvo de parede entre os pontos A e B, sendo
b e h as projecdes do seu comprimento nas dire¢des horizontal e vertical,
respectivamente. Também estd indicada na figura uma coordenada local (s)
que posiciona pontos sobre o trecho.

A resultante do fluxo num comprimento elementar ao longo da parede pode
ser expressa na forma:

dF = qds (20)

As componentes horizontal e vertical dessa forca elementar ficam definidas
por:

dF. =(gds)cosa
dF = (q ds)sena

y

(21 a,b)

onde a ¢ o angulo de inclinagdo entre a forga elementar gds e a direcao
horizontal. Considerando-se que: dscosa =dx e dssena =dy, as relagdes
para o calculo das resultantes das componentes escrevem-se como:

b
F,=[qdx=qb

’ (22 a,b)
F =[qdy=qh

0
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Assim sendo, a resultante do fluxo no trecho curvo pode ser obtida de:

F=|F'+F'=qL (23)

onde L ¢ o comprimento da corda que une os pontos extremos do trecho
(v.Fig.14). A resultante tem, portanto, direcao paralela aquela corda.

Figura 15 — Momento do fluxo em rela¢do a um ponto arbitrario
E possivel, ainda, determinar a distincia da resultante a um ponto arbitrario
do plano da secdo. Na Figura 15 apresenta-se um ponto O em relacdo ao
qual a resultante passa a uma distdncia e. Tal distdncia pode ser
determinada igualando-se o momento da resultante ao momento do fluxo,

ambos 0os momentos tomados em relagdo ao ponto O. Basicamente, tem-se
a seguinte condi¢ao:

jqndS:Fe (24)

Entretanto, geometricamente, (v.Fig.15), a drea do triangulo elementar
definido pelo segmento ds e o ponto O fica definida pela seguinte
expressao:

dq =" (25)

Nessas condi¢des, a relacdo (24), assume a forma:

F.e:IquA (26)

de onde, com a ajuda da (23), se obtém:
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o=24 27)

Na relagdo anterior (4) representa a area compreendida pelo segmento
curvo de parede e o ponto O de referéncia.

Exemplo 6: Determinar a posi¢ao do centro de cisalhamento para a se¢ao

indicada na Figura 16.
6,25 cm’

12,5 cm
15 cm

Figura 16 — Secdo com trecho curvo de parede

Para determinagdo do c.c. ndo ¢ preciso especificar um valor para a forga
cortante. Portanto, os célculos e resultados intermediarios podem ficar
escritos em fun¢ao de uma forga V.

Tomando-se por referéncia o eixo de simetria, os resultados geométricos de
interesse sao:

j\lsl =62,50m3; Msz :125,0(37’}13; [Z :2500()m4’

A seqliéncia de redugdo do fluxo a uma unica forga resultante de direcao
vertical esté ilustrada na Figura 17.

Figura 17 — Redugdo do fluxo a uma forga cortante
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Na Figura 17, e indica a distancia, em relacdo ao ponto O, da resultante do
fluxo no trecho curvo. Ja d indica a distdncia do centro de cisalhamento
(ponto por onde passa a resultante total do fluxo) em relacao ao ponto O.

A condi¢do para a determinagdo da posicdo do c.c. ¢ que o0 momento da
for¢a cortante em relacao ao ponto O seja igual ao momento, em relagao ao
mesmo ponto, das forcas resultantes dos fluxos em cada trecho da se¢do. A
relacdo que expressa essa condi¢cdo € a seguinte:

Vd=F.e+2F.15+F.25

Os valores calculados para os fluxos resultantes e para a distancia e sdo:

1‘71:937,51K ; 1172:31251K ;}73:156,25]K; e=06,25mrcm.

z z z

Finalmente, obtém-se: d = 35,8 cm.

4. Caracterizaciao do fluxo em secoes fechadas com uma célula.

Neste item o tema dos fluxos e do centro de cisalhamento tem
continuidade, considerando-se se¢des fechadas com uma célula e, por
simplificacdo, com um eixo de simetria.

Como regra geral, adianta-se que no caso de se¢des fechadas nao basta a
condi¢do de equilibrio para a determinag@o dos fluxos em cada uma das
paredes que compdem a secdo. Em outras palavras, os fluxos ndo mais
podem ser estimados somente com a aplicagdo direta de uma relagdo como
a (14), do item anterior; hd que se acrescentar uma condigdo de
‘compatibilidade de deformacdes’.

Seja, entdo, o trecho de asa idealizado e sua se¢do transversal indicados na
Figura 18.

Admita-se, como anteriormente feito nas se¢des abertas, que o trecho de
asa esteja submetido a flexdo, sendo o momento, de vetor paralelo e no
sentido do eixo Z de referéncia, com intensidade varidvel ao longo da
direcao X. Admita-se, também, que haja uma forca cortante passando pelo
centro de cisalhamento da sec¢do e alinhada com o eixo Y de referéncia.
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Figura 18 — Trecho de asa e seg¢do fechada com uma célula

Em virtude da variacdo do momento fletor no trecho, fluxos longitudinais
de cisalhamento devem aparecer nas paredes da se¢cdo de modo a equilibrar
as diferencas de tensdes normais transmitidas pelos reforcos. Tal afirmativa
fica justificada, por exemplo, pelo diagrama de corpo livre de um segmento
adjacente ao reforco de area A4 situado abaixo do eixo de simetria da secao,
conforme ilustrado na Figura 19; os fluxos g, € ¢; indicados equilibram as
diferencas entre as tensdes normais decorrentes da suposta variacdo do
momento ao longo da asa.

Tendo-se em vista, portanto, tal condi¢ao de equilibrio, conclui-se que:

doAd=(q,+q,)dx Sogqtq,=—A4 (28)

Figura 19 — Equilibrio de partes do trecho de ‘asa’

Levando-se em conta, analogamente como feito no caso da secao aberta, as
relagdes da teoria cldssica de flexdo (para o calculo da tensdo normal e
entre a variagdo do momento € a cortante), segue que a (28) passa a ser
dada por:

Vv
q, 749, = [_MA (29)

z
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onde M, ¢ o momento estatico da area do refor¢co em relacdo ao eixo de
simetria da se¢do. Nota-se que, agora, ha dois fluxos incognitos e apenas
uma relagdo de equilibrio.

Considerando-se o caso de se¢do com uma célula, porém com um niimero
maior de refor¢os, como a indicada na Figura 20, a analise anterior de
equilibrio, que proporcionou a relagao (29), pode ser estendida.

Figura 20 — Se¢cdo com uma célula e varios refor¢os

Genericamente, cada trecho entre reforgcos passa a ter a indicacdo de um
fluxo. Naturalmente, a simetria da secdo garante a igualdade das
intensidades dos fluxos atuantes em trechos opostos. Por conveniéncia,
adota-se um dos fluxos como de referéncia’, recebendo a notacdo ¢,. Nota-
se que, propositadamente, o fluxo ¢, tem na Figura 20 sentido contrario em
relagdo aos demais. A adoc¢do dessa convengao facilitara, mais adiante, o
emprego das relagdes para o calculo do centro de cisalhamento.

A andlise do equilibrio pode ser conduzida de modo a se obter relagdes
para os fluxos incdgnitos g, ¢, € g3 em fungdo do fluxo ¢g,. Nesse sentido,
isolam-se segmentos definidos a partir de um corte sobre a parede a qual
foi associado o fluxo g, € um segundo corte sobre o trecho de parede
contendo outro fluxo incognito. A Figura 21 ilustra dois desses segmentos.

do(A+A,)

Figura 21 — Equilibrio de partes do segmento de ‘asa’

> O fluxo de referéncia pode ser adotado em qualquer trecho, respeitando-se a simetria.
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Dos equilibrios dos segmentos mencionados, pode-se propor a seguinte
relagdo geral para os fluxos ao longo da secao:

V :
ql.+q0:]—MAl_ (i=1...,n) (30)

z

onde n ¢ o nimero de fluxos incognitos, a excecdo do fluxo de referéncia;
M , denota os momentos estaticos, em relagdo ao eixo de simetria da

secdo, das areas dos refor¢os contidos entre o fluxo ¢, ¢ o fluxo de

referéncia. Claramente, a (30) indica um sistema indeterminado, com uma
incognita (gy) a mais que o numero de equacoes; a determinagdo do fluxo
q, depende de outra condicao.

Como passo inicial para se obter uma condi¢cdo adicional, retoma-se a
hipotese que os fluxos a serem determinados com a (30), uma vez que se
conheca ¢,, devam ter como resultante na secdo uma forca igual a cortante
passando pelo centro de cisalhamento. Nao havendo efeito de torgdo
associado, também ndo deverd haver giro relativo por efeito dos fluxos
atuantes nas se¢oes externas do trecho isolado para a analise do equilibrio.
Precisamente, a imposicao de giro relativo nulo € a condicao adicional para
a determinacgao de g,.

5. Giro de secoes fechadas por efeito de fluxos de cisalhamento

Neste item, trata-se da dedu¢ao de uma relagao geral para o calculo do giro
relativo, no plano de secodes idealizadas, por efeito de fluxos quaisquer de
cisalhamento, isto ¢, ndao necessariamente associados somente a forca
cortante, mas, eventualmente, também ao momento de tor¢cdo. Tais fluxos
podem aparecer nas secdes quando o carregamento externo (forca de
sustentacdo, por exemplo) provoca flexao e tor¢ao na asa.

Conforme ilustra a Figura 22, a tor¢ao ocorre quando o plano de acdo da
resultante do carregamento sobre a largura da asa ndo passa pelo c.c. da
se¢do. Nessa condigdo, justamente pelo efeito da torcao, a secdo genérica
podera sofrer um giro no seu plano (em torno do c.c.!), que pode ser
visualizado tomando-se por referéncia a se¢do fixa de ligagdo entre a asa e
a fuselagem. Naturalmente, porque o giro pode passar de um valor nulo
naquela liga¢do para um valor maximo na ponta da asa, pode-se entender
que entre duas se¢des vizinhas haja um giro relativo.
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plano de agdo do carregamento
resultante na largura da asa

centro de cisalhamento
da segdo (fora do plano
de carregamento)

Figura 22 — Plano de agdo do carregamento que ndo contém o c.c. da se¢do

A relagdo para o célculo do giro relativo envolvendo os fluxos nas paredes
da secdo resulta de uma analise de compatibilidade de deformacdes por
efeito da tor¢ao. Existem diferentes modos de conduzir esta analise, porém,
neste texto, opta-se pela aplicacdo do Principio das Forgas Virtuais. A
conceituacdo formal deste principio sera descrita mais adiante, no capitulo
especifico que trata do célculo de deslocamentos. Nesta parte do texto ¢
suficiente adiantar que em termos gerais tal principio equivale,
essencialmente, a condi¢do de compatibilidade entre os deslocamentos ¢ as
deformagdes sofridas por um sélido ou elemento estrutural, de modo que o
mesmo se mantenha integro ap6s a deformacao.

No caso em estudo, considerando-se um trecho elementar de asa, conforme
ilustrado na Figura 23, deve haver compatibilidade entre o giro relativo d¢

e as distor¢des angulares y das paredes da secdo, pois a hipdtese geral €
que a continuidade se preserva no elemento deformado.

Em sua concepg¢do, o Principio envolve dois campos independentes: um
(estatico) de forcas externas e esfor¢os internos ‘virtuais’, constituindo um
sistema em equilibrio, e outro (cinematico) de deslocamentos e
deformagdes ‘reais’. O Principio ¢ dito de ‘forgas virtuais’ porque o campo
estatico € qualquer e nao necessariamente o real do problema, enquanto que
0 campo cinematico € o real.

No caso em estudo, conforme ilustra a Figura 23, o campo cinemadtico ¢
formado pelo giro relativo e pelas distor¢des angulares; ja o campo estatico
¢ composto por um momento de tor¢do (qualquer!) e um fluxo virtual
(constante!) a ele associado.
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Nota-se que, genericamente, quando uma se¢do de parede delgada fechada,
podendo ter espessura variavel, estd submetida somente a um momento de
torcao a parcela de fluxo (q) associada ¢ constante ao longo da parede,

conforme se pode concluir do equilibrio de forgas longitudinais num
elemento genérico de parede ilustrado no detalhe da Figura 23.

Ao combinar os campos estitico e cinemdtico admitidos, diz-se que o
momento realiza no giro relativo um trabalho virtual externo, enquanto que
o fluxo realiza nas distor¢des angulares um trabalho virtual interno. O
Principio aponta para a existéncia de compatibilidade entre as grandezas
cinematicas se o trabalho virtual externo for igual ao trabalho virtual
interno.

JZ87
’Tltl
S 1,

’TltldX=’th2dX =q

Figura 23 — Detalhe sobre equilibrio de elemento de parede. Giro relativo e distor¢do
(reais) e momento de tor¢do (virtual).

De modo mais objetivo, na Figura 23 estd representada a situacdo assim
descrita: um segmento idealizado de ‘asa’ de comprimento infinitesimal dx,
submetido 4 acdo de um momento de tor¢o externo 7 (virtual!), um fluxo
virtual g e duas grandezas cinematicas ‘reais’ definidas pelo giro relativo

do e pela distor¢ao angular  da parede da secao.

O Principio das Forgas Virtuais entdo prescreve que:

_ N

T.dp=Y(]q rds)dx 31)
i=1 L

onde N ¢ o nimero de paredes que compdem a se¢do (cada uma delas com
um fluxo ‘virtual’ ¢ , em equilibrio com 7 , e uma distor¢ao y ‘real’);
ainda na (31) L; ¢ o comprimento do trecho i de parede.
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Por outro lado, no item anterior calculou-se o valor do momento de um
fluxo atuante num segmento de parede em relagdo a um ponto arbitrario no
plano da secdo. Tal célculo estd aqui reproduzido com o objetivo de
relacionar 7 com ¢ , tendo por referéncia a nota¢io indicada na Figura 24.

Figura 24 — Momento do fluxo em relagdo a um ponto

Para uma secdo fechada, o momento do fluxo, como j& demonstrado, fica
dado por:

T =[2gd4 (32)

onde A4 ¢ a area interna da secdo. Considerando-se que o fluxo ‘virtual’
correspondente ¢ constante nas paredes da secdo, a relacdo anterior assume
a forma:

T=2q4 (33)

Por outro lado, na relagdo (31), as distor¢des y, sdo ‘reais’ e se relacionam

com fluxos ‘reais’ mediante a Lei de Hooke (naturalmente na hipotese de
comportamento eldstico-linear para o material da asa). Vale, portanto:

7, =2 (34)

sendo G o moddulo de elasticidade transversal do material.

Tendo-se em vista a (33) e a (34), segue que a relagdo (31) passa a ser dada
na forma:

-

1l
—_

_ dp _ q.
2A.—= —d. 35
A Lf s (35)

ti

1

ou, uma vez que os fluxos e espessuras sdo constantes em cada parede,
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do 1 & ¢
——=——>) L 36
dx 2GA ; t (36)

1

Finalmente, a condi¢@o para que os giros relativos sejam nulos ao longo de
toda a asa ¢ garantida uma vez que se anule a somatoria indicada na relagao
(36), 1sto ¢:

> L =0 (37)

i=

Uma observacdo complementar ¢ que a relacdo (36) pode ser empregada
para calcular os giros absolutos das se¢des em relacdo a uma secao fixa de
referéncia, quando integrada ao longo do comprimento da asa.

6. Determinacao do centro de cisalhamento

Como os fluxos de cisalhamento na secdo sdo constantes entre reforcos,
fica imediato determinar suas resultantes em cada um dos trechos de
parede. Nesse sentido, denominando-se por F; a resultante do fluxo no
trecho genérico de parede de comprimento L; segue que:

F=qL (i=1..,N) (38)

1

Para o exemplo indicado na Figura 20, as resultantes dos fluxos ficam
representadas conforme ilustrado na Figura 25.

Figura 25 — Resultantes dos fluxos

Em particular, na parte semicircular a posicao da resultante do fluxo passa
a uma distdncia e de um ponto O’ de referéncia (posicionado
arbitrariamente), determinada pela relagdo (27).
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Como visto a hipdtese a ser adotada em qualquer caso e, em particular, na
se¢do em andlise, € que os fluxos devem ter como resultante a propria forga
cortante na se¢dao. No exemplo em tela, como as resultantes dos fluxos nos
trechos horizontais se anulam entre si, segue que:

FE+F =V (39)

Nota-se que da (39), levando-se em conta as defini¢des das resultantes dos
fluxos, pode-se inferir uma relacdo para o calculo do momento de inércia
da secdo com respeito ao eixo de simetria. Tal relacdo, portanto, fornece
uma alternativa para confirmar o valor do momento de inércia obtido
diretamente somando-se as contribui¢des dos reforgos.

Na seqiiéncia passa-se a reducdo consistente do fluxo a uma tunica forca
vertical no plano da secdo, conforme se indica na Figura 26.

A condi¢do para a determinacdo da distancia d, que define a posicao do
centro de cisalhamento, ¢ que o momento da for¢a cortante em relagdo ao
ponto O indicado na Figura 26 (que pode ser escolhido em qualquer outra
posicdo sobre o eixo de simetria) seja igual a0 momento dos fluxos em
relagcdo a0 mesmo ponto:

Vd=F,(e+L+L)—(F+F)L (40)

F (e+L+L;)- (F;+ F)L; ~

—+

iy
=)

@ @
v

(o]

@ @

4 4 —+

Figura 26 — Reducdo dos fluxos a uma for¢a equivalente
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E importante novamente observar que a posi¢do do centro de cisalhamento
depende apenas da geometria da se¢do, independendo da intensidade e do
sinal da forga cortante (que acaba por ser simplificada na relagdo anterior).

Exemplo 7: Para a secdo idealizada indicada na Figura 27, pede-se
determinar a posi¢ao do c.c. em relagao ao ponto O.

Va2

L, 0

| |

AI A2 A3
—+—L; —+ L, —+— L, —

Figura 27 — Elementos geométricos da se¢do idealizada
Considerem-se os seguintes dados:

L =L =25cm; L, =12,5cm; L, =25cm;
A =4,=32cm’; A, =6,4cm’;t, =0,1 cm; t,=0,16¢cm.

Os fluxos incognitos sdo os mesmos indicados na Figura 20.

Os resultados parciais de interesse sao:

g +4, =IK(3,2.12,5>

z

q,+q, :IK(6,4.12,5)

z

q,+q,= ]K(12,8.12,5)

I.=4000cm*;
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(3,2.12,5).252 (6,4.12,5).25.2 (12,8.12,5).25
14 0,1 0,1 0,16 ¥ 85000
I

25'4+ 25 +7r.12,5 _]Z 1549
0,1 0,16 0,1

q, =

q,=0,0137V;q,=0,0063V; q,=0,0263 V;
Finalmente, aplicando-se a relagao (40) obtém-se: d = 27,8 cm.

7. Fluxos e centro de cisalhamento de secoes fechadas com mais de
uma célula

Nas secoes idealizadas com mais de uma célula, o numero de fluxos de
referéncia a adotar deve ser igual ao nimero de cé€lulas, e sua determinacao
decorre da solucdao do sistema de equacdes montado impondo-se de forma
independente a condi¢do de giro nulo para cada uma das células.

A Figura 28 mostra uma secao com duas células, com fluxos de referéncia
g, e g, adotados em cada uma delas. Na mesma figura indica-se também a
posicdo do centro de cisalhamento (c.c.) em relagio a um ponto O

arbitrario. A posi¢do do c.c. ¢ inicialmente desconhecida, mas certamente
esta sobre o eixo horizontal de simetria da secao.

47 Ll 4’7 L2 4#

A \Ll‘l A, \le A,
@ <@ >@
T q 21
tl e 9 9; 12
0 ) N t3 o
q, qg
4 c.c
h —< ¢ 0
1
| ! %4
o> o< A
A Yv A, 3

Figura 28 — Fluxos em se¢do com duas células

Os sentidos indicados para os fluxos foram convenientemente escolhidos
de modo a facilitar a aplicagdo da condi¢cdo de giro nulo. A andlise do
equilibrio pode ser conduzida de modo a se obter relagdes entre os fluxos
incognitos (g, , q. € ¢;) e os fluxos de referéncia. Nesse sentido, isolam-se

segmentos de profundidade dx com limites laterais definidos a partir de
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cortes realizados sobre as paredes da secdo aonde atuam os fluxos de
referéncia e outro fluxo incognito. A Figura 29 ilustra dois desses
segmentos.

do(A+A+A))

Figura 29 — Equilibrio de segmentos de ‘asa’

Dos equilibrios dos trés possiveis segmentos, deduzem-se as relagdes:

%

qs +Q(1) :]_MAI (41)
14

g =M, (42)

>+ q, 2—KM 43

q, QO +QO - I (A+4,+45) ( )

z

onde os momentos estaticos sao calculados em funcao das areas dos
refor¢cos contidos em cada segmento. Claramente, as (41-43) indicam um
sistema indeterminado, com duas incdgnitas a mais do que o nimero de
equacgdes. As equagdes adicionais representam as condi¢des de giro nulo
de cada uma das células e podem ser obtidas pela aplicacdo da (37),
resultando em:

h L h
—qy—+q, —2+q—=0
qoté 4, : 4, ‘

(44),(45)

h L h
—q;t—2+q;t—22+%2t—=0

0 2 3

Operando-se a substituicao das (41-43), as relacoes (44) e (45) assumem as
formas:
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h LV L hV h h
R Py Ly ¥ L L
qo t(l) tl Iz q Z-l t3 IZ (A1+A2+A3) qo t3 qo t3
(46)
h LV L hV h h
g 2 M, 2 L L
0 tg [ A4, qO tz t3 ]Z (A1+A2+A3) qO t3 QO t}

O sistema estendido formado pelas relagdes (41-43) e (46) fornece a
solucdo para o calculo dos fluxos na sec¢do.

Exemplo 8. Para a secdo idealizada indicada na Figura 28, pede-se

determinar os valores dos fluxos e a posi¢cao do centro de cisalhamento,
levando-se em conta os seguintes dados geométricos:

L =h=10cm; L,=20cm;t, =0,08cm; t, =0,04cm;t, =t,=0,04cm;
t,=0,05cm; A, = A, = A, =Icnm’.

O sistema (46) assume a forma:

10 10 10 15 10V 1052V , 10
_QO +2

+ —+ -4,
0,08 0,04 0,05 O 051, 0,04 I, 0,05

[10 20 10] 15107V 2052V 10
+2 + —+

0,04 0,04 0,05) 0,051 0,04 I — 0,05

A solucao fornece:

V V
=551—; q.=4,76 —.
4 7 49 7

z z

Os outros fluxos incdgnitos podem entdo ser determinados com o auxilio
das relagoes (41-43), resultando em:

v v v
'=—0,5]—; ¢ =024—; ¢ =473 —.
q, O 7 ;

z

Com as resultantes dos fluxos em cada trecho de parede, pode-se construir
a relacdo para o calculo da posi¢ao do centro de cisalhamento com respeito
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ao ponto O indicado na Figura 28. Admitindo-se que a forca cortante (V) na
secdo tenha sentido para cima, tal relagdo resulta:

V.d=[551.10.30+4,73.10.20+(0,51.10 + 0,24.20).10] IK

z

O momento de inércia ¢ formado pelas contribuicdes dos reforcos,
considerando-se apenas as parcelas relativas aos transportes em relacao ao
eixo de simetria da secao:

L=(1+1+1)52=150cm’
Finalmente, para a posi¢ao do c.c. obtém-se a seguinte resposta:

d=180cm.

Exemplo 9. Para a secdo idealizada indicada na Figura 30, pede-se
determinar a posi¢cdo do centro de cisalhamento. A se¢do original possui
espessura constante (7).

A A

1 2

q,

! 2

A 9
LB .+ L 4

Figura 30 — Elementos geométricos da secdo idealizada e fluxos

Os dados geométricos indicados na figura sdao os seguintes:
L=15,0 cm; H=30,0 cm; B=30,0cm; A = A, =3,2 cm’.

Em particular para a aplicagdo da relagdo que fornece os giros das células,
um dado complementar importante ¢ o comprimento do trecho parabdlico,
aonde se distribui o fluxo ¢;. Na Figura 31, representa-se uma parabola

posicionada em relagdo a um referencial cartesiano.
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X
—

H

Figura 31 — Parabola do segundo grau

Entre os elementos geométricos de interesse da parabola estdo a sua area e
0 seu comprimento.

A éarea (S) tem relagdo conhecida: S = %H L

H
J& o comprimento (s) resulta da seguinte integral: s = f(] +y"” )%dx.
0

No caso indicado na figura, as expressdes da pardbola e sua primeira
derivada sao:

4L , 4L __ 8L 4L
X +—Xx; y=——=5x+—
H H H

De modo que, para cada valor prescrito para H e L, o comprimento calcula-
se mediante a relacao:

_ 11 4 2.2 272 2
s—?j\/[H +641 x° +16H’ I’ — 64 L' H x|dx
0

Particularizando a integral anterior para a parabola deste exemplo, calcula-
se 0 seguinte valor aproximado para o comprimento: s = 44,37 cm .

Voltando ao equilibrio dos dois possiveis segmentos, deduzem-se as
relacoes:

v v
g, +q. :1—2(3,2.15):48[—

z

q,+q,+q, :]K(3,2.15.2) = 961K

z



- Tensdes normais e fluxos de cisalhamento em asas e fuselagens— 101

As equagdes adicionais representando as condicoes de giro nulo de cada
uma das células resultam em:

30 30 30
—qé7+ql 72+q2720

44,37 30
; +q2720

2
0
A solugdo do sistema formado pelas relagdes anteriores fornece:

4 4 4 4
g =38,2 T 4, =390 4, =9854, =188 .

z z z

Para o célculo do centro de cisalhamento, os fluxos calculados precisam ser
reduzidos de forma estaticamente equivalente a uma unica forga cortante
(supostamente vertical) no plano da secdo. Nesse procedimento, adota-se,
em primeiro lugar, um ponto de referéncia sobre o eixo de simetria da
se¢do, por exemplo, o ponto O indicado na Figura 32, e entdo todos os
fluxos sao reduzidos a uma forca passando pelo ponto € um momento.

O passo seguinte ¢ impor que o conjunto forca-momento seja equivalente a
forca cortante passando pelo centro de cisalhamento. No caso deste
exemplo, a resultante vertical dos fluxos (que se iguala a forca cortante na
se¢do) resulta:

v=1146"+564 v 11702
I I I

z

yv

Figura 32 — Equivaléncia entre resultantes dos fluxos e for¢a cortante na se¢do

J& o momento dos fluxos em relagdo ao ponto O de referéncia fica
determinado por:
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M =1146" 30— 2.(315.30).39K — 109800
I 3 I I

Da primeira relagao pode-se tirar o valor do momento de inércia da se¢ao:
I.=2880,0cm’.

Este mesmo valor pode ser calculado diretamente, a partir das
contribui¢des dos reforcos:

I.=3,2.15.4=2880,0cm’.

Finalmente, da equivaléncia entre os momentos do fluxo e da forga
cortante, tem-se:

M=Vd —Vd= 109801K cood=~38cm.

z

8. Fluxos e centro de cisalhamento em sec¢oes idealizadas abertas de
geometria qualquer: comentarios gerais.

E possivel generalizar o estudo anterior sobre a determinacdo dos fluxos e
do centro de cisalhamento para o caso de secOes sem qualquer eixo de
simetria.

No sentido de entender a generalizacdo, ¢ importante observar que nos
casos resolvidos anteriormente em que havia um eixo de simetria, ja se
sabia a partida que o centro de cisalhamento estaria em alguma posi¢ao
sobre esse eixo. Portanto, a solu¢ao consistia em deduzir uma unica relagao
(representativa da equivaléncia estdtica entre os momentos dos fluxos e o
de uma unica forca cortante ortogonal ao eixo de simetria) para a
determinacdo daquela posicdo com respeito a um ponto de reducdo
arbitrariamente escolhido sobre o eixo de simetria.

Pois bem, no caso geral, de secdo sem simetria, o centro de cisalhamento
tem sua posi¢dao definida por duas coordenadas em relacdo a um ponto de
reducdo arbitrariamente escolhido. As duas equacdes que permitem
determinar essas coordenadas resultam de dois problemas independentes,
sendo que em cada um deles admite-se a existéncia de uma unica forga
cortante na se¢do de dire¢do paralela a um dos eixos de referéncia adotados
no plano da secao.
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Assim sendo, num primeiro problema, por exemplo, a secao esta submetida
a um momento de flexdo e uma for¢a de corte (M., V), ambos com seus
vetores alinhados aos eixos de referéncia, Z e Y, respectivamente, no plano
da se¢do. Analogamente, no segundo problema a secdo estd submetida ao
par complementar (M, V), agora com vetores alinhados aos eixos Y e Z,
respectivamente. £ também importante observar que a cada um dos
momentos corresponde uma idealizagdo da secdo ¢ que os eixos de
referéncia t€m, por hipotese, origem no centro de gravidade da segdo, o
que viabiliza o emprego direto da relagdo (2) para o calculo das tensodes
normais.

Apenas para fins de um equacionamento que contemple os dois problemas,
no que segue ndo se faz uma distingdo entre um ou outro. Nesse sentido, o
conceito de determinagdo dos fluxos de cisalhamento por andlise do
equilibrio de partes da secdo contendo reforgos se mantém, de modo que a
relagdo (9), por exemplo, permanece valida. Reescrevendo-se aquela
relacdo em forma generalizada para um trecho (i) qualquer, isolado a partir
de uma das extremidades da secdo (porque se trata de uma se¢do aberta),
tem-se:

d o,
dx

N,
q: = § 4, 47)

onde A, representa a area do refor¢o j contido no trecho isolado e N,
refere-se ao niimero de refor¢os no mesmo trecho.
A derivada que aparece na relagdo anterior passa a ser escrita tendo-se em

vista a (2) (naturalmente lembrando que neste caso nao ha for¢a normal ao
plano da secdo), apresentando a seguinte forma:

(sz ; _dM, ’)j (dMyI _dM_, j
dO'j = d

dx 7 dx x °  dx "
T () B (R I o

Introduzindo a relacao conhecida entre a derivada do momento fletor ¢ a
forga cortante, estendida para as componentes dos momentos ¢ das forcas
de corte consideradas nesta analise, a (48) assume a forma:

do_j _+(V Iy_VIyZ) (I/z]z_l/}[}z)

y z

& ) =)

(49)
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Substituindo-se a (49) na (47), segue que:

S ) R ) e
Y-y S )

My, e
Ou ainda,

v M, -1, M J+ V(1. Mg —1 .M )

q= 01 1] (51)

A relagdo anterior serve, entdo, aos dois problemas a serem analisados de
forma independente, que contemplam ora V,, ora V., sendo que as
grandezas geométricas envolvidas (momentos de primeira e segunda
ordem) sdo particularizadas de acordo com a idealiza¢dao da secdo em cada
caso.

Em cada problema, uma vez calculados os fluxos, determinam-se suas
resultantes em cada trecho de secdo idealizada. As componentes dessas
resultantes segundo os eixos de referéncia, quando transportadas para um
ponto de redugdo escolhido arbitrariamente no plano da se¢do®, irdo
compor for¢as cortantes e momentos. A determinacao da posi¢ao do centro
de cisalhamento resulta da redugdo consistente dessas for¢cas € momentos a
uma unica forga cortante passando pelo centro de cisalhamento; esta
equivaléncia ¢ construida em cada problema. Montam-se, portanto, duas
equagdes independentes cujas incognitas sao as componentes segundo os
eixos de referéncia da distancia do centro de cisalhamento ao ponto de
reducao.

No caso geral, pode nao mais ser valido o procedimento, empregado nos
casos com um eixo de simetria, de identificagdo prévia arbitraria dos
fluxos, isto ¢, simplesmente adotando-se um sentido de percurso ao longo
da secdo. Assim sendo, notando que na (51) o sinal do fluxo fica
determinado apenas pelos momentos estaticos, propde-se uma convengao
geral definida pelo seguinte critério:

* Se g, >0, o fluxo no segmento isolado aponta para a se¢do de corte;
*= Se ¢, <0, o fluxo no segmento isolado diverge da se¢do de corte.

5 0 ponto de redu¢do é o mesmo em cada problema.
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O exemplo seguinte ilustra a determinagdo do centro de cisalhamento para
uma se¢do sem qualquer simetria.

Exemplo 10. A determinagdo da posi¢dao do centro de cisalhamento para a
se¢do (de espessura constante ¢) indicada na Figura 33 sera feita
primeiramente sem recurso a idealizagdo e, depois, considerando a
idealizacao.

h
T = + h
T 04375 . i o
i Z cg. Yaux L T (39 ,,,,,,,,,, A_T »
h i ? h i Yau;c
‘ 0,5625 |
J» i $0,3E’Z h :
+— 2h/3 —+ Jr A2® ********* © 41
To27n 0730 L 2h3

Figura 33 — Secdo original e idealizada sem simetria

Na figura ja est4 indicada a posi¢cdo do centro de gravidade, obtida a partir
de eixos auxiliares Zaux ¢ Yaux; indicam-se, também, as distancias do c.g.
aos trechos que formam a linha do esqueleto, cujos valores serao
empregados nos calculos que seguem.

.. , . 8ht
Inicialmente, a area da se¢do vale: —.

Os momentos de segunda ordem em relagdo aos eixos centrais Z e Y
incluem, nos seus calculos, parcelas de transporte e valem:

2ht , th 2 3
I.="(0,5625h) + ht (0,4375h) +E+ht(0,0625h) =0,491’t
3 3
1 =21"(0,06331) + he (027 hY +%+ht(0 23h) + 8”’7 = 0,2365/’t
I, = _2ht Z72(0,56254)0,0633 1)+ ht (0,43754)0,231)+ ht (0,06254)0,27 h)

=0,09375h’
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LI,-1*=01071 ¢

Numa primeira situagdo, imagina-se que a se¢do esteja submetida somente
a uma forga cortante de diregdo vertical, isto €: V' =V . Neste caso a relagdo

(51), para o calculo dos fluxos, se particulariza para:

= V(Iy MSz, B Iyz Msw‘)
q, (]Z [y —[yzz)

A relagdo anterior pode, entdo, ser aplicada para a determinacao dos fluxos
em cada um dos trés trechos da se¢do, uma vez que se conhegam os
momentos estaticos. A divisao da se¢ao em trechos ¢ assim definida: para o
trecho 1, adota-se a aba horizontal inferior da secdo; para o trecho 2, a aba
vertical e, para o trecho 3, a aba horizontal superior. Uma das extremidades
de cada um dos trechos ¢ escolhida como origem da coordenada local, que
percorre a linha do esqueleto, sendo necessaria para o equacionamento dos
momentos estaticos’.

Considerando-se o primeiro trecho e adotando-se a extremidade da direita
para origem da coordenada local, determinam-se as seguintes relagdes para
0s momentos estaticos em relacao aos eixos centrais de referéncia:

2

=st05625h; M, :—st0,397h+%

v

M

S.'

Para fins do calculo do centro de cisalhamento, interessa obter diretamente
%

3
a resultante (/) do fluxo no trecho, definida por: F| = Iql ds. Assim
0

sendo:

2 2 3
FerV 1 05625m 2 1 [—0307:n2 800 <31y
(11 -17)" TR 18 162

No segundo trecho, a origem local ¢ posicionada na extremidade inferior,
obtendo-se para os momentos estaticos as seguintes relagoes:

7 /. .. N ~ . A .
Os momentos estaticos possuem sinais atrelados as coordenadas em relagdo aos eixos de referéncia
adotados.
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M, =0375h%t+ st(0,5625h —%j; M, =s1027h—0,0424h’

SZ

Para a resultante (F) do fluxo no trecho obtém-se:

3 3 .
Fzz V . Ja 0,5625i—i+0,375h3l‘ _Iz —0,0424th3+0’27ht
=V

No terceiro trecho, a origem local ¢ posicionada na extremidade direita,
obtendo-se para os momentos estaticos as seguintes relagoes:

M

SZ

= —510,4375h; M, = —St(0,73h—§j

Para a resultante (F;) do fluxo obtém-se:

3
Vo or w98 (L OB L a1y
’ 2y b 2 6

k= (r.1-17)

O equacionamento para a determinagdo da posicdo (d) do centro de
cisalhamento tem por base a equivaléncia ilustrada na Figura 34°:

L 031Vh
0,31V f\

v Vi
031V

2

+d+

Figura 34 — Reducdo dos fluxos a uma for¢a cortante

8 . .. ~ .
Os sentidos indicados para as resultantes dos fluxos decorrem da convengdo estabelecida para os
fluxos.
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A relagdo de equivaléncia exprime a igualdade entre o momento das forgas
dos fluxos e do momento da forca cortante em relacdo a um ponto qualquer
sobre a linha do esqueleto da aba vertical:

Vd=031Vh ou: d=031h

Na segunda situacao, supde-se que a se¢ao esteja submetida somente a uma
forca cortante de dire¢do horizontal, isto é: V' =V_. Neste caso, a relacdo

(51) para o célculo dos fluxos se particulariza para:
Vz (12 Msyi _I}’Z MS:[ )
.1,-1.7)

qi_

Os momentos estaticos para cada trecho s@o os mesmos equacionados na
primeira situagdao. Assim sendo, pode-se passar de imediato ao calculo das
resultantes dos fluxos em cada trecho, obtendo-se, sucessivamente:

- 3 2 3
F= ot -1 0se2s 2L [ —0397ent BV < o o871y
Iz Iy _Iyz L ’ 18 18 162
- . 3 3
F, = V . _Iyz 0,5625 i _&4_ 0:375h3l‘ +1|- 0,0424”13 4 027ht
7, ) 0 021t

~

3
d {— I ht 0’42375 +1 (—t}f 0’273 +%ﬂ ~ 0,716V

E:kg—gﬂ

O equacionamento para a determinagdo da posi¢do (c¢) do centro de
cisalhamento tem por base a equivaléncia ilustrada na Figura 35:

Tomando-se a aba superior como referéncia para a distancia procurada, a
relagdo de equivaléncia neste caso escreve-se como:

Ve=0,2871V h ou: c=0,2871h
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o 0.2871Vh
0,716 V 2N

e — =
02871V
| 02971 I
+
c
,
+—1—=

Figura 35 — Reducdo dos fluxos a uma for¢a cortante

A mesma solugdo para a posi¢ao do centro de cisalhamento pode ser obtida
mediante idealizagdo da secdo. Apesar de que no caso das seg¢des sem
qualquer simetria o procedimento ¢ mais oneroso, toda a andlise ¢ aqui
apresentada para fins de ilustragdo.

O primeiro passo ¢ a idealizacdo da se¢do, a qual pressupde a existéncia de
um momento de flexdo (que, no caso geral, pode ser obliquo em relacao
aos eixos de referéncia). De fato, as relacdes envolvidas na estimativa da
area equivalente a um trecho de secao sdo as seguintes:

4 =1005.%
6 o

1

(M.1,-Mm1.) (M, 1.-M.1.)
y + z,
o (L,-r) "

=T (r.1,-1)

Onde i refere-se ao ponto da extremidade do trecho a qual ir4 se atrelar a
area equivalente e j ¢ o ponto da outra extremidade.

A aplicagdo dessas relagdes ao problema em questdo ¢ feita considerando-
se que duas andlises devem ser conduzidas, cada qual determinando uma
das coordenadas do centro de cisalhamento. Assim sendo, para cada analise
realiza-se uma idealizacdo especifica, admitindo-se que, para este fim,
exista um vetor de momento de flexdo alinhado com uma das direcdes de
referéncia, Z ou Y.’

9 . .. ~ .. .
Os sentidos positivos para os vetores de momento sdo os aqueles indicados na Figura 4.
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Portanto, admita-se que na se¢do atue um momento de flexdo M., com
vetor alinhado com o eixo Z de referéncia, ¢ uma for¢a cortante vertical. A
relagdo para o célculo da tensdo normal em pontos da secdo fica
particularizada para a seguinte forma:

_ (]vyi_[zzi)
=M )

A Figura 33, a direita, mostra a se¢do idealizada, com a indicacao das areas
equivalentes.

Para o calculo da area 1, empregam-se:

J2 ([ yz Iyz 2) 06238

O, (1 Y Iyz 1)

A =120 % 02005k
3.6 o,

Para o calculo da area 2, valem:

o, _(Ly-1.2)_ ~11955

o, (1 Vs Iyz 2)

A =@£2+ﬁj+ﬂ(2+ﬂj —0,5319h¢

3.6 o, o,

Para a area 3, valem:

o, _\Ly.-1,.z) ~0272

O ([yy3 [yzZ3)

A, :@(%ﬁ] +%(2+2} =0,5726ht

6 o, o,

Finalmente, para a area 4:
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4, =ﬂ(2+3j = 0,946 ht

6 o,

Uma vez obtida a idealizacdo, o problema ¢ retomado do seu inicio,
determinando-se, sucessivamente, a posicdo do centro de gravidade da
secao idealizada, os momentos estaticos ¢ os fluxos em cada trecho de
secao.

Para a posicdo do centro de gravidade em relagdo aos eixos auxiliares
indicados na Figura 33, a direita, obtém-se:

2AY (05319+02925)
yo= = 03518%
W 2,343

>4z (05319+0,5726h)+ 0,2925"
z =1 = 3-0513h
“ N4 2,343

i

Os fluxos de cisalhamento sdo constantes nos trechos de secdo entre as
areas da idealizagdo. O primeiro trecho ¢ definido entre as areas 1 e 2. Para
o fluxo nesse trecho, interessam os momentos estaticos da area A4; relativos
aos eixos de referéncia, agora posicionados com origem no centro de
gravidade da area idealizada:

M, =0,2925ht.0,6482h =0,1896 h’t,

4

M, =02925ht.(-018h)=-0,05265ht

O fluxo neste trecho calcula-se pela aplicacdo da relacao:

_ 4 (]y MSn B Iyz MS),; )
1)

Os momentos de segunda ordem que aparecem na relagdo anterior sdo,
agora, calculados em relagdo aos eixos de referéncia da secao idealizada.
Portanto, desenvolvem-se os seguintes calculos:

I =(A4,+4,)0,3518 +(4, + 4,)0,6482> = 0,53431’t

I =(A4,+A4,)0,487" + 4,.0,513’ + 4,.0,18" = 0,52 ’t

Vv
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I.=-4.0,6482.0,18+ 4,.0,6482.0,4857 — 4,.0,487.0,3518 +
A4,.03518.0,513=0,2063 /¢

I 1 -1 =02353"h
Com os resultados anteriores, calcula-se, para o primeiro trecho:

542
. (0,52.0,1896 + O,206§.?,05625)h £ _oaes2”
0,23534°¢ h

No segundo trecho, entre as areas 2 e 3, os momentos estaticos resultam:

M,,..=(02925+0,5319)ht.0,6482/7 =0,53441’t;
M =-0,05265ht +0,53191¢.(0,487 h) = 0,2064 h’t

(4+4y)y

O fluxo correspondente ¢ dado por:

_(0,52.05344-0,2063.02064)1°¢* _ V'
7 0,2353h°1° Ch

Para o terceiro trecho, entre as areas 3 e 4, obtém-se:

M
M

=0,5344h*t—0,5726 ht.0,3518h =0,3329/°t;
=0,20647°t +0,5726 ht.0,487 h = 0,4852 h’t

A+ Ay +4y)z

A+ Ayt 4y)y
O fluxo correspondente ¢ determinado por:

(0,52.0,3329 - 0,2063.0,4852)4° * 14
q, = — =031—
0,23534°¢ h

As resultantes dos fluxos sdo idénticas aquelas obtidas quando da analise
da se¢do original, de modo que o equacionamento ilustrado na Figura 34 ¢
o mesmo. Assim sendo, o posicionamento do centro de cisalhamento em
relagdo a esquerda da aba vertical fica determinado por:

d=031h
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Para a obtencao da outra coordenada do centro de cisalhamento, resolve-se
um segundo problema, onde se admite que na se¢ao atue um momento de
flexdo M,, com vetor alinhado com o eixo Y de referéncia, ¢ uma forga
cortante de direcao horizontal. A relacdo para o calculo da tensdo normal
em pontos da se¢do fica particularizada para a seguinte forma:

(]z Z; _]yz yi)

N

Procede-se a uma nova idealizacdo da se¢do, voltando a empregar na
relagdo anterior os momentos de segunda ordem da se¢do original. Nesse
sentido, para o calculo da area 1, emprega-se:

o, \La-l.y) 59
o, (]zZI _]yzyl) ’

4 =120 L 9% | 018645k
3.6 o,

Para o calculo da area 2, valem:

3 — (Iz Z3 _[}’Z y3)
o, (IZZZ _]yzyz)

g =12 [2+ﬁj+%(2+5] = 0,5735ht

36\ o, o,

=2,1783

Para a area 3, valem:

o _\Lz=loy)_ e
O, (IZZ3 _Iyzy3)

A, :ﬂ(uﬁ}%(uﬁ} =0,4386 /it

6 o, o,

Finalmente, para a area 4:
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4, =&£2+3j =0.2421ht
6 o

4
Uma vez obtida a idealizacdo, o problema ¢ retomado do seu inicio,
determinando-se, sucessivamente, a posicdo do centro de gravidade da
secao i1dealizada, os momentos estaticos ¢ os fluxos em cada trecho entre
areas equivalentes.

Para a posicdo do centro de gravidade em relagdo aos eixos auxiliares
indicados na Figura 33, obtém-se:

2AY (018645+0,5735)
yc = = = 0,5275h
Ty 4 1,44065

> A4z (05735+0,4386h)+ 018645
z =Pl = 3 -0,7457h
“ N4 1,44065

i

Com esses resultados ¢ possivel determinar os valores dos momentos de
segunda ordem da secdo idealizada:

I.=(4,+ 4,)0,5275" +(4, + 4)0,4725" = 0,359 1’

I, =(4,+4,)02543 + 4,.0,7457° + 4.0,41237* =0,23178 /'t

y

I,.=-4.041237.04725+ 4,.0,2543.0,4725 - 4,.0,5275.0,2543 +
A,.0,7457.0,5275 = 0,069 1’t

I 1 -1 =00784ht
Para o célculo dos fluxos interessa a seguinte relacao:

iz M, -1, Mg )
.1,-1.)

q; =

Para os momentos estaticos da area A;, escrevem-se:
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M
M

. =0,18645h1.0,4725h =0,088h’t;
,=0,18645ht.(-0,41237h)=-0,0769 't

4

4

O fluxo no primeiro trecho resulta:

: _ 542
o = (£0359.00769-0,069.0,088) 't 20’4296%

l 0,0784h° ¢

No segundo trecho, entre as areas 2 e 3, os momentos estaticos resultam:

M, .. =(018645+0,5735)ht.0,4725h = 0359’1,
M., =-018645.0,41237h% +0,5735ht.(0,2543h) = 0,069 h’t

A+ dy)y
O fluxo correspondente ¢ dado por:

(0,359.0,0,069 — 0,069.0,359)h5 t V
q, = — =0,0—
0,0784h° ¢t h

Para o terceiro trecho, entre as areas 3 e 4, obtém-se:

=0,359ht —0,4386ht.0,5275=0,1276 h’t;
=0,0694°t +0,4386ht.0,2543h = 0,1805/°¢

M
M

A+ Ay+4y)z

A+ Ayt 4y)y
O fluxo correspondente ¢ dado por:

. 5.2
%:(0,359.0,1805 0,0669.20,1276)ht _o714”
0,0784 7"t h

As resultantes dos fluxos sdo idénticas as obtidas na situagdo
correspondente do caso da andlise da secdo original, de modo que o
equacionamento ilustrado na Figura 35 ¢ o mesmo. Assim sendo, o
posicionamento do centro de cisalhamento em relagdo a esquerda da aba
vertical fica determinado por:

c=0287h



CAPITULO 5 4SAS COM SECOES VARIAVEIS

Neste capitulo da-se continuidade a abordagem simplificada, iniciada no
capitulo anterior, fundamentalmente baseada na condicdo de equilibrio,
passando a determinagdo dos fluxos de cisalhamento nas paredes e forgas
axiais nos reforgos, de secoes que compdem as estruturas das asas.

1. Analise simplificada para a determinacio de fluxos de
cisalhamento em asas com dimensdes varidaveis ao longo do
comprimento

Os exemplos deste item pretendem ilustrar o efeito das variagdes das
dimensoes das segOes transversais das asas sobre a determinagao dos fluxos
de cisalhamento nas chapas e forgas normais nos reforgos (‘stringers’) que
as compoem.

M+dM 1O

secao
Figura 1 — Viga com altura variavel

A Figura 1 mostra um caso de viga isolada com altura varidvel ao longo do
comprimento submetida a momento de flexdo e for¢a cortante, ambos
também variaveis.

Quando a altura da se¢do ¢ variavel, em razdo da inclinacao dos reforgos
em relacdo ao eixo x, em cada se¢do as forcas normais a eles
correspondentes apresentam componentes verticais que também
contribuem para a resisténcia a forca cortante, alterando o célculo do fluxo
de cisalhamento na alma da viga.

A forca cortante na sec¢ao fica, portanto, composta por parcelas associadas a
resultante (S) do fluxo de cisalhamento (¢g,) na alma e as componentes na
se¢do das forcas normais nos reforgos (a Figura 2 ilustra essa situacao):

V=S+P +P,
y y
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A intensidade do fluxo fica, entdo, determinada por:

S
=2M
q.=M,

onde I ¢ o momento de inércia da secao em relacao a um eixo horizontal no
seu plano.

P
M - X1 Pyl
=Y v !
< yl A
9
=2 Py2 .
P !
x2 Py2

Figura 2 — Contribui¢oes dos refor¢os na resisténcia aos esforcos solicitantes

Exemplo 1. Determinar as for¢as normais nos reforgos e o fluxo na alma
da secao central da viga indicada na Figura 3.

Em se¢des de geometria andloga, porém com altura constante, a analise
pode ser feita adotando-se a idealizagdo da sec¢do. Nessa idealizagdo toda a
resisténcia ao momento fletor fica por conta dos reforgos, cujas areas
equivalentes levam em conta as areas de reforcos externos eventualmente
posicionados na se¢do original e a contribui¢do da alma. Na alma da secao
idealizada desenvolve-se, exclusivamente, fluxo constante de cisalhamento,
que contribui para a resisténcia a forca cortante.

Naturalmente que o recurso a idealizacdo ¢ opcional, sendo vantajoso, em
muitos casos, particularmente pela simplificacdo que pode proporcionar a
analise. Na resolucao deste exemplo, opta-se por ndo adotar a idealizagdo
da secdo. A representacdo em forma simplificada da secdo, mostrada na
Figura 3, ¢ apenas para ressaltar os valores das areas dos refor¢os da secao
original.
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T O 4+ 20 kN

secao —
original 30 cm
0,2 cm > |<

L +

2

Figura 3 — Caso de viga com altura variavel

Inicialmente, o0 momento de flexdo solicitante na se¢do central tem o
seguinte valor:

M =20.100=2000 kN cm

J& o momento de inércia a flexdo da secdo fica composto pelas
contribui¢des dos reforcos (apenas a parcela de transporte) e do trecho da
alma:

0,2.30°

I1=4.152+ =2250 cm’

As forcas normais nos reforcos podem ser determinadas partindo-se da
condi¢do que suas componentes horizontais contribuem para a resisténcia
de parte do momento fletor (na auséncia de idealizacao da se¢do, uma parte
menor do momento acaba sendo resistida por tensdes normais na alma).
Para o calculo dessas componentes, determinam-se, em primeiro lugar, as
tensoes normais nas alturas dos reforcos.

Para a consideracao dos sinais de cada componente, opta-se, a partida, por
levar em conta que o momento solicitante provoca tragdo no reforco
superior (1) e compressao no inferior (2). Assim sendo, no caso do reforg¢o
1 resulta:

o, =Myl =M.15 =13,33 kN /cm’
“ 1 2250
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No reforco 2 a tensdo normal tem mesma intensidade, porém, de
compressao:

o, :%yz =—13,33 kN /cm’

Tendo-se em vista a representagdo esquematica mostrada na Figura 4, as
componentes horizontais das forgas normais nos reforcos ficam
determinadas multiplicando-se as tensdes normais pelas respectivas areas
no plano da segao:

P, =1333.4=5333kN; P,=-5333kN

As componentes verticais das mesmas forgas normais podem ser obtidas
em funcdo da tangente do angulo de inclinagdo dos refor¢os em relagdo ao
e1Xo0 X:

P =P iga=P,~ 2667 kN
’ 1200

10
Pyz:RCztga:szz—OO:—2,667 kN

A Figura 4 ilustra as componentes em questao:

P
- > x1

yi't P

| y2
e P2
A
sz 2000 kNcm

Figura 4 — Componentes de forcas normais nos reforgos

As forgas normais nos refor¢os, também ilustradas na Figura 4, calculam-se
a partir de suas componentes como:

P =—P,=/5333*+2,667> =534 kN
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A forga cortante na secdo distribui-se em parte na alma e parte nas
componentes verticais das forcas normais nos reforgos:

V=S+P +P, .. §=20-2,667-2,667=14,667 kN

O fluxo de cisalhamento g; num ponto genérico da alma da viga pode ser
determinado pela relacao:

S
=—M,
q, JR

Neste caso, o sentido do fluxo de cisalhamento deve coincidir com o
sentido conhecido de S, de modo que se pode dispensar a consideracdo de
sinais das distincias das areas em relacdo ao eixo de simetria quando do
calculo do momento estatico. Assim sendo, com os dados da Figura 5
resulta:

M = 4.15+t.s.(15—%) =60+35-0,1s’

Figura 5 — Geometria para o cdlculo do momento estatico
Portanto, o fluxo apresenta uma distribuicao parabodlica na altura da secao.

Em particular, os valores de fluxo nas extremidades e centro da alma
resultam:

p/s=0 > ¢q =039kN/cm

p/s=15— q,=0,536 kN /cm

Exemplo 2. A Figura 6 ilustra um caso de viga com altura e largura
linearmente varidveis submetida a uma forca concentrada em sua
extremidade livre, a qual provoca solicitagdes de flexdo e de tor¢do. O que
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se pede € determinar as forcas normais nos reforgos (‘stringers’) e os fluxos
nas paredes da secao central da viga.

+— 160 cm— T
Fe
X 400 cm
80 cm f
Z L
%80 ;Ih’l
- 9cm’ 12 cm® 9cm’
0 © 6 2 4T
Z

60 cm

2 3

+— 120cm —

(secdo central)

+—— 400 cm —

Figura 6 — Viga com altura e largura variaveis
O momento de flexao solicitante na se¢ao central vale:

M =100.200 = 20000 kN cm

O momento de inércia a flexdo da sec¢do central idealizada, indicada na
Figura 16, calcula-se com as contribui¢des dos reforcos:

1=9.30".4+12.30%.2 =54000 cm"

A tensdo normal (de tra¢do) na altura dos reforgos /, 2 e 3 resulta:

o =M, 20000 s, 1111 kNTem?
I 54000

Na altura dos reforcos 4, 5 e 6 a tensdo normal tem mesma intensidade que
a anterior, porém, de compressao:
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o :£y4 =—11,11 kN /cm’
1

x4

Considerando-se as areas das seg¢des dos refor¢os, as componentes
horizontais (segundo o eixo x) das for¢as normais ficam determinadas por:

P, =P, =-1111.9=-100 kN; P, =-1111.12=-1333 kN;
P,=P,=100kN; P.=1333kN.

Tendo-se em vista a representagdo esquematica mostrada na Figura 7, as
componentes das forcas normais nos planos (x-y) e (x-z) podem ser obtidas
em fung¢do das tangentes dos angulos de inclinagdo dos reforcos em relagao
ao eixo x, medidos naqueles planos.

Figura 7 — Componentes das for¢as no refor¢o

Particularmente para os reforgos 6 e 5, determinam-se (ndo se consideram
sinais nestes calculos):

P, =P, iga=100"L =5 ky
’ ’ 400
20
P.=P. tga=1333.-=6,67 kN
g 400
P =P tﬂ—]OOﬂ—IOkN
z6 x6 g 400
0

P.=P tgf=1333. —=0,0 kN
z5 x5 gﬂ 400

As for¢as normais nos reforgos 5 e¢ 6 (os outros refor¢os calculam-se
analogamente) resultam a partir de suas componentes como:
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P =+100% +5° +10> =100,6 kN; P, =+/133,3’ +6,67° + 0> =133,5 kN.

A forga cortante na secao se compde em parte pelos fluxos nas paredes que
formam a secdo e em parte pelas componentes verticais (segundo y) das
for¢as normais nos reforgos. Representando por S a resultante dos fluxos
nas paredes da se¢do, esta quantidade fica determinada por:

V=S+P,+P,+P +..+P, - S=100-5.4-667.2=66,67 kN

Os fluxos nos trechos de parede entre reforgos, podem ser determinados a
partir da andlise convencional simplificada de secdo fechada. Entretanto,
observa-se que neste caso, como a for¢a aplicada ndo passa pelo centro de
cisalhamento da secdo, os fluxos estardo relacionados tanto a parcela S de
forca cortante quanto ao momento de tor¢ao atuante na se¢ao.

Figura 8 — Fluxos na se¢do fechada

Por um lado, considerando-se os sentidos adotados, que estdo indicados na
Figura 8, a parcela § e os fluxos verificam a seguinte relagdo geral de
equilibrio:

q,+4q, :%Msi c/i=123

Particularizando-se a relacao geral para cada um dos trechos, escrevem-se:

q,+q,=—.(18+12).30=111 kN /cm

g, +q, ==.(12+9).30=0,778 kN /cm

~ |t~
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g, +q, = ?.(9).30 =0,33 kN/cm

Por outro lado, como os fluxos também mantém relacdo com o momento de
tor¢ao solicitante e, ainda, como o centro de cisalhamento ¢ conhecido
(coincide com o c.g.) € possivel escrever diretamente a relacdo de
equivaléncia entre os momentos dos fluxos na se¢do e o momento de
tor¢ao. Assim sendo, tem-se:

100.40 = —¢,.60.60 +2(q, +¢,).60.60 + ,.60.60

Substituindo-se nesta equagdo as relagdes entre os fluxos ¢;, g2, g3 € qo,
determina-se:

q,=0,277 kN / cm

E importante notar que, a rigor, nessa relacio de equivaléncia de momento
de torcao deveriam aparecer também contribui¢gdes das componentes no
plano da sec¢do das forgas normais nos refor¢os (pois estes sao inclinados
em relagdo ao plano da secdo!); entretanto, no caso considerado, devido a
simetria tais contribui¢des se anulam.

Finalmente, os fluxos de cisalhamento nas paredes da se¢do resultam
conforme mostra a Figura 9.

0.5 0,053
o o t

10,277 0

e o 1
0,5 00531
+— 120 —*

Figura 9 — Fluxos finais nas paredes da secdo central

Exemplo 3. Este exemplo procura apresentar uma metodologia de calculo
simplificado dos fluxos nas paredes da se¢do numa situacdo em que as
areas das sec¢Oes dos reforgos (‘stringers’) sdo variaveis ao longo do
comprimento da asa.

Neste tipo de situagao as relagdes do tipo:
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q.+4q, :§Mﬂ. c/i=123

ndo podem ser aplicadas diretamente, pois foram deduzidas a partir da
hipdtese de areas de reforcos invariaveis. De fato, considerando-se as
situagcdes indicadas na Figura 10, relativas a um trecho de comprimento
elementar entre secoes supostamente submetidas a flexdo, nas quais as
areas dos refor¢os sdo constantes ou variaveis, tem-se para o caso constante
a seguinte relacdo de equilibrio:

do A = (q1 + qo)dx
J& para o caso de area variavel, escreve-se:

do 4 +odAd =(q,+q,)dx

(0+00)(A+dA,)

chx

Figura 10 — Equilibrio de trechos de paredes

Da primeira delas, com o emprego de relagdes conhecidas da flexao,
resulta:

do amM 14
q,+q,= 4= Ay=—M
dx

que ¢ a relagdo empregada nos exemplos anteriores. Entretanto, da segunda
relagdo de equilibrio, tem-se:

do d4 'V M dA
+q=—A+0c—=-M +—y—
“r, dx ' ddc I " 1 Y dx

z z
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Nota-se que a determinacao do fluxo passa a envolver também o momento
fletor, inviabilizando a adog¢do da hipdtese que os fluxos mantém apenas
relagdo com tensdes de cisalhamento provenientes da cortante. Isto mostra,
portanto, que a d&reas variaveis de refor¢co impdem uma alteragcdo
importante no procedimento de calculo dos fluxos.

Naturalmente as areas dos refor¢os podem variar arbitrariamente ao longo
do comprimento, proporcionando uma variagdo também arbitraria das
forcas normais. Porém uma hipotese simplificadora razoavel consiste
admitir que a varia¢do da for¢a normal num refor¢co ao longo de toda a asa
possa ser reproduzida pela combinagdo de variagdes lineares definidas em
pequenos trechos entre se¢des. Por exemplo, entre duas segdes (I e 2)
distantes entre si de uma distancia finita pequena Ax, a variagdo da forga

normal no refor¢o pode ser determinada por:

Ax

Voltando ao exemplo em estudo, considera-se que o0 mesmo arranjo
estrutural do exemplo 2, porém com secdes de reforcos varidveis. O
objetivo ¢ determinar for¢as normais nos reforcos e fluxos nas paredes da
secdo central da viga.

Dentro do procedimento de solucdo escolhem-se duas se¢des vizinhas da
se¢do central, entre as quais se admite uma variacdo linear das forcas
normais. Neste caso, sugerem-se as secoes distantes /90 cm e 210 cm da
extremidade livre. Nestas mesmas secOes, as areas dos reforcos / e 2,
indicados na Figura 5, valem: 8,5 cm’ ¢ 9,5 cm’ para o reforgo 1 e 11,5 cm’
e 12,5 cm’ para o reforgo 2. As areas dos outros refor¢os resultam por
simetria.

Segue o calculo das forgas normais nos refor¢os. Para a se¢do / 0 momento
fletor vale:

M =100.190 =19000 AN cm

A largura e a altura da se¢do resultam, respectivamente: //8 cm ¢ 59 cm. O
momento de inércia leva em conta as contribui¢des dos reforgos:

1=8,5.29,5°.4+11,5.29,5*.2 =49604,25 cm*

A tensdo normal (de compressao) na altura dos reforgos /, 2 e 3 resulta:
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M 19000
C,=—"7N0

g =————295=-113 kN/cm’
S 49604,25

Na altura dos reforcos 4, 5 e 6 a tensdo normal tem mesma intensidade que

a anterior, porém, de tragdo:

Jx4=%y4:11,3 kN / cm’

Considerando-se as dareas das segOes dos refor¢os, as componentes
horizontais (segundo o eixo x) das for¢as normais ficam determinadas por:

P =P ,=-11385=-96,05kN; P,=-113.11,5=-129,95kN;
P,=P,=9605kN; P, =129,95kN.

As componentes das forgas nos planos (x-y) e (x-z) resultam:

P,=P,=P,1ga=9605.0,05=48 kN; P,=129,95.0,05=065 kN;
P, =P,=96,05.01=9,605kN; P,=129,45.0,0=0 kN.

Finalmente as for¢as normais nos reforcos valem:

P =P, =4/96,05" +4,8>+9,605* = -96,65 kN
P, =4/129,95> + 6,5 +0* =—130,1 kN.

As forgas nos outros reforcos seguem por simetria, porém invertendo os
sinais.

Para a secao 2 o momento fletor vale:

M =100.210=21000 kN cm

A largura e altura da se¢do resultam, respectivamente: /22 cm e 61 cm. O
momento de inércia leva em conta as contribui¢des dos reforgos:

1=9,5.30,5°.4+12,5.30,5".2 = 58605,75 cm*

A tensdo normal (de compressao) na altura dos reforgos /, 2 e 3 resulta:
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o =M, _ 21000 555 1093 kN /em’
1T T 58605,75

Na altura dos reforcos 4, 5 e 6 a tensdo normal tem mesma intensidade que
a anterior, porém, de tragao:

o, =¥y4 =10,93 kN / cm®

Considerando-se as dareas das segOes dos refor¢os, as componentes
horizontais (segundo o eixo x) das forcas normais ficam determinadas por:

P, =P ,=-10939,5=—-1038kN; P,=-10,93.12,5=-136,6 kN;
P, =P,=1038kN; P,=136,6kN.

As componentes das for¢as nos planos (x-y) e (x-z) resultam:

P,=P,=P,tga=1038.0,05=519kN; P, =136,6.0,05=6,83 kN;
P, =P,=1038.0,1=1038 kN; P,=136,6.0,0=0 kN.

Finalmente as for¢as normais nos reforgos valem:

P =P =1038 +5]19 +1038 =—104,4 kN;
P, =4/136,6’ + 6,83 +0° =—136,8 kN.

As forgas nos outros reforcos seguem por simetria, porém invertendo os
sinais.

A variagdo da for¢ca normal em cada reforco fica determinada por:

p,=p, = —96,65+104,4 _ —0,3875 kN / cm
20
p, = 136’82_0130’1 =-0,335 kN /cm

A Figura 11 mostra o trecho em analise com os fluxos correspondentes as
variagoes de forcas nos refor¢os. Os fluxos nas paredes do trecho resultam
por andlise de equilibrio; assim, isolando-se cada um dos reforcos:

9., +9,, =0,3875
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9» — 4, = 0,335
4., — 4, = 0,3875

Figura 11 — Variagoes de forcas nos reforcos

Impondo-se a equivaléncia dos momentos dos fluxos na secdo central com

o momento de tor¢do provocado pela for¢a externa aplicada (e de sentido
horario na sec¢ao), obtém-se:

4000 =g¢,,.60.60—¢g,,.60.60 — ¢,,.60.60 — ¢g.,.60.60
Da resolugao do sistema de equagdes anteriores resultam:
q, =-0,445; ¢, =0.833; ¢,,=-0,11; ¢, =0,277.

A Figura 12 ilustra o resultado obtido.

0445 0,11
+— 120 —F

Figura 12 — Fluxos finais nas paredes da se¢do central



CAPITULO 6 FORMAS FRACAS DO P.V.C.

1. Forma Forte do problema da barra sob forca normal

O equacionamento aqui denominado: em forma forte do problema da barra
sob for¢a normal foi visto no capitulo de introducao a teoria da elasticidade
e, essencialmente, se constroi mediante trés relagdes: uma de equilibrio,
outra de compatibilidade e a relacdo constitutiva.

O interesse pela forma forte ¢ que ela pode proporcionar uma solugdo
analitica exata para o problema matematico de valor de contorno, que reune
as trés relacoes mencionadas e as condicoes de contorno.

Como exemplo de construcdo da forma forte € interessante reconsiderar o
caso da barra prismatica sob forca normal. Nas barras, em razdo da
hipdtese de indeformabilidade das secdes transversais nos seus planos, o
conjunto de incognitas envolvidas se reduz ao deslocamento axial u, a
componente de tensdo normal o e a componente de deformacao linear ¢_,

todas elas caracterizando-se como fung¢des de uma unica variavel.

A Figura 1 ilustra o problema de uma barra fixa numa extremidade e livre
na outra, submetida a uma forga g distribuida por unidade de comprimento.

v——b a(x) A
i r
q \_area A N T I qdx
1

- |

o(x) A+do(x) A
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Figura 1 — Barra sob for¢a normal

A relagdo de equilibrio pode ser obtida diretamente do diagrama de corpo
livre de um elemento do interior da barra, colocado em destaque na Figura
1, sendo escrita na forma:

do, q

dx 4 M

A relagdo de compatibilidade decorre da hipdtese de indeformabilidade da
secdo, sendo escrita, conforme ilustra o esquema ilustrado na Figura 1,
como:

gx — A_dx — ﬂ — u' (2)
dx dx

Finalmente a relacao constitutiva se reduz a:

o =FE¢ 3)

Combinando-se as trés relacdes de modo a eliminar a tensao normal e a
deformacgao linear, obtém-se:

14 q
u'=——1 4
4 (4)

Da integracdo da equacdo diferencial e imposicdo das condigdes de
contorno resulta:

_ gLl | (x)_(xY
”(x)_zEA{Z(LJ (L” )
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A (2) e a (3) combinadas proporcionam, com a (5), a distribuicdo de
tensOes normais ao longo da barra:

a(x):%{l—(%ﬂ ©)

Com a definicao de for¢a normal atuante numa secao transversal arbitraria:

N(x)=[o,dA (7)

conclui-se neste exemplo que:

N(x)= qL{l —(%ﬂ (8)

E importante notar que nem sempre ¢ possivel obter uma solucio analitica
para um problema de valor de contorno formulado em forma forte e, nesses
casos a alternativa consiste em encontrar solu¢des aproximadas
suficientemente precisas. A formulacdo em forma fraca proporciona
metodologias eficientes para gerar solucdes em forma aproximada.

2. O problema da barra sob forca normal em Forma Fraca

Ainda considerando o problema da barra sob for¢a normal, a deducao da
forma fraca parte da seguinte condi¢do, construida com a equacao
diferencial do problema:

'(E Au"+q)wdx =0 VweH 9)

onde a funcdo ponderadora w pertence ao espagco H das fungdes
homogéneas nas condi¢des de contorno essenciais, isto €, no caso: w(0) =
0, e suficientemente regulares para que a integral faga sentido.

De um modo geral, os espacos vetoriais aos quais pertencem as fungdes
solucdo e ponderadora podem ser diferentes. Entretanto, a restricdo de
homogeneidade mencionada tem em vista atender também a possibilidade
que tanto a fung¢do solugdo quanto a de ponderagao pertencam a um mesmo
espaco vetorial. Neste caso, por um lado a homogeneidade, imposta a
funcdo ponderadora, permite que a mesma seja definida como uma
variagdo, ou diferenca, entre funcdes admissiveis para solucdo. Por outro
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lado, garante-se que uma eventual condi¢do de contorno ndo-homogénea a
ser exigida da solugdo, ndo venha a ser violada por efeito da ponderagdo.

Como ja mencionado, a forma ponderada descrita pela (9) ¢ interessante
particularmente porque dela podem ser obtidas solu¢des aproximativas. De
fato, de forma independente ¢ possivel adotar uma aproximagao
(polinomial, por exemplo) para a solucdo e outra para a fungdo
ponderadora (obedecendo as restrigdes de regularidade e homogeneidade).
A partir dai, a verificagdao da (9) impde uma adequagdo da aproximagao
(mediante um ajuste dos seus coeficientes), de tal modo que a equagdo
diferencial passa a ser atendida no sentido de média ponderada.
Claramente, a fun¢do ponderadora exerce papel importante sobre o ajuste
da aproximagdo, porém, se a solucdo aproximativa escolhida previamente
coincidir com a exata, a condicao (9) sera atendida para qualquer w.

Voltando a anélise da forma indicada pela (9), nota-se que a funcao u deve
apresentar regularidade minima (segunda derivada continua) para que
exista a integral definida; além disso, exige-se que essa funcao satisfaga as
condi¢des de contorno nas extremidades da barra. A regularidade exigida
de u ¢, portanto, a mesma da forma forte. Entretanto, realizando-se uma
primeira integragdo por partes, a condicdo de regularidade pode ser
atenuada. De fato, tal integragdo resulta:

[EAu'w] —["E Au' W dx+ [ qwdx =0 (10)

A parcela entre colchetes representa valores nos contornos, no caso, as
extremidades da barra, explicitados como segue:

EAu'(LY)W(L)—E Au'(0)w(0)— [l E Au' W dx+[ gwdx=0 (11)
RO N0

A forma dada pela (11) ¢ dita fraca fundamentalmente por exigir
regularidade de ordem menor na fun¢do solucao. Além disso, por envolver
forcas normais N(L) e N(0) nas parcelas de contorno, e que devem coincidir
com forgas concentradas eventualmente aplicadas externamente, diz-se que
a forma fraca inclui naturalmente as condi¢des de contorno nos esforcos.
Por este motivo as condi¢des de contorno em esforgos sao ditas naturais.

Por outro lado, a (11) passa a exigir da fung¢do ponderadora regularidade
maior em relacdo aquela exigida pela (9). Nota-se, nesse sentido, que a
regularidade minima necessaria tanto para u quanto para w passa a ser a
mesma, e controlada pela integral: [ E Au'w'dx.
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Em resumo, a (11), se adotada diretamente, constitui-se em nova forma de
representagdo matematica do problema em analise. Essa forma ¢ dita fraca
e simétrica, por exigir regularidade menor e igual tanto da funcao incognita
quanto da fungao peso.

Assim sendo, a resolugdo do exemplo, expresso segundo a forma fraca, se
resume a encontrar u(x), com u(0)= 0, tal que para todo w(x), com w(0)=0,
seja verificada a condigao:

[FEAu'wdx = [ qwdx (12)

Nota-se que no exemplo, a for¢a normal na extremidade livre deve ser nula,
uma vez que nao ha forca externa aplicada diretamente naquela se¢do. Por
este motivo na passagem da (11) para a (12) desapareceram as parcelas
correspondentes as condigdes de contorno naturais.

Do que foi apresentado, pode-se concluir que:

1. A forma forte exige maior regularidade da funcao solugdo, além da
verificagdo de condigdes de contorno que podem incluir restricdes
também nos esforcos (condi¢coes de contorno naturais).

2. A forma fraca permite o relaxamento das condi¢des de regularidade
exigidas pela forma forte e a verificagdo inicial somente das
condi¢des de contorno essenciais.

Outra possivel interpretacdo para a (12) decorre da definicdo que se possa
dar a funcdo ponderadora. Por exemplo, como ela deve ter o mesmo grau
de continuidade da fun¢do de aproximacao da solug¢ao, porém apenas com a
restricdo adicional de homogeneidade na condi¢do de contorno essencial,
ambas podem pertencer ao mesmo espago vetorial. Assim sendo, pode-se
muito bem definir a fungdo ponderadora a partir da diferenca entre duas
fungdes candidatas a aproximacgao, conforme a rela¢ao seguinte:

w(x) = u, (x) —u,(x)

Claramente, na forma acima a fun¢do ponderadora resulta homogénea na
condi¢dao de contorno essencial. Pode-se, entdo, dar & w a interpretacao
adicional de um deslocamento ‘virtual’, representando-a, por conveniéncia,
na forma: w(x)=Ju(x). Assim sendo, a (12) passa a ser entendida como a

expressao do Principio dos Trabalhos Virtuais:
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[[EAu Su'dx=[ qSudx (13)

De fato, explicitando-se na relagdo anterior a integral de area segue que:

L L

[[Eu'ou'dSdx=[qoudx (14)
oS o

Considerando-se que no problema da barra simples de volume V: u'=¢,
o=EFE¢ e que analogamente podem ser definidos:

ou' =06 2—” = a;” =0¢,a(14) assume a forma de balanco entre trabalhos
X X

virtuais (interno e externo):
[coedV=[qSudx (15)

Naturalmente a relagdo anterior deve ser valida para qualquer que seja ou
compativel com o & e homogéneo nas condi¢des de contorno essenciais.

Vale lembrar, neste ponto, o que estabelece, em linhas gerais, o enunciado
do P.T.V.. um solido deformavel esta em equilibrio, considerando-se a
distribuigdo de tensoes internas e forgas externas aplicadas, se o trabalho
virtual interno for igual ao trabalho virtual externo para todo campo
imposto de deslocamentos virtuais admissiveis (que verificam as condigoes
de contorno) e compativeis (que geram deformagoes virtuais).

A relagdo do P.T.V. dada pela (15) pode ser estendida de forma imediata
para o caso das barras em flexdo, uma vez que a hipotese de
indeformabilidade das se¢des se mantém e o problema também pode ser
tratado em forma unidimensional.

Neste caso, admitindo-se que a funcdo de aproximagdo dos deslocamentos
seja representada por v(x), de acordo com a teoria classica de flexdao a

relagdo de compatibilidade escreve-se: &£=-—yVv"; por analogia a
deformacdo virtual pode ser escrita como: d&=—ydv". Levando-se em
conta que a relagdo constitutiva ¢ dada por: o =FE¢, e sendo p(x) a forga

externa aplicada de natureza distribuida ao longo do comprimento da viga,
resulta que a (15) assume a forma:

TjEyzv”&}"dex:Tpé‘vdx (16)
oS 4
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sendo que, agora, o v ¢ um campo de deslocamentos virtuais compativeis e
homogéneos nas condi¢des de contorno essenciais.

Observa-se, em conclusdo, que a adoc¢do do Principio dos Trabalhos
Virtuais proporciona diretamente a forma fraca e, portanto, dispensa o
conhecimento da equagdo diferencial do problema.

Nota-se, finalmente, em alternativa ao P.T.V., ou a integracao por partes da
forma ponderada da equagdo diferencial, pode-se deduzir a forma fraca
mediante uma abordagem baseada no Método da Energia.

3. Formas Fracas construidas pela Energia Potencial Total

O conceito de energia interna de deformagao ja foi apresentado em capitulo
anterior. Essencialmente, considerando-se que em pontos de um soélido
estados de tensdo surgem em decorréncia de certa historia de deformagao
imposta, pode-se definir uma quantidade de energia interna movimentada
no processo de deformagdo, medida pelo trabalho das tensdes nas
deformagdes. Essa quantidade ¢ denominada energia de deformacao.

No caso da barra simples, ao final do processo de deformagdo a energia
envolvida em todo o volume pode ser quantificada pela relagao:

U=| jaxdgx dv (17)
7\ 0

Em termos gerais, se um so6lido ¢ elastico, toda a energia movimentada no
processo de deformacao se acumula no seu interior e podera ser usada na
recuperacdo da forma inicial quando da retirada da causa externa que
provocou a deformacdo. Nessa condicdo a energia de deformacdo ¢ dita
elastica.

Para a barra sob for¢a normal pode-se exprimir a energia de deformacao em
termos do campo de deslocamentos axiais (u#), considerando-se a lei de
Hooke e a condigdo de compatibilidade, expressas pelas (3) e (2),
respectivamente. Assim sendo, a relacdo (17) particularizada para este caso
fornece:
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N | —

U= Uade}dlf j{jEsda)dV
(E jdV j(jz )ZdAjdx (18)

A

U= EA

1
[

Por outro lado, as forgas externas aplicadas pode-se associar a defini¢ao de
uma energia potencial ‘de posi¢do’. Assim, tendo-se em vista o conjunto de
forcas aplicadas, ao passar o solido da posi¢do inicial para uma deformada,
diz-se que hd uma variacao da energia potencial de posi¢do, quantificada
pelo trabalho das forcas externas nos deslocamentos dos seus pontos de
aplicagao.

Por generalidade, considere-se que na barra possam ser aplicadas forgas
distribuidas por unidade de comprimento (g) e for¢as concentradas (P). Se,
além disso, o trabalho realizado somente depender do conhecimento das
configuracgdes inicial e final, e ndo do trajeto percorrido durante a mudanga,
entdo, diz-se que as forgas aplicadas sdo conservativas, ou independentes
do campo de deslocamentos.

Nessas condig¢des, tendo a configuragao inicial como referéncia, o trabalho
realizado pelas forcas externas, ao apresentar a barra um campo de
deslocamentos u, € definido na forma:

oW, =lqu dx+ijl.u[ (19)
L i=1

sendo n o numero de forcas aplicadas em posicoes ao longo da barra.

Considerando-se, entdo, a configuracdo inicial da barra e a deformada,
segue que a variagdo da energia potencial de posigdo ¢ dada por:

002=-0W,

f (20)
Note-se que essa variagdo apresenta um sinal negativo em coeréncia com a
hipotese que a energia potencial de posicao tende a diminuir na mudanga
para uma configuracdo mais deformada (ou os deslocamentos sejam tais
que W, >0).
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Energia Potencial Total IT(u) de um Solido Eldstico: é definida pela soma

da energia elastica de deformagdo com a energia potencial de posi¢ao das
. 1
forcas externas, sendo um funcional’ do campo de deslocamentos.

u(x)]=U+602 (21)

Primeiro principio variacional: em um s6lido elastico sujeito a forgas
externas conservativas, na configuragdo ‘real’, ou equilibrada, /7
apresenta primeira variacdo nula (ou seja: € estacionario) com relacdo a
qualquer variacdo congruente (homogénea nas condig¢oes de contorno
essenciais) do campo de deslocamentos.

OVIT=0 VY Su (22)

Segundo principio variacional: em um solido elastico-linear sujeito a
forgas externas conservativas, no ambito das pequenas deformacdes, na
configuragdo de equilibrio o funcional apresenta segunda variagao positiva
(/1 atinge um valor minimo) com relacdo a qualquer variagdo congruente
do campo de deslocamentos.

SOIT>0 V Su (23)

A aplicagdo dos principios descritos, em particular do primeiro deles, exige
o calculo da variacao primeira do funcional. Tal variagdo ¢ definida como a
parcela linear no acréscimo do funcional, escrito a partir de um acréscimo
(ou) dado a funcdo argumento. Justamente a imposicdo da condi¢ao dada
pela (22) é que proporciona a forma fraca em questdo. Os proximos itens
ilustram esses aspectos conceituais.

3.1. Energia Potencial Total e Forma Fraca: barras sob for¢ca normal

Para a barra indicada na Figura 1 o funcional da energia potencial total
resulta:

H(u):T%E(u')zdx—zqu(x)dx (24)

0

A partir do funcional da energia total, pode-se aplicar o primeiro principio
variacional 6 /7 (u)=0 no sentido de encontrar u(x) que corresponde a

configurac¢do de equilibrio. Tem-se, entdo, o seguinte desenvolvimento:

1 . , . ~ . . ~
Funcional é toda aplicac¢do que associa uma fung¢do a um valor escalar.
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ITu+5ul ?[?(u#&u')z —q(u +5u)} d x

H[u+5u]:T{ETS(u'2 +2u'5u'+5u'2)—q(u +5u)} dx

o

H[u+5u]=H[u]+ﬂES(u'§u')—q(5u)]dx+0(§u) (25)

oIl

onde o(du) representa termos de ordem superior em ou . Conclui-se que:
ST = ([ES (' 5u')— g(Su)] d x (26)

A (26) igualada a zero, em acordo com o primeiro principio variacional, e
admitindo que o acréscimo Ju seja homogéneo nas condi¢des de contorno

essenciais, coincide com a forma fraca do problema da barra sob forca
normal.

Assim sendo, conclui-se que a forma fraca pode ser obtida diretamente da
primeira variagdo do funcional da energia potencial total, dispensando-se,
nesse caso, o conhecimento da equagao diferencial do problema.

Uma observagdo importante ¢ que a forma fraca também contempla as
condicdes de compatibilidade e constitutiva. Além disso, ela propria
representa a condi¢dao de equilibrio. Portanto, todas as restri¢des do P.V.C.
estao atendidas numa unica relagao!

3.2. Energia Potencial Total e Forma Fraca: barras sob flexdo

Seja o problema de determinar os deslocamentos transversais da viga bi-
engastada, indicada na Figura 2, a partir de sua formulagdo em forma fraca.

P

Figura 2 — Viga bi-engastada
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Para se obter a forma fraca, o primeiro passo consiste em escrever o
funcional da Energia Potencial Total.

Considerando-se que a resposta procurada corresponde a viga em regime
linear elastico, com pequenos giros ¢ deslocamentos de suas segdes
transversais, o problema pode ser modelado segundo a teoria classica de
flexdo. Nesse sentido, admite-se valida a hipdtese cinematica de segdes
inicialmente planas e ortogonais ao eixo permanecerem planas,
indeforméveis no seu plano, e ortogonais ao eixo deslocado. Além disso,
admite-se, também, que os deslocamentos axiais sejam despreziveis.

Por serem as secOes transversais indeformaveis nos seus planos e
apresentando giros pequenos em correspondéncia a momentos fletores
solicitantes, os deslocamentos transversais, em qualquer ponto da viga, sao
totalmente determinados pelos deslocamentos dos pontos pertencentes ao
eixo e descritos pela fungdo v(x).

Considerando-se, ainda, que a secdo genérica permanece ortogonal ao eixo
deformado e, novamente, que os deslocamentos e giros sao suficientemente
pequenos, pode-se confundir a tangente a linha eldstica com a derivada da
funcao v(x) no ponto e, por sua vez, com o proprio giro da secao.

[9+(d8/da) dz] y

Figura 3 — Deformacdo de um elemento de viga

Valendo as hipoteses mencionadas, o estado de deformacdo apresenta, em
cada ponto, somente uma componente: & . A determinagdo dessa

componente decorre da geometria indicada na Figura 3, que ilustra um
elemento infinitesimal de viga antes e depois da deformacdo. Valendo-se
da hipotese de giros e deslocamentos pequenos, pode-se confundir o
comprimento atual da fibra com a sua projecao horizontal e, portanto:
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A'B' — 4B _ [dx—9y+9y+(d9/dx)dxy]—dx:yde

’ AB dx dx
2
Como Qz—ﬂ, segue que &, =—y d ‘: =—yV" (28)
dx ’ dx

Tendo-se em vista que a tensdo normal correspondente a ¢, fica
determinada pela Lei de Hooke (o = E ¢ ), em razdo da resposta elastico-
linear do meio, a Energia de Deformacgao fica dada na forma:

U[v(x)]:i{l(%ngsz)dx:ﬂ(%Eyz v”szjdx (29)

Como todos os pontos de uma secdo sofrem deslocamentos transversais
iguais, segue que o produto Ev"* é constante na integral sobre a area 4 e,

portanto:

Ulv(x)]= I%Ev"z (£y2 d A)d xX= T%(V”)dx (30)

o

onde / representa 0 momento de inércia da secdo em relacdo ao eixo z,
ortogonal ao plano da Figura 3.

A Energia Potencial de Posicdo das Forgcas Externas fica expressa em
funcdo do trabalho da forga distribuida aplicada sobre o campo de
deslocamentos v(x):

Olv)]=-I pve (31)
Finalmente, a Energia Potencial Total resulta:

LE] y 2 L
Iv(x)]= IT(V ) dx—[pv(x)dx (32)

A forma fraca resulta, entdo, da imposi¢dao da nulidade da primeira variacao
do funcional dado pela (32). No caso, a primeira variagdo pode ser
determinada pelo seguinte desenvolvimento:
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2
H[v+5v]=f%(v"+5v") dx—fp(v+§v)dx (33)

onde Sv representa qualquer variagdo para a funcdo v(x), homogénea nas
condi¢des de contorno essenciais. Nota-se que no caso da viga, as
condicoes de contorno essenciais referem-se ndo somente aos
deslocamentos transversais, mas também aos giros (ou primeiras derivadas
de v(x)) das secOes nas extremidades.

Identificando-se no desenvolvimento da relagdo (33) a parcela linear no
acréscimo e impondo-se, entdo, a nulidade da primeira varia¢dao, obtém-se a
forma fraca conhecida:

?Elv"§v"a’x—fp5vdx:0 (34)
0 0

4. A Forma Fraca e as solu¢des aproximativas

Conforme visto, tanto o Método da Energia, quanto Principio dos
Trabalhos Virtuais proporcionam maneiras de se obter a forma variacional
fraca de um problema de valor de contorno. Por conveniéncia reescrevem-
se as formas fracas dos problemas da barra sob carregamento axial e da
viga em flexdo estudados até o0 momento:

TESu'é'u'dx:Tqéudx vV ou (35)

TEIV"5V”dx:Tp5vdx Y ov (36)

E importante novamente chamar a atengao que, de acordo com o P.T.V., a
funcdo que descreve o campo de deslocamentos reais (# ou v) na situagao
equilibrada deve obedecer as condigdes de contorno essenciais, sendo que o
campo de deslocamentos virtuais (ou ou ov) deve ser homogéneo nessas
mesmas condi¢cdes. Ja as condicoes de contorno naturais estdao
contempladas no P.T.V. nas parcelas relativas ao trabalho das forcas
externas.

Neste ponto, recordam-se alguns conceitos basicos da Algebra Linear. Uma
transformacao L(v), que associa um escalar a fung¢do v, € dita forma linear

se apresenta a seguinte propriedade:
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Llav, +Bv,)=a L)+ pLKy,) o apc® (37)

Uma transformagao B(u,v), que associa um escalar as fungdes u e v, € dita

forma bilinear (linear em u ¢ linear em v) se apresenta as seguintes
propriedades:

B(ocu1 +,Bu2,v):aB(ul,v)+,BB(uz,v)

Blu,arv, + pv,) = B(u,v,)+ B B(u,v,) o/ a,p (38)

Voltando, por um momento, as expressoes (35) e (36), nota-se que ambas
incluem uma forma bilinear e outra linear e, portanto, a mesma
caracteristica ¢ apresentada pelo P.T.V.

No caso da (35), por exemplo, as formas bilinear e linear sdo identificadas
em cada uma das integrais por:

B(u,v)=B(',6u')= fESu’éu’dx

L(v)=L(u)= iqudx

Assim sendo, ao P.T.V. pode-se dar a seguinte representagdo geral:
B(u,v)-L(v)=0 Vv (39)

aonde u representa um campo de fungdes com condi¢des de continuidade
compativeis com o que exige a particular forma bilinear de cada problema
e que verificam as condi¢des de contorno essenciais. Por sua vez, v
representa um campo de deslocamentos virtuais homogéneo nas condigdes
de contorno essenciais e, também, com regularidade compativel com as
formas bilinear e linear.

No sentido de se obter solucdes aproximadas para os problemas de valor de
contorno expressos segundo a (39), pode-se representar u € v como
combinagdes lineares do tipo: u(x)=a, ¢(x) e v(x)= B.v, (x), com
i,j=1,...,n". Nessas representacdes os coeficientes a, e P, sido
parametros incognitos, enquanto que ¢(x)e y,(x) sdo fungdes com
caracteristicas adequadas para que a forma bilinear, em particular, tenha
valor finito. Além disso, em coeréncia com as restrigdes que os campos

2 ~ .. e .. ~ ;. ;. .
A notagdo indicada é a indicial, que pressupoe somatoria dos termos com indices repetidos.
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reais e virtuais devem obedecer, as fungdes ¢ (x) devem verificar as
condigdes de contorno essenciais, enquanto que as fungdes . (x) devem

ser homogéneas nas mesmas condicdes de contorno essenciais.

Uma maneira de definir as fungdes w,(x) consiste em empregar a técnica
de Galerkin, segundo a qual se tomam as mesmas fungdes ¢ (x) usadas
para aproximar a solu¢do’. Nessas condi¢des, as funcdes @ (x) também
passam a ser homogéneas nas condi¢des de contorno essenciais.

Por outro lado, a integral que define a forma bilinear no problema da barra
. L N2 L, 1. .
simples assume a forma: [ E A(u')’ dx. Essa anélise serve para concluir

que a rigor, de modo a abranger também a possibilidade descrita, deve-se
exigir que tanto u quanto v pertengam ao conjunto de fun¢des homogéneas
nas condi¢cdes de contorno essenciais € com primeira derivada quadrado
integravel.

Voltando ao desenvolvimento para a obtengdo do sistema do qual se obtém
as constantes ¢«,, considere-se novamente a (39) substituindo-se, em

primeiro lugar, a aproximacdo para o campo de deslocamentos virtuais.
Desse modo resultam, sucessivamente:

B(u,ﬂj ¢.i)_L(ﬂj ¢j): 0V g (G=L..n
b, lB(u,¢/)—L(¢j)J= 0= B(u’¢1): L(¢j) (j=1....,n) (40)
A ultima relacao representa, portanto, um conjunto de »n equagoes.

Numa segunda etapa do desenvolvimento, introduzindo-se na (40) a
aproximagdo para o campo de deslocamentos reais, obtém-se:

a,B(¢.4,)=L(g,) c/i,j=1,...n (41)

Denotando-se: K, = B(¢i,¢j) e L = L(¢j), e interpretando-se K, como
componente de uma matriz posicionado na linha i € coluna j, ¢ também L,

como componente de um vetor-coluna posicionado na linha j, resulta que o
sistema resolvente pode ser colocado na forma:

K'a=L (42)

3 p ~ ~ .
E o caso em que a fun¢do solugdo e a ponderadora pertencem ao mesmo espago vetorial.
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aonde reuniram-se os coeficientes «, no vetor « .

Uma propriedade importante da matriz K € a sua simetria, a qual decorre

da propria defini¢dao da forma bilinear.

Exemplo 1: considere-se o mesmo problema da barra sob carga axial
ilustrado na Figura 4 (note-se que as duas extremidades sao fixas).

Neste caso a forma fraca obtida pela aplicagdo do P.T.V. tem a mesma
redacdo da (1), aqui repetida por conveniéncia:

L L
[ESu'ovidx—[qovdx=0

s

q Narea A

>
Figura 4 — Barra sob for¢a normal

L

Portanto: B(u,v)= TESu'5v'dx e L(v)=[gdvd x. Assim sendo, para fins

o

de obtengdo dos parametros da solu¢do aproximada, as componentes da
matriz K e do vetor L, podem ser obtidas de:

K,=[ES##dx e L =[qfdx

Adotando-se para o campo de deslocamentos reais uma aproximagao dada
por um polindmio completo do terceiro grau, e ja impondo as condi¢des de
contorno essenciais, obtém-se a seguinte relacao:

u(x)=a, (x* =L x)+ o, (x* = Lx)
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e, portanto: ¢1(x)=(x3 —L 2x) e ¢2(x):(x2 —Lx).

Nessas condi¢des, as componentes da matriz K e do vetor L resultam:

K, :EES(st _p)dx=2ESL

K, =§ES(3x2 _r)ex-r)dx=ESE
K, :iES(zx—L)dez E‘zﬁ

L :ip(x3—L2x)dx:—p4L4

L =ip(x2—Lx)dx=—p6L3

Montando-se o sistema indicado pela (42) e resolvendo-o, obtém-se a
solucdo:

: p
@0 ks

Segue dai a resposta para o campo de deslocamentos:

o)== 2 ({5 |

Exemplo 2. determinar uma solug¢do aproximada para a eléstica da viga
indicada na Figura 5.

Neste caso a forma fraca obtida pela aplicagdo do P.T.V. tem a seguinte
redacgio:

[EIV'Sv'dx=PSwW(L)
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P

FE I=cte.

YYDV,
8
!

Figura 5 — Viga em balanco

Uma aproximagao para a solu¢ao mediante um polindmio do terceiro grau
(ja se considerando as condi¢des de contorno essenciais) resulta expressa
na forma:

v(x)=a,x’+a,x’; comV'(x)=6a,x+2a,

Entdo, segue que: @ =x’, ¢, =x’, ¢'=6x e ¢ =2. Por conseguinte a
L
forma bilinear fica dada, neste caso, por: B( [,¢j): [E1¢'$"d x e aforma

linear por: L(¢ ) =P¢(L).
Nessas condi¢des, as componentes do sistema indicado na (42) resultam:
B(#4)=1EI4¢/dx=12E1L 5 B(¢.$)=[E14/§ldx=6EIL ;

B(¢..#)=B(¢.4.) : B$.0.)=[E14/¢/dx=4EIL:

Li)=P4(L)=PL ; L($)=Ph(L)=PL.
Finalmente, o sistema de equagdes assume a forma:
1REIL 6EIL

a | |6PL
s a,] | 2P
6EIL 4ETL

< . P L o
Da solugdo do sistema resultam: o, =———; «, = € a aproximacao

6EI’ > 2EI

passa a ser escrita como:
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3 2 3
v(x): PL [
6EI| \ L L
Lembrando que: — EIv"(x) =M (x), a solugdo aproximada obtida leva a

um momento fletor dado por: M = P(x— L), que coincide com a solugdo
exata!

Uma observacdo complementar ¢ que ao se tentar adotar um polindmio de
grau ainda maior para determinar uma nova aproximagdo, os coeficientes
correspondentes aos termos de grau superior a trés acabam resultando
nulos.



CAPITULO 7 MEF EM ESTRUTURAS DE BARRAS

1. O Método dos Elementos Finitos

A teécnica dos Elementos Finitos fornece uma metodologia para a geracao
de funcdes de aproximagdo ¢ que se aplica a forma fraca obtida pelo

P.T.V. ou pelo Método da Energia. A combinagdo da técnica com a forma
fraca gera o Método dos Elementos Finitos (MEF). No que segue, faz-se
mengao diretamente ao MEF.

Segundo a metodologia proposta pelo MEF, a aproximagao para a solugao
¢ também construida mediante combinacao linear de um namero finito de
‘funcdes base’ na forma:

u(x)=a, g.(x) c/i=1,...,N (1)

Diz-se, entdo, que a aproximagdo pertence a um espago de funcgdes de
dimensao finita. Outras particularidades do método estdo relacionadas ao
significado dado aos coeficientes ¢, e a forma de geragdo das fungdes base.

Nesse sentido, realiza-se, inicialmente, uma ‘discretizacdo’ do dominio
fechado da solugdo introduzindo um nimero N de pontos
(propositadamente igual ao nimero de coeficientes «,) ditos nds, em

posicdes x, que incluem também o contorno; a distribuigdo de nds pode ser

regular ou irregular. Cada par de nds consecutivos delimita, por sua vez,
um elemento finito, de modo que o conjunto de N pontos define um nimero
(N-1) de elementos.

Definida a discretizagdo, impde-se que os coeficientes ¢, sejam iguais aos

valores pontuais da fun¢do incognita em cada nd, conforme indica a relagdo
seguinte:

o, =u(x,)=u, 2)

Nota-se que em conseqiiéncia do significado dado aos coeficientes «,, as

fungdes base devem ser construidas de modo a apresentarem valores
unitarios em cada n6 e o valor da aproximagdo entre os pontos nodais fica
definido por interpolagdo dos proprios valores nodais.
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Além disso, como diretrizes gerais, admitindo-se que as funcdes base
pertencam a familia dos polindmios, deve-se procurar trabalhar com
polindmios do menor grau possivel, observando-se a compatibilidade com
a maior ordem de derivada presente na expressao do P.T.V., em especial
nas integrais que definem as formas bilineares.

1.1 Aproximagoes com continuidade de ordem zero

No caso das barras, fungdes base lineares por partes permitem construir a
aproximag¢do mais simples possivel. De fato, conforme ilustra a Figura 1, a
aproximagdo global (em tracejado) apresenta continuidade de ordem zero
(isto ¢: sobre os valores da fun¢do) em todo o dominio da solucao,
enquanto que as derivadas de ordem um apresentam-se continuas por
partes, isto €, continuas no interior de cada elemento. Como se verd mais
adiante, tais caracteristicas atendem as exigéncias de continuidade da
aproximagdo global, explicitadas na expressao do P.T.V..

u(x)

|
|
|
u

i+17 1 n

[
[
u LU
| n-
>

(
{
{
{
{
{
{
|
(

. - -

|
I |
|
—
i +7..n—1 n
Figura 1 — Aproximacgao linear por partes

Observando-se, por um momento a (1), cada fung¢do base ¢ (x) em

principio possui valores definidos em todo o dominio, porém ¢ atrelada a
um no. Mais especificamente, uma maneira de garantir que a (2) seja
verificada ¢ que cada funcdo base assuma valor unitario no n6 ao qual esta
atrelada e valor nulo nos nos restantes da malha.

Tendo-se em vista, entdo, a aproximagao global linear por partes, indicada
em tracejado na Figura 1, e os comentarios anteriores, 0 método propde que
cada funcao ¢,(x) tenha por suporte (regido aonde toma valores diferentes
de zero) os dois elementos adjacentes ao n6. A Figura 2 ilustra essa

caracteristica, com as fungdes base representadas por relacdes lineares
(‘tendas’).
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¢ (x)

—~8

z) wz(x) %) v (x) @ (x)
1

\
\

¢ ‘
|
I | |
I | |
I | |
I | |
I | |
I | |
I |
: , \ : , :
3 ...o1—1 1+7.n-71 n
Figura 2 — Funcgoes base atreladas aos nos

De acordo com esse critério, a fungdo base ¢ (x) tem por suporte os dois

elementos finitos que ocupam a regido definida entre os nos (i+1) e (i-1),
sendo expressa pelas relagdes:

X=X,

ﬁ p/xl._ISxle.
fx) =1 ©
i+]
—— p/x,<x<x,,
Xiet =X

Passando a analisar, agora, a forma aproximada da relacdo de equilibrio
obtida do Principio dos Trabalhos Virtuais, a matriz K e o vetor L assumem
uma composicao caracteristica em razao da defini¢cao dada as funcdes base.

Por exemplo, a matriz K passa a ter dimensdo definida pelo nimero de

pontos nodais. Por outro lado, considerando-se a sua definicdo:

K. :B(¢A ¢.) as componentes que envolverem indices i e j nao
i i2rj)

pertencentes ao mesmo elemento serdo nulas, em virtude, justamente, do
formato em ‘tenda’ e do suporte compacto das funcdes base. Por essa
mesma razao, os elementos nao-nulos da matriz se acumularao em torno da
diagonal principal, dando a matriz K o chamado formato em banda.

Quanto ao vetor L, suas componentes, L, = L(¢j), serdo calculadas a partir

de integrais definidas sobre o suporte de cada func¢do base.

Para ilustrar as caracteristicas descritas, considere-se, novamente, o
exemplo da barra sob forca axial, fixa na extremidade superior e livre na
inferior. Admita-se que a discretizacdo adotada seja formada por trés nds
igualmente espacados e dois elementos, conforme ilustra a Figura 3.
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@

3 O
Figura 3 — Discretizagdo com trés nos e dois elementos

Neste caso, a matriz K passa a ter dimensado (3x3), o vetor L e o vetor de
parametros nodais resultam ambos com dimensao (3x1):

K, K, K, L, u,
£: K, K, K,|; L=13L,¢; a=3U,
K, K, K, L, u,

Levando-se em conta a divisdo em elementos adotada, as componentes da
matriz K e do vetor L podem ser calculadas, respectivamente, mediante as
formas bilinear e linear deste caso:

h; h;+h,

K,=B(.9 )= jES¢;¢_; dx=[ES@# dx+ [ESH dx;

hy+hy

L :L(¢j)::[q¢j dx = ijjq¢j dx + hjq¢j dx

onde h =x,—x, e h,=x,—Xx,. Naturalmente, x; x, e x; referem-se as

coordenadas dos pontos nodais /, 2 e 3 e valem, no caso, respectivamente:

L
x,=0;x,=— e x,=L.

Considerando-se, entdo, o exposto acima e as relacoes (3), as componentes
do sistema resultam:

! !

Iy+hy
by =) (=) gy jES¢;¢;dx=E7S
Iy

1

K, :TES
o 1 1

|
=0
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! !

Iy _ _ hy+h,y
Ku:jES(xz o) o) gy [ESgpde=—15
0 hl 1 Iy hl

” hl 2 2 h] hZ
hy+hy ' _ '
K, = jES @ §ldx + j psl . ~x) hxz) dx:—EhS
~ 2 2 2
y+hy _ ' _ '
K, J'ES # ldx+ j psbimx) v 4 ES
hZ h2 hZ
=0
n hyth,
—L(g)=q =)y = 2h
o 1 y
Ge-x,) 0o (6 -x) _qh qh
= dx + dx="—"+"2
=L(¢,) I " J 4 =T
Iy+hy —x h2
L3: Iq¢3dx+ I q( ) 2)a,’x:q2
%/_J 2
=0
Em forma matricial o sistema apresenta a seguinte representacgao:
ES _ES 0 [ qh,
h h u 7
1
h, h,  h, h, 2 2
L h2 hZ _ 2
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Observando-se o vetor independente, associado a forca externa, nota-se que
suas componentes sdo formadas pelas contribuicdes de metade da
resultante da forga distribuida atuante em cada elemento adjacente ao no;
assim, ¢ como se a for¢ca externa distribuida uniformemente na barra
estivesse aplicada em forma equivalente somente nos nds. Por essa razao,
esse vetor ¢ também denominado ‘vetor de forcas nodais equivalentes’.
Além disso, se existisse uma forga concentrada e um nd posicionado
diretamente sob ela, esta forca apareceria, no vetor independente, na linha
correspondente ao grau de liberdade associado ao no.

Por outro lado, ¢ importante chamar a ateng¢ao que o sistema dado pela (4),
porque provém do P.T.V., representa uma condicdo de equilibrio da
estrutura discretizada. Mais especificamente, o que se tem na (4) € um
conjunto de relagdes de equilibrio entre forgas internas e externas que
concorrem em cada um dos nos, sendo as forgas internas proporcionais a
rigidez da estrutura representada por cada um dos componentes da matriz
dos coeficientes do sistema. Nesse sentido, a matriz dos coeficientes ¢
também denominada ‘matriz de rigidez da estrutura’.

: < . L ,
Voltando a considera¢do da (4), substituindo-se: 4, =h, =5 o sistema

assume a forma:

2 _2 9L
L L u, 4
L L L 2
0 _2 2 |W) 9L
i L L | 4

E importante observar que o sistema tal como esta apresenta-se singular,
pois a matriz de rigidez ndo ¢ inversivel. Uma explicagdao simples para esse
fato decorre da observacdo que até o momento nenhuma condi¢do de
contorno foi imposta no modelo numérico. Assim sendo, o sistema diz
respeito a uma estrutura discretizada sem fixagcdo e, portanto, incapaz
equilibrar o conjunto de forgas aplicadas.

Para a obtencdo de uma solucdo € necessdrio acrescentar a restri¢ao
correspondente a condi¢do de contorno, no caso: u, =0 . O acréscimo dessa
restrigdo vem também acompanhado do acréscimo de uma nova incognita.
A rigor, ao considerar que o n6 1 estd vinculado, a primeira equacao do
sistema deve passar a ter seu termo independente alterado pelo acréscimo
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de um termo correspondente a forca de reacdo externa; isto &, o sistema
altera-se para:

2 2, aL,p
L L u, 4
ES —% % —% u, = % (5a)
0 2 2 qL
i L L 4

No sistema anterior as incognitas passam a ser u,, u, € R;, apresentando, a
resolucdo, as seguintes respostas em deslocamentos:

u, =0; u:3qL2 u, = qLZ.
7 8ES’ 7 2ES

O que se observa ¢ que a solucdo obtida coincide com a solucdo exata nos
pontos nodais. A solucdo geral finalmente resulta expressa na forma:

u(x)

3qL ql’
= +
sEs P pgh ™

com ¢,(x) e ¢,(x) definidos conforme a (3).

Até agora a constru¢do da aproximacdo pelo MEF baseou-se na
combinac¢ado linear de fun¢des base atreladas aos ndés da malha. Todavia,
observando-se a representagdo da aproximacgao, (indicada na Figura 4a), € o
fato de as integrais de interesse terem sido calculadas a partir de uma
somatéria de integrais sobre cada um dos elementos da discretizagdo,
resulta também valida outra interpretacao.

De acordo com ela, tanto a aproximagado global quanto a matriz de rigidez e
o vetor de forcas nodais equivalentes do sistema resolvente resultam das
contribui¢des de aproximagdes locais construidas sobre os dominios de
cada um dos elementos.
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54
ul = ue
) b) U3=Ugs
u(x)
A 2 ue(X)
1 Yer1¥
tefe | 7
‘\ // : ~ o 5] 2
VA ‘ e 1| el u, @,
| \ | | u ga RN
| // | | 1 6
/ \\1 | ~
| » N
e etl X
+ h,
c) d)
e e e €
U, © u, N1 q Nz
— — — —

Figura 4 — Contribuigdo do elemento ‘e’ para a aproximagdo
Nos mesmos moldes da aproximacao global, pode-se entdo estabelecer que

dentro do dominio do elemento e, (conforme ilustrado na Figura 4b), uma
aproximagao linear seja definida por:

u,(x) =u; ¢'(x) + u; ¢ (x) (6)

Tendo-se em vista que: 4, =x,, —x,, as fun¢des de forma lineares ¢'(x) e

¢’(x) do elemento sdo dadas por:

1 xe+1 —X
X)=
¢ (%) "
p/ x,<x<x,, (7)
X—Xx
¢ (x)=——
‘ h

e

Para um elemento finito entendido como uma estrutura de barra isolada sob
forgas externas definidas por ¢, N, e N;, conforme ilustra a Figura 4d, a
expressao do P.T.V. escreve-se na forma:

["EAu' Su'dx=["qSu dx+ N:(h)Su,(L)+ N:(0)Su,(0) (8)
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Nota-se que os deslocamentos virtuais nas extremidades do elemento nao
sdo necessariamente nulos, a menos que essas extremidades coincidam com
o contorno do dominio da estrutura aonde se prescrevam condigdes de
contorno essenciais.

O campo de deslocamentos virtuais no dominio do elemento finito pode ser
representado, segundo a técnica de Galerkin, por extensdo da relacdo (6):

Su,(x)=0u; $'(x)+ Su; ¢ (x) ©)

O reconhecimento na expressdo do P.T.V. das formas bilinear e linear
permite deduzir, analogamente como feito para a estrutura global, as
componentes da matriz de rigidez (de ordem (2x2)) e do vetor de forcas
nodais equivalentes (de ordem (2x1)) do elemento e.

Para a matriz de rigidez, as componentes resultam da seguinte relagdo:
h, ! ’
K;=[ES¢ ¢ dx (10)
e para o vetor de for¢as nodais:
h, . . .
L =[q¢ dx+N;¢/(0)+N;4/(h,) (11)

Empregando-se as defini¢oes dadas pela (7), obtém-se:

h, [ ' ES

K =[ES¢ ¢ de=""

11 j ¢e ¢e he
jES¢ @’ = b;qS K =K, ;

ES

K =fES¢j ¢j ax=E5

e

No caso de forca externa ¢ uniformemente distribuida ao longo do
comprimento do elemento, o vetor de for¢as nodais resulta:

fquﬁ dx = 2h +N; ; jq¢ dx = 2h +N;
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Assim sendo, a matriz de rigidez e o vetor de forcas nodais equivalentes do
elemento genérico apresentam as seguintes componentes:

1 _1 h e
. TKY K P/ A I AR CL VS
K=o vol=E95 1 1/ L=y007ah (12)

21
Considerando-se novamente o exemplo anterior, aonde o dominio foi
discretizado em dois elementos de comprimento L/2, a matriz de rigidez € o
vetor de forcas equivalentes do elemento e resultam:

K —ES 7 - ; = q%J”Nfe (13)
R A 9L/ w;

Reunindo-se o conjunto de relagdes do P.T.V. discretizado para cada um
dos elementos, escreve-se o seguinte sistema:

22

) a . _qL %)
K u"’"+K,u,’ = 4+N1

(14)

No sistema anterior os sobre-indices entre parénteses identificam o
elemento ao qual a relagcdo se refere. Cada uma das relagdes refere-se ao
equilibrio de um né de extremidade do elemento isolado.

Ao se considerar a estrutura discretizada, hd também um conjunto de
relagdes que exprime o equilibrio de cada n6 global isolado. Tal conjunto
de relacdes pode ser montado a partir do sistema (14). Nesse sentido, uma
primeira condigdo a impor € a correspondéncia entre os ‘graus de
liberdade’ em deslocamento dos ndés de cada elemento e da estrutura
discretizada. A Figura 3 ilustra essa ‘compatibilizacdo’, que se escreve
como:
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()

u,” =u,
0 _ () _

u,’ =u,” =u, (15)
@ _

u, =u;

As relacdes de equilibrio dos nos da estrutura global se exprimem levando-
se em conta que ao realizar as contribui¢cdes de cada elemento, as forgas
normais de extremidade (entendidas originalmente como forcas externas)
devem ter sua sobreposicdo anulada ou igualada a uma forga externa
concentrada eventualmente aplicada no nd. No caso, valem as seguintes
condig¢des:

NJ(I) =R,
N +N2 =0 (16)
N =R,

Nas relagdes anteriores, R; ¢ R, sdo forgas externas concentradas que
representam as reagdes de apoio; em principio tais reagdes sao
consideradas ndo-nulas, pois as condi¢des de contorno serdo impostas na
etapa final de resolugdo.

Substituindo-se as condi¢cdes de compatibilidade (15) nas (14) e
posteriormente impondo-se as (16), obtém-se o seguinte sistema:

Ky%+Ky%=q§§+&
K u+ (KO 4K, + Ku, =15 4457 (17

K+ Ku, =957 4 R,

Em notagdo matricial o sistema anterior apresenta a seguinte forma:

K" K" 0 |(u, L"+R
KV (KY+K2) K2 [qu, b= L0+ LY (18)
0 K K2 | \u, LY +R,

Claramente as contribuicoes de cada elemento aparecem no sistema
segundo uma regra bem definida de sobreposi¢ao conforme esquematizado
abaixo:
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e o u,
o ooy, s (19)
0 e u,

E possivel realizar matricialmente a sobreposi¢io indicada, de modo
totalmente equivalente a imposi¢cao das condigdes (15) de compatibilidade
¢ (16) de balango.

Essencialmente as matrizes de rigidez e os vetores de forgcas nodais
equivalentes de cada elemento devem ter suas dimensdes expandidas de
(2x2) e (2x1), respectivamente, para a dimensdo do sistema, e depois
somadas. Entretanto, para que essa soma reproduza propriamente a
sobreposicao indicada na (19), as componentes originais de cada matriz e
vetor devem passar a ocupar posicoes convenientes nas formas expandidas
(as outras posigdes dessas formas sdo ocupadas por zeros). Nesse sentido,
diz-se que as componentes originais sofrem um ‘espalhamento’ para ocupar
posi¢des nas matrizes expandidas.

O espalhamento obedece a uma relagdo de correspondéncia entre os graus
de liberdade globais, representados pelas incognitas u, do sistema global, e

os graus de liberdade locais u. definidos isoladamente em cada elemento e
(conforme indicado em destaque na Figura 4b). Aos n graus de liberdade
globais e n, locais associam-se numeragoes, global e local, independentes,
sendo a correspondéncia entre elas registrada numa matriz bindria
retangular, dita de espalhamento, A4°, de ordem (nxn,), construida para
cada elemento. Nota-se que a numeragdo local ¢ sempre a mesma para

todos os elementos. Constroem-se, portanto, tantas matrizes de
espalhamento quantos forem os elementos.

A maneira de gerar as matrizes de espalhamento serd indicada logo em
seguida, porém imaginando-se que elas sejam conhecidas para cada
elemento, a sobreposi¢ao que leva a matriz de rigidez global e ao vetor de
forcas nodais equivalentes pode ser indicada pelas seguintes relagdes:

K=y akd’: L=yaL 20)

Para ilustrar a geragdo da matriz de espalhamento, considere-se justamente
o exemplo anterior no qual a barra foi discretizada em dois elementos. As
numeragdes dos graus de liberdade globais e locais, de cada elemento,
estdao indicadas na Figura 5.
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b o
u, 1

1

(1) @

2)

3 2
Us % @
; k
Figura S — Numeragdo global e local de graus de liberdade

A matriz de espalhamento A" do elemento (7) relaciona os graus de
liberdade locais desse elemento aos globais, sendo binaria e recebendo a
unidade quando houver a correspondéncia entre eles. Essa correspondéncia
fica descrita na forma:

u, 1 0 L0

u, p={0 1 { ]} (21)
u®

u 0 0 g

3

4D

Seguindo a mesma logica, a matriz de espalhamento 4® do elemento (2)
resulta na forma:

u'?
oo (22)

Com as matrizes de espalhamento, as contribuicdes de cada elemento para
a matriz de rigidez global e para o vetor de for¢as nodais globais, de acordo
com a (20), resultam:

42

K:é(1)£(1)é(1)+é(2)£(2)é(2) . L:é(])L(1)+é(2)L(2) (23)

Em lugar de operar os produtos matriciais indicados na relagdo anterior,
pode-se montar diretamente o sistema global a partir da indicacdo da
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relagdo de mapeamento das posicoes locais para as globais das
componentes da matriz de rigidez e do vetor de forcas nodais de cada
elemento, construida sobre os espacos das matrizes locais, conforme
indicado em seguida.

Considerando-se, em primeiro lugar, as matrizes de rigidez de cada
elemento, numeram-se as linhas e colunas, percorrendo os sentidos da
esquerda para direita e de cima para baixo, respectivamente. E importante
observar que essas numeragoes tém correspondéncia direta com os graus de
liberdade locais. Numa etapa seguinte, considerando-se que os elementos
devem ser ‘montados’ de modo a reproduzir a estrutura global, numeram-se
as mesmas linhas e colunas, € nos mesmos sentidos adotados, considerando
a compatibilidade com os graus de liberdade globais. Dessa forma,
adotando-se para a numeracao local uma representacao entre parénteses, de
forma a destaci-la em relagdo a global, obtém-se as seguintes numeragoes
sobre as linhas e colunas das matrizes de rigidez dos elementos:

() ()
1 2
K = (1) 1 {(X) (X)}
- @2 ™
() (@)
2 3
Km:uw{(x) (x)}
= @30

Nas indicacdes anteriores ja estd estabelecida diretamente a indicacao de
mapeamento das posi¢des locais para globais. Por exemplo, observando a
matriz do elemento 2, conclui-se que a posicao local (1,1) ocupard na
matriz global a posicao (2,2); ja a posicao local (2,1) ocupard a posi¢ao
global (3,2).

Para os vetores de forg¢as nodais, de forma andloga constroem-se as
representagdes de correspondéncia, obtendo-se:

g D1 {(x)}; o2 {(x)}
(2219 (23169
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Conclui-se, por exemplo, que as posicoes locais 1 € 2 do vetor de forcas
nodais do elemento 2 ocuparao as posi¢gdes 2 e 3 do vetor global de forgas
nodais.

Uma vez obtidas as indicagdes de mapeamento o sistema global pode ser
montado diretamente considerando-se as contribuigdes dos elementos da
discretizagao:

KO K2 ol o o o0
K=K K, 0\+|0 K7 K
0 0 0] |0 K KJ
L 0
L={I)}t+{I?
0] (L¥

Nota-se que a sobreposicdo indicada reproduz as equagdes do sistema
apresentado na (5).

A técnica descrita de montagem do sistema global pode ser estendida para
qualquer nimero de elementos que componha a discretizacdo e para
qualquer numeragdo que se adote para os nds (ndo necessariamente
seqiiencial). Entretanto, ao se adotar uma numeracao nao-seqiiencial, deve-
se tomar o cuidado de montar o vetor de graus de liberdade globais
ordenando suas componentes de acordo com a seqiiéncia de numeracao
adotada.

Observa-se, finalmente, que a metodologia do MEF permite tratar com
facilidade problemas mais gerais, onde carregamento, material e geometria
variam de elemento para elemento, como ilustra o exemplo seguinte.

Exemplol. Determinar os deslocamentos, for¢as normais e reagdes de
vinculo do sistema indicado na Figura 6.

Considerando-se as descontinuidades de geometria e carregamento, esta
imposta pela forca concentrada, adota-se uma discretizagdo minima em trés
elementos, de tal modo a coincidir um né global com o ponto de aplicagdo
daquela forca e outro com a secdo onde a geometria sofre descontinuidade.
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(11 u] /
1 L
L x,u(x) | |
I u2 )
2ES L
L
1 u,
L
L ES
1 u,|

Figura 6 — Barra com variagdo de propriedades geométricas e carregamento

As matrizes de rigidez de cada elemento, e os respectivos vetores de forgas
nodais equivalentes, sao dadas por:

K%«w:§§jl_l;Km:£§1 4;
-1 1 = L|-1 1

gL+ N"|T T gL+N? | gL/2+N?

Ao se reunir as relacdes de equilibrio de cada elemento para a montagem
do sistema de equacgdes lineares, devem-se levar em conta as restricdes de
‘balango’ entre as for¢as normais nas extremidades dos elementos e forcas
externas concentradas eventualmente aplicadas nos nos, bem como a

compatibilidade entre graus de liberdade locais e globais. Tais restrigdes
exprimem-se mediante as seguintes relacdes:

NI =R ! =,
NY+NO =P u =u® =u,
NO+NO =0 W +u =u,
V=R =,

O sistema resolvente finalmente apresenta-se na forma:
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2 2 0 0]y gL+ R,
ES|—2 4 2 0||u,| | 2qL+P
1o 2 3 —1|lu[ | 3qL/2

0 0 -1 1 ||lu) |gL/2+R,

Um passo final antes da resolugdo ¢ a imposicdo das condi¢des de
contorno: u, =u, =0.

De modo direto, pode-se simplesmente acrescentar as equagdes do sistema
as relagdes correspondentes as condigdes de contorno, obtendo-se:

u, =0

u, =

2ES 2ES

7 u, — 7 u,=qL+ R

—2ESul+4ESu2—2ESu3:2qL+P
L L L

2ES 3ES ~ _3qL

——u, + U, —u

L > L ° "t 2
ES ES qL

TR

Deste sistema, além das respostas para os deslocamentos nodais
determinam-se diretamente as reagdes de apoio:

94qL  3PL
w| _|8ES SES|.
w) |5ql’ PL|
4 ES  4ES
13gL 3P TqL P
= s Re=—————
4 4 4 4

Uma rapida analise do sistema completo indica que ao substituir as duas
primeiras relagdes nas outras, identificam-se duas relagdes independentes
nos graus de liberdade internos u, e u,:
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4§S U, — 2ZL;S u,=2qL+P
2ES 3ES 3qL
W Uy =
L 2

Assim sendo, uma maneira alternativa de encontrar a solucdo, ja
obedecendo as condi¢cdes de contorno, consiste em alterar o sistema
resolvente para a seguinte forma:

10 0 0](x 0 )
ES|I0O 4 -2 0||u, 2qL + P
Zlo 2 3 ollu") 3gL/2

0 0 0 1|y 0

Essencialmente, neste procedimento substituem-se as equagdes de
equilibrio dos nos 1 e 4, pelas relagdes que representam as condigdes de
contorno; assim sendo, a primeira ¢ a quarta linha da matriz do sistema
passam a apresentar a unidade na posi¢do correspondente a diagonal
principal e o valor nulo nas outras posigdes. As condig¢des u, =u, =0 sdo

levadas em conta diretamente nas equagdes dos nos 2 e 3, mediante o
preenchimento com zeros das posi¢des fora da diagonal principal da
primeira e da quarta colunas.

Nota-se que no sistema final alterado as for¢cas normais nas extremidades
dos elementos desaparecem, restando no vetor de forcas nodais
equivalentes somente as forcas externas efetivamente aplicadas. Assim
sendo, ao realizar a geracao do sistema alternativamente pelo procedimento
matricial, ou pela técnica direta de mapeamento, ndo € necessario
considerar as for¢cas normais nas extremidades dos elementos, bastando
realizar as contribuicdes somente das forcas nodais equivalentes a forca
externa distribuida; isto feito, a for¢a concentrada pode ser acrescentada
diretamente ao vetor de forcas nodais globais equivalentes, na linha
correspondente ao grau de liberdade do n6 ao qual ela esta aplicada.

Ainda no ambito dessa maneira alternativa, uma vez obtidas as respostas
para os deslocamentos nodais globais, as reacdes de apoio podem ser
determinadas voltando a considerar o sistema original resolvente,
reproduzido abaixo:
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2 2 0 0]y gL+ R,
Es|2 4 -2 ol|lu| |2qL+P
1o 2 3 —1[lu| ] 3qL2

0 0 -1 1||u] |gLi2+R,

Definindo-se os vetores:

gL R,

. |2qL+P 0
L= ; R=

3qL/2 0

L qL/2 R,

As reagdes podem ser calculadas pela seguinte operacao matricial:

*

R=Ku-L

I
=

Ou, em forma desenvolvida:

0
2 20 Oflogr 3pL qL

R:E—S -2 4 -2 0 ||8ES 8ES B 2qL+ P
- L0 -2 3 -1 5qL2+£ 3qL/2
0 0 -1 1/||4ES 4ES qL/?2
0

As forcas normais nas extremidades de cada elemento podem ser
determinadas com a ajuda das relacdoes de equilibrio, que envolvem as
matrizes de rigidez e os vetores de forgas nodais equivalentes. As relagdes
em questdo sao indicadas em seguida:

2ES| 1 —1|u”| [qL+N"|
L [-1 1] |gL+ND)

2ES[ 1 —1][u®]| [qL+N?|
L [-1 1 |[u®] |qL+NPJ
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L)

Considerando-se, de um lado, as respostas obtidas e, de outro lado, as
condi¢des de compatibilidade entre os graus de liberdade globais e locais, ¢
possivel identificar os valores dos deslocamentos nodais de cada elemento,
de modo que os sistemas por elemento alteram-se para:

2ES{1 —1 o 03 {qL+N@}

— L PL/ (= :

L -1 1 gq £S+§ ES gL+ N{"
gl 3PL

26s[1 -1]|g /ESTg /ES| [qL+N®)
L |-1 1][|54P 1 PL - gL+N® |’
1 /EST4 J/ES

5 g1 1 pL 49/ 3
1l3q 1 + N
Eﬁ{z 11 Esty JES\_ -

4 ;
L 0 /+N(3)

2
Das relacoes anteriores, calculam-se:

N = —ﬁqL—iP N :ZqL—iP;
4 4 4 4

1 2

5 P 3 p

NO =g L. oS L.
L SR S
3 p 7 P

NO =2 gL+t N L-L
L PR

Nota-se que as forcas normais calculadas possuem uma convencdo de
sentido positivo idéntica aquela dos graus de liberdade nodais ilustradas na
Figura 4. Assim, eventuais sinais negativos indicam sentidos contrarios aos
convencionados.
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Uma observagdo importante diz respeito a relacdo entre as forgas normais
nas extremidades dos elementos, acima determinadas, ¢ as forcas normais
no interior das barras; naturalmente, uma vez que se conhe¢cam aquelas,
estas podem ser determinadas por equilibrio. Mas a andlise do equilibrio
pode ser conduzida considerando-se a distribuic¢ao real das forgas externas
(¢) ao longo da barra ou sua forma nodal equivalente, coerente com a
idealizagdo proporcionada pelo elemento finito. A Figura 7 ilustra estas
duas situagdes.

N NN, ¢ N
— | ’ ~1
gh, /2

Figura 7 — For¢a normal no interior da barra obtida por andlise de equilibrio

A andlise do equilibrio de um segmento de barra considerando a
distribuicdo real das forcas externas permite concluir que, sendo esta
distribui¢do uniforme, a forca interna normal deve variar linearmente ao
longo do segmento, isto €:

N (x) =Ny +q(x)

J4, considerando-se 0 mesmo segmento, porém entendido como parte de
um elemento finito submetido a for¢as nodais equivalentes, a for¢a normal
interna resulta constante, pois:

N‘(x)= N +q7he

Conclui-se que a consideracdo exclusiva do MEF fornece uma
aproximacao para a estimativa da for¢a normal.

Todavia, mesmo mantendo-se no ambito do MEF ¢ possivel recuperar o
diagrama correto de for¢ca normal interna no dominio de cada elemento,
mediante unido dos valores obtidos para as forgas normais de extremidade;
este procedimento ¢ valido sempre que a forga externa aplicada tiver
distribui¢do uniforme ao longo da barra.

Assim, no caso do exemplo em estudo, com os valores calculados das
forcas normais de extremidade, pode-se construir o diagrama de forga
normal ao longo da estrutura, ilustrado em linha cheia na Figura 8. O
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diagrama resultante € linear por partes, observando-se que a variagdo linear
ao longo do elemento ¢ consistente com a distribuicdo uniforme do
carregamento aplicado (na hipotese de ¢ =0 o diagrama seria constante

por partes).

Entretanto, se forem consideradas exclusivamente as forcas normais de
extremidade e as forgas nodais equivalentes, o grafico resultante passa a ser
constante por partes. Este resultado pode ser justificado de outra maneira,
lembrando que a for¢a normal deve ser proporcional a primeira derivada da
funcao deslocamento. Entdao, no ambito do MEF, como a aproximacao para
os deslocamentos ¢ linear por partes, a for¢ga normal deve resultar constante
por partes. Para ilustrar esta situagdo, tomem-se a solucdo aproximada
global e sua primeira derivada escritas para o exemplo como:

u(x)=u, @, +u; ¢s; u'(x)= u, (”; +u, (03'

Como ao longo da estruturas as funcdes de forma e suas primeiras
derivadas sao dadas por:

-

x I pl 0<x<L
0, =1k et
2 > 2
2L=x L) Lex<oL
| L L
x—L I pl L<x<2L
ool L ool L
3 ’ 3
SLox L) ar<x<3r
L L

as distribui¢des de forcas normais ao longo dos elementos resultam:

N(x):ZESu'(x):%qL+%P (0<x<L)
qlL P
N(x)=——-—— L<x<2L
(x) 7 2 ( )
5 P

N(x)=->qL-— 2L<x<3L
() == 9L -7 ( )
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Finalmente, a Figura 8 mostra confronto entre o diagrama de for¢a normal
fornecido pela interpolacdo linear das forcas normais nas extremidades de
cada elemento e o diagrama obtido pela primeira derivada da funcao
deslocamento. Por simplificagdo, analisam-se somente as contribui¢des das
forcas distribuidas, sendo destacados com asterisco os valores calculados
das for¢as normais nas extremidades de cada elemento.

— *(13/4)qL

*(5/4)qlA (9/4)qL

*(3/4)qL

Figura 8 — Diagrama de for¢a normal: confronto numérico e exato

Nota-se que a estimativa de forca normal em cada elemento mediante
derivada da fun¢do de aproximagdo resulta subestimada em relagdo a
resposta correta. Pode-se concluir que no MEF os trechos constantes por
partes coincidem com a média dos valores exatos nas extremidades de cada
elemento.



CAPITULO 8 TRELICAS PLANAS PELO MEF

1. Extensdo do MEF para a analise de trelicas planas

Em treligas planas, em conseqiiéncia da idealizagdo usual segundo a qual as
ligagdes entre barras sdo articulacdes perfeitas e as forgas externas devem
ser aplicadas exclusivamente nos nds, cada uma de suas barras fica
submetida somente a for¢ca normal, de tragdo ou de compressdo, constante
ao longo do seu comprimento.

Por um lado, cada barra da trelica pode ser interpretada como um elemento
finito, com aproximacao linear para o campo de deslocamentos. Por outro
lado, a treli¢a plana deve corresponder uma matriz de rigidez global gerada
pelas contribui¢des das matrizes de cada uma de suas barras. Além disso, o
conjunto de graus de liberdade independentes de cada nd da trelica pode
compor um vetor de deslocamentos nodais e as forcas aplicadas nos nos
(em correspondéncia aos graus de liberdade) podem ser reunidas num
unico vetor de forgas nodais. Assim sendo, para a trelica toda, pode valer o
seguinte sistema:

K.ou,=F, 1

onde o indice g refere-se ao sistema global adotado para posicionar a
trelica.

Para montar a matriz de rigidez global a partir das contribuicdes das
matrizes de rigidez de cada elemento € preciso inicialmente alterar a matriz
do elemento de ordem (2X2), valida para uma analise unidimensional
segundo a dire¢do do elemento, para torna-la consistente com uma analise
bidimensional, espago aonde se insere a treliga.

Nesse sentido, considerem-se as representagdes do elemento de barra e
graus de liberdade indicadas na Figura 1.

Na Figura la apresenta-se o caso, at¢ o momento considerado, de elemento
finito de barra para anélise unidimensional, com graus de liberdade locais
formados somente por deslocamentos axiais.
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b 2 2
a) . /uze ) v<L /uZL ) Tuy
2

o
Lo
=
s.—.

Figura 1 — Graus de liberdade para andlises uni e bidimensionais

Uma vez que este elemento seja inserido num espag¢o bidimensional, o
alongamento ou encurtamento pode vir acompanhado de mudanca de
dire¢do do seu eixo. Para levar em conta este aspecto, objetivando-se
incluir a possibilidade de variagdo de direcdo eventualmente sofrida pela
barra, sdo introduzidos novos graus de liberdade locais na dire¢ao
transversal ao eixo da barra, conforme indica a Figura 1b.

Ocorre que entre os graus de liberdade mostrados nas figuras 1a e 1b pode-
se construir a seguinte relacdo, caracterizada pela matriz de mapeamento

A(e) .
ul
(e)

A mesma matriz de mapeamento pode ser empregada para aumentar a
ordem da matriz de rigidez do elemento, passando de (2X2) para (4X4), em
correspondéncia com o novo conjunto de graus de liberdade locais,
mediante a seguinte relagao:

oS = O O

oS o O =

= & < &
[ SEE O S i o R

é(e)

(o) T
KL:ée e

>
s

3)

De modo explicito, a relagdo anterior fornece:

1(ﬂES ES
K_oo T /[t 000
=L01_E% E% 00 1 0
_OOJ e e




- Treligas planas pela Técnica dos Elementos Finitos - 177

ou ainda,
[ ES ES ]
Th 0T 0
1o 0 0 0
E=| es/ , BS/ @)
he he
0 0 0 0

Nota-se, claramente, que as linhas e colunas nulas na nova matriz
expandida indicam que a barra tem preservada a caracteristica de rigidez
associada apenas as deformagdes axiais.

O vetor de forgas nodais do elemento finito de barra também pode ser
expandido para a ordem (4X1) mediante a matriz é(e) :

F =A4F (5)

Assim, para o caso de forca uniformemente distribuida ao longo do
clemento:

— —_ qh%
qh,
qhé B qh(:é ©)
0

oS = O O

oS o o =

Por outro lado, entre as direcOes atreladas ao eixo da barra, mostradas na
Figura 1b, e as diregdes globais mostradas na Figura 1c existe uma relagao
conhecida de transformacao por rotacdo e que pode ser escrita para cada
no:

[cosa —sena ]

—— ——
< = NG
L e O T P

| seno cCosa |

[cosa —sena ]

— ——
Il Il
—N— —
< <
R S T
—

| sena cCoSx

As relagdes anteriores podem ainda ser reunidas numa Unica
transformacao:
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[cosa —sena 0 0

1 1
ux uL
u,| |sena cosa 0 0 v, 7
> =
u 0 0 cosa —sena ||u;
u 0 0 sena.  cosa ||v;
Em forma condensada, a (7) fica escrita como:
Zg = 5 ZL (8)

Uma relacao analoga vale para o vetor de forcas nodais, o qual pode passar
a ser escrito em relacao aos graus de liberdade globais:

Eg = 5 EL (9)

A relagdo (9) desenvolvida fornece:

qh
] ) . /5 |cosax
F! cosa —sena 0 0 qh% ah
F sena  cosa 0 0 0 ( 4 sena (10)
= X b=
F 0 0 cosa —sena qh% (qh% cosa
F'l | 0 0 sena  cosa || i
(q %)sena

Nota-se que a matriz R ¢ ortogonal, no sentido que sua inversa coincide

com a sua transposta; portanto, as relacdes (8) e (9) podem ser invertidas
simplesmente pré-multiplicando ambas por £T.

Partindo-se da relacdao de equilibrio para a barra, escrita considerando-se os
graus de liberdade locais expandidos, com a ajuda das formas inversas das
(8) e (9), pode-se obter a relagdo para o célculo da matriz de rigidez da
barra no sistema global de graus de liberdade, conforme o desenvolvimento
que segue:

£LZL =F,

T T

F
u,=F

=
=~

4 4
T

(1)

1= >

R
K,

I~

oQ

g
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Segue da ultima relacao que:

=RK, R (12)

=g

Realizando as substituicoes e operagdes matriciais indicadas, obtém-se:

c’ cs —c* —cs
ES| cs s’ —cs =5’
K, = ) ) (13)
h |—c —cs ¢ cs
—cs —s° c¢s 0§

onde as letras ¢ e s resumem, respectivamente, cosa € sena .

Exemplo 1. Determinar os deslocamentos do n6 2 da treliga plana indicada
na Figura 2.

Figura 2 — Trelica Plana

Cada barra possui um angulo de inclinacdo distinto em relagdo ao
referencial global (x-y) indicado. Tomando-se por base o detalhe da Figura
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2, genericamente o calculo do comprimento de uma barra, do seno e do
cosseno do seu angulo de inclinagdo em relagdo a horizontal pode ser feito
pelas seguintes relagdes:

b=y~ )+ -x)

No caso do exemplo, para as barras / ¢ 2 pode-se construir a seguinte
tabela de valores:

Elemento | x; | X, |y; |y2| h coso. | sena

1 0 [3a| 0 |3a| 324 \/EA \/EA
2 3a|7a|3a| 0 S5a 4 _3
Vs =%

As matrizes de rigidez de cada elemento em relacdo ao sistema global de
graus de liberdade resultam de particularizagdes feitas sobre a (13):

16 12/ _16 12/ ]
25 AS 25 AS
_12 9 12 _9
= ES| T /25 As As As
=z _16 12 16 _12
Sa| 195 1235 1%s 1%
_12 _9 _12 9
L AS AS AS AS i
A montagem da matriz de rigidez global da estrutura, de ordem (6X6),
obedece a mesma regra de mapeamento descrita em capitulo anterior,

relacionando as numeragdes locais e globais dos graus de liberdade,
resultando em:
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Y,
P

_ﬁ%z
‘ﬁ%z

_ﬁé
‘ﬁ/z

0 0
0

0

_ﬁ/ _ﬁ/ ﬁ/ 16 ﬁ/ _12 _16 12
ES 12 12 12+ /125 12 125 %25 125

o a V2 o (Va1 V2 L9 12 9
“ /12 T2 ( 12~ 125) ( 12*%25) Has o

_16 12 16 _12
0 0 %25 Aas 125 125

12 _9 _12 9

0 0 425 %25 425 %25 i
O vetor dos deslocamentos incognitos reune os graus de liberdade de cada

nd, com numeragdo mostrada na Figura 2, em correspondéncia com as
direcoes globais:

O vetor de forcas nodais globais do sistema pode ser montado diretamente,
posicionando-se os valores das forcas aplicadas diretamente nas linhas
correspondentes aos graus de liberdade, conforme indica a relacao
seguinte:

T
F'=b o rp P 0 0
Considerando-se que as condi¢gdes de contorno do problema sao:

1 1 3

0 sistema resolutivo resulta:

39 (5
Es| 12 "25) (12 125
a Lﬁ_lzj £ﬁ+ 9J

12 125) (12 125

Invertendo-se a matriz do sistema, obtém-se:

Wl al 41 -0476](P
u'|  ES|-0476 532 ||P,
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Considerem-se, entdo, os seguintes valores particulares:

P =0,0;P =-10; ES=100,0.
Os componentes de deslocamento global do n6 2 resultam:

u

a 0,476

u*[ ES|-532

2

2 =
Y

O calculo das for¢as normais em cada uma das barras pode ser feito
considerando-se que localmente, isto €, no elemento finito de barra a
aproximagdo dos deslocamentos ¢ linear e sua derivada ¢, portanto,
constante. A relagdo para o célculo da forga normal no elemento finito e
resulta:

N, =(ES).u’ = (ES), (u' ¢! + 1 ¢°)

_(BS) (o
N, =l )

e

e

onde /, representa o comprimento do elemento.

Como os deslocamentos calculados sdo os globais do n6 2, € preciso fazer a
transformacdo de rotacdo inversa para descobrir as componentes do
deslocamento nas direcoes do eixo e transversal ao eixo do elemento.
Nesse sentido, aplica-se a (7), porém em forma reduzida porque em cada
barra do problema dado existe um n6 fixo, com deslocamentos globais
correspondentes nulos, conforme ilustra a Figura 3.

Assim sendo, a relacdo de transformagdo a aplicar em cada barra reduz-se
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Figura 3 — Graus de liberdade locais rotacionados para diregoes globais
Fazendo-se as substitui¢des, determinam-se:

(%, sl

f/ f/ ES |-532 4,098

o [u’)] [08 -0,6]a [0476] 4 (3,573
u = = _— = —
v |06 08 |ES|-532] ES|-397

Finalmente as for¢as normais resultam:

ES a ( 3,425 0)— —08; N, —E_SL(O 3573) —-0,71.

"3 24 ES 54 ES

Os valores locais de deslocamentos transversais aos eixos servem para
calcular os giros sofridos pelas barras da situagdo inicial para a equilibrada.

2. Montagem da matriz de rigidez global por numerac¢ao dos graus de
liberdade

Com ja visto, a montagem da matriz de rigidez global pode ser feita de
modo mais expedito considerando-se a incidéncia das barras, definida pela
relacdo de correspondéncia entre os nos inicial e final de cada barra com a
numeracao global de nds. Para exemplificar, considere-se a trelica indicada
na Figura 4.
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Figura 4 — Numeracdo de nos, barras e graus de liberdade globais

Na tabela seguinte apresenta-se a relacao de incidéncia:

Barra | No 1nicial | No final
1 1 2
2 2 3
3 2 4
4 1 4
5 1 3
6 3 4

Obviamente, a escolha sobre a numeracao e a ordem dos noés inicial e final
na defini¢do da incidéncia ¢ arbitraria.

A matriz de rigidez global da treliga terd ordem (8X8) e deve ser montada a
partir das contribuicdes das matrizes de cada barra, de ordem (4X4),
ampliadas para a ordem (8X8) com a ajuda das matrizes de mapeamento. A
relagdo que representa essa montagem ¢ reproduzida abaixo:

_ i £<e>£<e> A<e>T (14)

A relagdo anterior estabelece uma regra de correspondéncia entre graus de
liberdade locais de cada elemento e os graus de liberdade globais da
estrutura.

Entendendo-se que na matriz global cada linha e coluna numerada
sequencialmente tem por correspondéncia um dos graus de liberdade, o
trabalho de montagem pode ser menor se nas matrizes de cada elemento ja
for previamente indicada a numeragdo dos graus de liberdade globais,
tomando-se por base os dados da tabela de incidéncia.
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Nesse sentido, deve-se ter em vista que a cada um dos nos indicados na
tabela de incidéncia correspondem dois graus de liberdade globais, com
numeragdes definidas respectivamente pelas relagdes: (2*NO -1) e (2*NO).
A numeracao de linhas e colunas de cada elemento obedece, entdo, a
seqliéncia de graus de liberdade associados aos noés inicial e final indicados
na tabela de incidéncia. Obtém-se, assim, para cada um dos seis elementos
da trelica a seguinte numeracao de linhas e colunas:

1 2 3 4 3 4 5 6 3 4 7 8
1[x x x x] 3[x x x x| 3[x x x x|
2x X x X 4ix x x X 4ix X x X
3lx x X x 5/x x x x 7lx x x x
4{x x x x| 6[x x x X] 8|x x x x|

1 2 7 8 1 2 5 6 5 6 7 8
1[x x x x] 1[x x x x| 5[x x x x|
2|x x x X 2|x x x X 6|x x x X
Tlx X x x 5/x x x x Tlx X x x
8[x x x x| 6[x x x X] 8 x x x x|

Os blocos de sub-matrizes de ordem (2X2) de cada elemento irdo se
distribuir na regiao (8X8) da matriz global de acordo com a numeragao de
linhas e colunas a eles correspondentes.

O esquema abaixo indica as contribuigdes resultantes de cada um dos
elementos na formacao da matriz de rigidez global.

123 456 78 1 23 456 78
I[x x x x 00 0 0] 1{f0 0000 0 0 O]
2[x x x x 0 0 0 0 20 000 00 0 O
3lx x x x 0 0 0 O 3]0 0 x x x x 0 O
4ix x x x 0 0 0 O 410 0 x x x x 0 O
50 00000 0O 50 0 x x x x 0 0
6|0 0 0000 0O 6/0 0 X 00
710 0 0000 0O 710 0 0 00
8(0 0 000 0 0 O] 80 0000 0 0 O]
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1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 45 6 7 8
1{0 0000 0 0 O] I{x x 00 0 0 x x|
210 0 0 00O 0O 2|x x 0 0 0 0 x x
3]0 0 x x 0 0 x x 310 0 0 0 0OO 0O
410 0 x x 0 0 x x 410 0 0 0 0 0 0 O
50 00 0OO O 0O 50 0 0 00O 0O
6|0 0 00O O 0O 6|0 0 0 00O O 0O
710 0 x x 0 0 x x T7Ix x 0 0 0 0 x x
810 0 x x 0 0 x x| [x x 00 0 0 x x|

1 2 3 45 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
I[x x 00 x x 0 0] 1{/0 0000 0 0 O]
2Ilx x 0 0 x x 0 O 210 0 0 0 0 0 0 O
310 0 0 00O O 0O 3]0 00 0OOO 0O
410 0 0 0 0 0 0 O 410 0 0 0 0 0 0 O
5/|x x 0 0 x x 0 O 50 0 0 0 x x x X
6|x x 0 0 x 0 0 6/0 0 0 0 x x x X
7 0 0 O 0 0 710 0 0 0 x x x X
80 00O O 0 0 O] 8]0 0 0 0 x x x x|

3. Barra de trelica tridimensional

Todo o procedimento anterior pode ser estendido para possibilitar a analise
de treligas tridimensionais.

Na Figura 5 representa-se uma barra de trelica inserida no espago
tridimensional. Em cada n6 de extremidade da barra associam-se trés graus
de liberdade segundo as dire¢des dos eixos de referéncia.
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Figura 5 — Barra de trelica no espaco tridimensional

Os trés graus de liberdade sdo necessarios para descrever tanto a
deformacgao axial quanto as mudancas de diregdo que o elemento venha a
sofrer quando fizer parte de uma trelica submetida a certo conjunto de
forcas aplicadas.

A deducao da matriz de rigidez do elemento relativa aos graus de liberdade
dispostos segundo as direcdes dos eixos de referéncia segue procedimento
analogo ao realizado no caso plano.

Em linhas gerais, a matriz inicial que contempla apenas os graus de
liberdade axiais ¢ ampliada para uma dimensao (6X6) em associacdo com
graus de liberdade axial e transversais ao eixo. Posteriormente, mediante
rotacdo, transforma-se a matriz ampliada para fazer referéncia a graus de
liberdade segundo as dire¢des dos eixos de referéncia. Nessa Ultima
transformacao ficam envolvidos os cossenos diretores entre a direcdo do
elemento e de cada um dos eixos de referéncia. A matriz resultante
apresenta o seguinte aspecto:

cx’ cxcy  cxcz  —cx®  —cxcy —coxez
cxcy cy’ cycz —cxcy —cyt —cycz
ES| cxcz  cycz cz?  —cxcz —cycz —cz s
h, | —ex® —cxcy —cxez  ox’ cxecy  cxcez (15)
—cxey —cyt  —cycz  cxcy cy’ cycz
|—cxcz —cycz  —cz' cxez o cyez cz’ |
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O comprimento da barra e os cossenos diretores calculam-se mediante as
seguintes relagdes:

he :\/(Zz _21)2 +(y2 _y1)2 +(x2 _x1)2

CcX =
h@
(v, -»)
Cy = he
cz = (Zz _Zl)
A

4. Imposicao de condicoes de contorno nio-homogéneas

Em algumas situagdes de interesse pratico os vinculos apresentam
deslocamentos prescritos. Nestes casos o procedimento de imposi¢cdo das
condi¢des correspondentes apresenta alguma modificacdo em relacdo aos
procedimentos descritos em capitulo anterior.

Para exemplificar, considere-se o mesmo exemplo da trelica ilustrada na
Figura 2. Na Figura 6 a treli¢a ¢ reproduzida com a indicagdo dos graus de
liberdade globais.

Figura 6 — Discretizagdo da trelica plana

Admita-se que as condi¢des de contorno do problema original sejam
alteradas de modo que o primeiro grau de liberdade passe a ter um valor
diferente de zero, isto é:

1

— 3
U =u;, Uu.=u :uy=0

X
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Seguindo o procedimento convencional, essas condicdes devem ser
inseridas no sistema de equacoes resolvente, nas linhas correspondentes aos
mesmos graus de liberdade.

Em relagdo as restrigdes homogéneas mantém-se o procedimento de
colocacdo da unidade na diagonal principal, anulando-se os outros
componentes da linha e coluna adjacente. A diferenga em relacdo a
condi¢do nao-homogénea ¢ que ndo se anulam os elementos da coluna
adjacente e a justificativa ¢ que se tratam de termos de rigidez que nas

outras relagdes do sistema estariam multiplicando a variavel u. .

Assim sendo, o sistema de equacdes de equilibrio do problema ja alterado
pela imposi¢ao das condi¢des de contorno resulta:

10 0 0 0 0

0 1 0 0 0 of|lu,| (@
1

_ﬁ/ ﬁ/ 16 JE/ 12 u |0
L _Bs| /2 0\ Y 2% Nos 1-1%5s) 0 0 2| P
0 a2 0 \/5/_12 \/E/ +% 0 0 ui E,
12 127 /125 121 /125 S Lo
0 0 0 oll] o

00 0 0 0 1]

Nota-se que na primeira linha foi inserido # no vetor independente. Além
disso, na primeira coluna os termos de rigidez ndo foram todos anulados;
aqueles de valor nulo decorrem da imposi¢ao das outras condigdes de
contorno homogéneas.

Uma vez que u. passa a ter valor conhecido, nas equagdes restantes,
relativas & u; e u;, os termos de rigidez que multiplicam u, passam a ser

determinados e podem ser transferidos para o segundo membro. Assim, o
sistema resolvente resulta:

_[\/5 16} V212 553
+ T P+

12 25) (12 125 {u} 1
P+E_S£L7

a [ﬁ 12] V29

12 125 |12 125 Yog 120
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O procedimento descrito aplica-se sempre que houver restricdo nao-
homogénea sobre quaisquer das condigdes de contorno. Como norma,
sugere-se sempre iniciar a alteracdo do sistema pela imposicao das
condi¢des homogéneas, passando em seguida para as ndo-homogéneas.



CAPITULO 9 MEF PARA BARRAS EM FLEXAO

1 Aproximacoes com continuidade de ordem um para vigas em flexao.

Nos problemas de barras simples, submetidas exclusivamente a forca
normal, a ordem maxima de derivada presente na forma bilinear que
compoe a expressao do P.T.V. é igual a um. Portanto, a aproximag¢ao mais
simples possivel, candidata a solugdo, deve apresentar continuidade de
ordem zero em todo o dominio, podendo, entretanto, ser continua por
partes na ordem um (isto é: com continuidade da primeira derivada no
interior de cada elemento, mas ndo necessariamente entre elementos). A
Figura 1, em sua primeira ilustragdo, mostra essa caracteristica da
aproximacao linear.

J& os problemas de barras em flexdo formulados em forma fraca pelo
P.T.V. apresentam formas bilineares envolvendo ordem méxima de
derivada igual a dois. Nesses casos a aproximagao mais simples possivel
deve ter continuidade nas ordens um e zero em todo o dominio do
problema, conforme mostra a Figura 1, também na sua primeira ilustragao,
sendo continua por partes na ordem dois.

A construcdo de tal tipo de aproximagdao pelo MEF segue a mesma
metodologia apresentada para o caso linear, compondo as contribui¢des de
funcoes base atreladas aos nos.

u(x)
A

aproz. linear aproz. com fa. derivada continua

o u
e+1 n—1

{
{
{
{
e {
{
{
{
[

|
|
| |
| |
| |
| [ |
| | [
| | |
| [ |
| | |
| |
; | |
e—1 e e+7..n—1 n




192 - Método dos Elementos Finitos para barras em flexdo -

w(x)
10‘
¢(x) ole) @(x) v (x) ¢ (x)
1 2 i0 €0 no
7 N 1 N 1 e
A /\ | \ / |
ooy | \ ! I |
I [ | I |
1 | [ ‘ | | | ‘
T A \ | | |
i | R | L
VNI N J ‘
| lr + \ : + -
1 Z ...t ... e—1 e et?.n—-71 mn

il
v (x)
el
e e : e > T
~__ =~ __ =~ ___ T~ T~ —_ T —
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Figura 1 — Aproximacgdo com continuidade na primeira derivada

Uma maneira de garantir a continuidade na primeira derivada da fungdo
aproximativa global consiste em combinar convenientemente duas familias
de fungdes base em cada no: uma delas responsavel por reproduzir o valor
da funcdo (¢, ) e a outra pela inclinagdo da tangente (¢, ), conforme

mostram as outras ilustracdes da Figura 1. O destaque retangular da mesma
figura mostra as contribui¢des de cada parcela na aproximac¢do em regiao
adjacente a um no.

A fungdo aproximativa global para o deslocamento transversal ao eixo da
barra resulta, entdo, da seguinte1 combinacao linear:

v(xX)=v,0,(0)+vp,(x) (=L...n) (1

1 . ~ .
No caso das vigas em flexdo usa-se v(x) para denotar o deslocamento transversal ao eixo.
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Observa-se que, agora, em cada n6 ficam atrelados dois parametros: v, e

v/, ou seja, o valor da funcdo e de sua derivada. De acordo com os
principios do MEF, tais parametros possuem significados associados a
grandezas cinematicas bem definidas. No caso das vigas, nas quais se adota
o modelo classico de deformacao (“se¢cdes planas permanecem planas...”),
os parametros representam graus de liberdade, dos tipos deslocamentos e

giros, das se¢des coincidentes com os nos da discretizacao.

Por construgdo as fungdes base ¢, e ¢, possuem suportes (regides aonde

podem assumir valores ndo-nulos) definidos pelos elementos adjacentes ao
nd. Por um lado, as fungdes base ¢ , que aparecem na (1), sdo

responsaveis estritamente pela aproximagao do campo de deslocamentos e,
nesse sentido, apresentam valor unitario no nd i, porém com primeira
derivada nula no mesmo nd. Por outro lado, as fungdes base ¢, tém por

objetivo realizar exclusivamente a aproximagdo das primeiras derivadas,
possuindo a caracteristica de apresentar um valor unitario para a sua
primeira derivada no n6 i enquanto que o seu valor primitivo ¢ nulo no
mesmo no. Ainda por definicdo, nos outros nos os valores e derivadas de
cada uma das fung¢des sao nulos.

As fungdes base sdo formadas por polindmios cubicos, definidos em cada
um dos elementos adjacentes ao nd. Esses polindmios cubicos podem ser
identificados univocamente levando-se em conta o numero total de
parametros nodais (dois em cada nd) e as condicdes que eles devem
obedecer.

Assim sendo, denotando-se por L os comprimentos dos elementos
adjacentes ao no i, as fungdes base ficam expressas pelas seguintes

relacoes:
3 2
—2&) +3Gj (0<x<L)
@, = X 3 X 2 (2)
2(2—1j —3(2—1) +1 (L<x<2L)
3 2
r_r (0<x<L)
r L 3)
¢i1: N 3 . 2
(xLZL) ol LL) +x—L (L<x<2L)
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Mas, analogamente ao caso da barra sob for¢a normal, € possivel construir
a aproximagdo global mediante as contribuicdes das aproximacoes
definidas nos limites de cada elemento finito.

Para ilustrar a obtencdo da aproximacao local, considere-se o elemento
finito de viga, de comprimento L., com dois nos, conforme ilustra a Figura
2a.

a)

Figura 2 - Elemento finito de viga

A expressdo que define a aproximacao dos deslocamentos no dominio do
elemento ¢ a seguinte:

V() = v @} () +, 95, (0) + 1 9 (1) + v, 5, (x) )
onde v/,V,v; e V)’ sdo parametros nodais, conforme mostra a Figura 2a.

As fungles base estdo indicadas na Figura 2b. Cada uma delas ¢
representada por um polindmio ctbico na forma:

P'(X)=ax’ +a,x’+ax+a,

sendo os coeficientes «, determinados a partir da imposi¢do de restrigdes
especificas nos limites do elemento. Assim, particularizando o polindmio
para gerar ¢ (x) valem as seguintes condicdes:

?,(0)=1;9,(L)=0;¢;(0)=0; ¢;(L)=0

Para este caso a func¢ao base resulta:
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()= 2x ] 5)

A fungdo ¢ (x), por sua vez, apresenta as seguintes condigdes de
contorno:

wlel(o) =0; (olel(Le) =0; (01,16(0) =1; ¢1,16(Le) =0

resultando em:
X 2
P(X)=———x"+x (6)

A fungdo base ¢;,(x) tem por condig¢des de contorno:

05(0)=0; ¢, (L)=1;¢,(0)=0; ¢ (L,)=0
e apresenta a forma:

e 2, 3
@5 (X) = _FX3 + Exz (7)

e

Finalmente, a funcdo base ¢;,(x) deve obedecer as condigdes:

@5(0)=0; 95 (L)=0;¢5(0)=0; @i (L) =1

e assume a forma:

@) =" —— (8)

e Le
)
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2 Elemento finito de viga

Considerando-se o elemento finito como um elemento estrutural isolado, e
de forma compativel com o modelo cinematico, sobre ele podem ser
aplicadas: for¢a externa de dire¢do transversal ao eixo distribuida por
unidade de comprimento, bem como for¢as e momentos concentrados nas
extremidades, conforme ilustra a Figura 3.

] e
M c
N, LM,
J (E).
v v
L

| \
| !

Figura 3 — Forgas externas no elemento de viga

A expressao do P.T.V. para o elemento apresenta a seguinte forma:

~

e

S Gy,

L,
(E1),v" 6v" dx=[q, v dx+M;Sv (0)+ 16V (0)+ M55V (L) + V55V (L,)
0
(10)
Dessa relagao identificam-se as formas bilinear e linear seguintes:

L

Blgr.g:)=Ks=[(ED), ¢ ¢ dx: clij=1....4
o (1)
Flg; )= [ a.d;de+M; 67 (0)+ 7 65(0)+ M5 6 (L,)+ 75 65 (L)

Nas relagdes anteriores ¢ representa uma das fungdes ¢ (x) ou ¢ (x),
anteriormente deduzidas. Numerando-as seqiiencialmente de um a quatro,
as fungdes base passam a ser identificadas por: ¢ =g ;@ =@ ;

& =@, ; ¢ =@, . Assim sendo, a matriz de rigidez do elemento resulta
com ordem (4x4) e o vetor de for¢as nodais equivalentes com ordem (4x1).

Apo6s as dedugdes, a matriz de rigidez completa do elemento apresenta a
seguinte forma:
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12 6 12 6 ]
L L I
6 4 6 2
e Li Le Li Le
K =(E1), 12 6 12 6 (12)
L L
6 2 6 4
L L L L
Apenas como ilustragdo, o calculo de alguns termos dessa matriz ¢

explicitado em seguida:
L,
= B(1.¢0)=[(ED). 47 ¢ dx
0
=j ( 12x ] 5 12(ET),
0

L
K =B(g.¢)= [(ET), ¢ ¢ dx
:T(E[ ( 12x 6}(6_x_£jdx:_6(E1)e
0 L L L

K; =B(g.4)=[(ET), 47 ¢ dx

Por outro lado, considerando-se o caso de forca distribuida uniformemente
ao longo do comprimento do elemento, o vetor de for¢as nodais resulta:
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~
[l
p—
[\

2 (13)

er2

_4 S+ M;
12 )

Uma aplicagdo imediata para a aproximacdo deduzida consiste em
determinar o deslocamento e o giro da secdo na extremidade livre de uma
viga em balanco submetida a uma forca concentrada (P) aplicada naquela
extremidade.

Discretizando-se a viga com um Unico elemento, os graus de liberdade
nodais do elemento se confundem com os graus de liberdade nodais da
estrutura: v,,v,,v,,v,. Assim, o sistema resolvente ¢ montado diretamente

com a matriz de rigidez do elemento (12) e o vetor de forcas nodais (13),
este particularizado, uma vez que: ¢° =M, =0. Além disso, a for¢a nodal
V coincide com a forga P aplicada e as forcas nodais V° e M, passam a
coincidir com as reagdes de apoio na extremidade fixa da viga.

Na montagem do sistema resolvente, pode-se optar por introduzir no

sistema as condi¢des de contorno do problema, isto é: v,,v = 0. Essas duas

condi¢des passam a substituir as duas primeiras relagdes de equilibrio do
sistema, de tal modo que o mesmo assume a forma:

10 0 07
o1 o o |[%] [
12 6 ||v 0
00 = —2Pnl_
EI Li Li N <P
0 0 —% ) o)
- e Le

Finalmente, o sistema resolvente fica dado por:

12 6

T 2| v P
EI L L 2

_6 4 {v;} {0

r L
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PE_V_PE
3EI’° 2EI

Da solugdo do sistema resultam: v, =

Esta solucdo coincide com a resposta analitica do problema obtida, por
exemplo, pela integracdo da equacdo diferencial da linha elastica. Isto
acontece porque a solucdo aproximativa adotada ¢ um polindmio do
terceiro grau, justamente a fun¢do que exprime a solucao analitica.

3 Discretizacdo de estruturas em viga

No caso de arranjos estruturais em viga mais complexos também se
aplicam as consideragdes feitas nas aplicacdes as barras sob forga axial,
relativas @ montagem do sistema global a partir das contribui¢cdes de cada
elemento finito da discretizacdo. Por exemplo, a viga ilustrada na Figura 4
pode ser discretizada em trés elementos e ter seu sistema global resolvente
montado pela contribui¢do de cada elemento, seguindo a mesma regra de
compatibilidade, ou correspondéncia, entre graus de liberdade exibida
quando da abordagem dos problemas de barras sob for¢a normal.

q
b
N E, 41 ‘
3 | =
vl a /2 /2
. Py
8
o R
® 5 70
g ERE

Figura 4 - Discretizagdo em trés elementos

Neste caso, a ordem inicial da matriz de rigidez do sistema global (sem a
imposi¢do das condi¢cdes de contorno) ¢ (8X8). Assim sendo, optando-se
pela indicacdo na matriz de rigidez e vetor de for¢a nodal de cada elemento
da correspondéncia entre os graus de liberdade locais, numerados de um a
quatro, ¢ os graus de liberdade nodais globais indicados na Figura 4,
esquematicamente a matriz de rigidez e o vetor de forgas nodais globais
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equivalentes resultam compostos pelas seguintes contribuigdes dos
elementos:

o o ° ° 0 0 0 0
o ° ° ° 0 0 0 0
o ° (o+>l<) (o+*) % * 0 0O
o ° (o-|->l<) (o-|—>l<) % * 0 0O
£: O 0 * * (*+o) (*-I—o) o o
0O 0 * (*+o) (*+o) o o
0O 0 o o o o
00 0 0 o o o o

=
I

A solugdo se completa impondo-se as condi¢des de contorno e
considerando as relagdes de balango (resumidamente, ndo havendo, em
correspondéncia aos graus de liberdade dos nds internos, forca ou momento
concentrado aplicados, devem ser nulas as somas de for¢cas e de momentos
resultantes das contribui¢des dos elementos; nos graus de liberdade de
vinculagdo, as somas daquelas contribui¢des devem corresponder as
respectivas for¢as de reagao).



CAPITULO 10 PORTICOS PLANOS PELO MEF

1. Extensdao do MEF para a analise de porticos planos

As barras de poérticos planos podem estar submetidas a efeitos combinados
de deformagdo por flexdo e por forca normal. Dentro dos limites do
comportamento linear ¢ possivel admitir valida a sobreposi¢do de efeitos,
de modo que uma barra de portico acumula ambas as rigidezes, por flexao
e por forca normal, estudadas anteriormente nas barras de treliga e viga.
Assim sendo, em cada n6 do elemento, agora dito de barra geral, aparecem
trés graus de liberdade, relacionados aos deslocamentos axial e transversal
ao eixo, ¢ ao giro. Este elemento admite ainda forcas axialmente e
transversalmente distribuidas, além de forcas concentradas aplicadas
diretamente nos no6s. Em razdo do numero total de graus de liberdade, a
matriz de rigidez possui ordem (6X6) e o vetor de forgas nodais
equivalentes ordem (6X1).

Por outro lado, as barras de portico podem estar dispostas em direcao
qualquer no plano, de modo que seus eixos estejam desalinhados com as
direcdes dos eixos de referéncia adotados para a estrutura no plano.

Tendo por base o mesmo desenvolvimento feito para as trelicas planas, um
dado portico plano a ser analisado deve ser discretizado, inicialmente, por
certo numero de nds e barras. Em cada n6 define-se um conjunto de trés
graus de liberdade associados as componentes de deslocamento segundo as
dire¢des dos eixos de referéncia adotados e ao giro no plano. O conjunto
formado pelos graus de liberdade independentes de cada n6 do portico
compoe o vetor de deslocamentos nodais generalizados.

Ao portico corresponde, entdo, uma matriz de rigidez cuja ordem decorre
do numero total de graus de liberdade nodais definidos na discretizacao e
que pode ser gerada pelas contribuigdes das matrizes de rigidez de cada
uma de suas barras. Por outro lado, as forcas aplicadas diretamente nas
barras ou nos nos corresponde um vetor de forgas nodais equivalentes, o
qual também pode ser montado pelas contribui¢des dos vetores de forcas
equivalentes de cada elemento.

Assim sendo, para o portico, vale o seguinte sistema:

Ku =F (D

=g —8 —&
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onde o indice g refere-se ao sistema global adotado para posicionar a
estrutura.

Para realizar a montagem da matriz de rigidez global a partir das
contribui¢des das matrizes de rigidez de cada elemento € preciso
inicialmente gerar a matriz do elemento, de ordem (6X6), por sobreposi¢ao
dos efeitos de trelica e viga e, posteriormente referencia-la ao sistema de
referéncia global. Nesse sentido, considerem-se as representagdes de barras
e graus de liberdade indicados na Figura 1.

Figura 1 — Graus de liberdade para geragdo da barra de portico plano

Na Figura la apresenta-se o caso de elemento finito de barra de treliga,
com graus de liberdade locais formados somente por deslocamentos axiais.
Na Figura 1b apresenta-se o elemento finito de portico, j& com seis graus
de liberdade nodais dispostos segundo um referencial local atrelado as
direcdes do eixo da barra e transversal a ele. Na Figura 1c apresenta-se o
elemento de poértico com graus de liberdade dispostos segundo um
referencial global.

Um passo essencial € a sobreposi¢cdo dos casos de trelica e viga para gerar
o elemento de portico indicado na Figura 1b. Nesse sentido, primeiramente
as matrizes de rigidez de cada caso sdo expandidas para a dimensao (6X6),
com conveniente posicionamento dos seus elementos ndo-nulos. No passo
seguinte as matrizes expandidas sdo somadas.

Considerando-se, inicialmente, a barra de trelica, entre os graus de
liberdade mostrados nas figuras la e 1b pode-se construir a seguinte

relacdo, caracterizada pela matriz de mapeamento é(e) :
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u,| [1 0]

v, 0 0

3, _ 0 0 {”L)} @)
u, 0 1] |u,

v, 0 0

9] o o

A mesma matriz de mapeamento pode ser empregada para aumentar a
ordem da matriz de rigidez do elemento, passando de (2X2) para (6X6), em
correspondéncia com o novo conjunto de graus de liberdade locais,
mediante a seguinte relagao:

K, =4"KA™” 3)

De modo explicito, a relagdo anterior fornece:

10
00
ES ES
|00 4—4{100000}
=L01_EyEy000100
0 0 I L
_OO_
ou ainda,
E%OO—E%OO
O 00 0 00
K[—O 00 0 00 "
—E%OOE%OO
0O 00 0 00
0 00 0 0 0
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Nota-se, claramente, que as linhas e colunas nulas na nova matriz
expandida indicam que a barra tem preservada a caracteristica de rigidez
apenas as deformacgdes axiais.

O vetor de for¢as nodais do elemento finito de barra de treliga também
pode ser expandido para a ordem (6X1) mediante a matriz é(e) :

F/=A"F (5)

Assim, para o caso de for¢a uniformemente distribuida ao longo do

elemento:
_ _ L
10 L/ N,
0 0 I 0
1o o qéﬂ\’l 0
EL = = (6)
O TaL/yn,| 957 4,
0 0
0
0 0
- - 0

Em relagcdo a barra de viga vale desenvolvimento analogo, isto ¢,
estabelece-se primeiramente a matriz de mapeamento:

«) [0 0 0 0
v, 1 0 0 0ffv,
o' o 1 0 ofle
w2 [0 0 0 o]y @
v 1o 0o 1 ofle
9] |0 0 0 1]
é‘('w

Empregando-se relacdo andloga a (3), a matriz de rigidez do elemento
passa a:
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0 0 0
1 00
, 1010
=t 10 0 0
0 0 1
0 0 0
0
0
EZZEIO

o\misohqo\bqso

r

—_ o O O O O

(12 6
L r

6 4

r L

B T
L

6 2
L

0 0 0
6 12
r r
4 _6
L I

0 0 0
6 12
o
2 6
L r

1206 ]
L3 LZ_
6 2 |°

2oL |0

12610
L3 LZ

o 40
L L ]
0
6

r
2
L
0
6
r
4
L |

S O O =

oS o = O

oS O O O

oS = O O

-0 O O

(8)

Analogamente o vetor expandido de forcas nodais equivalentes resulta:

S O O o = O
oS O O = O O
S = O O O O

_o O O O O

] L
PL

pL7
12+M1
L
PLS vy,
_pL7
12+M2

0
PLS vy
L2

p %2+Ml

0
L
P
_pL7
\ 12+M2

)
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As relacdes (6) e (9) somadas geram o vetor de for¢as nodais equivalentes
do elemento de poértico. Ja as matrizes (4) e (8) somadas fornecem a matriz
de rigidez do elemento de portico:
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y7 0O —-—u O 0
0 6 3L 0 -6 3L
2 2 2
o M
0 -6 -3L O 6 -3L
0 3L I 0 -3L 20"

Por outro lado, entre as direcOes atreladas ao eixo da barra, mostradas na
Figura 1b, e as diregdes globais mostradas na Figura 1c existe uma relacao

de transformacdo por rotacdo conhecida e que pode ser escrita para cada
no:

ul cosa —sena O0||u,
u,r=|sena cosa 03,
0 0 o 1lle
u’| |cosa —sena 0||u;
uy=|sena cosa 0|v,
o 0 0 1|le

As relagdes anteriores podem ainda ser reunidas numa Unica
transformacao:

u,| [cosa —-sena 0 0 0  Offu
u,| |sena cosa 0 0 0 0|v,
o' 0 0 1 0 0 0|6,
b= < (11)
u, 0 0 0 cosa —-sena O||u,
u 0 0 0 sena cosa O]V
&) | O 0 0 0 0 1]16;]
Em forma condensada, a (11) fica escrita como:
u,=Ru, (12)

Uma relacao analoga vale para o vetor de forcas nodais, o qual pode passar
a ser escrito em relagdo aos graus de liberdade globais:
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F, =

g

=~

F,

A relagdo (13) desenvolvida fornece:

cosa  —sena 0 0

sena cosa 0 0

|0 0 1 0
=0 0 0 cosa
0 0 0 sena

0 0 0 0

(oo,

0

0

0
—sena

cosa
0

(454 o oo (P4 7 en
Y oo (14 s

cos —(p%+ Vz)sena
2)cosoz +(q%+ Nz)sena

— o O O O O

qL/
2+Nl
L
PLy vy
pL7
12+Ml
L
qé+N2
L
PLS vy,

_pL7
12+M2

(13)

(14)

(15)

Nota-se que a matriz R ¢ também ortogonal, no sentido que sua inversa

coincide com a sua transposta.

Com a ajuda das formas inversas das (12) e (13), pode-se obter a relagdo
para o célculo da matriz de rigidez da barra no sistema global de graus de

liberdade:
£f u,= Ff
T T
K/ Ru, =R F,
T
RK/Ru, =F,

Segue da ultima relagao que:

(16)
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K, =RK/R (17)
Fazendo-se as substitui¢des e desenvolvendo a (17), obtém-se:
[ (uc?+65*)  (u—6)es  -3Ls —(uc+6s5°) —(u—6)es —3Ls]
(1—6)cs (us’+6¢*) 3Le  —(u—6)es —(us*+6¢*) 3Lc
_2EI —-3Ls 3Lc 2r 3Ls -3Lc r
= L | —(uc+65°) —(u—6)es  3Ls  (uc®+65?) (11—6)cs 3Ls
—~(u—-6)es  —(us*+6¢*) —3Le  (u—6)cs (us*+6¢*) -3Lc
| —-3Ls 3Lc r 3Ls -3Lc 2L
Sr
/ =
Y
(18)

Onde as letras ¢ e s resumem, respectivamente, cosa € sena .

Exemplol. Determinar os deslocamentos do ponto B e os esforcos
solicitantes nas barras do portico plano indicado na Figura 1.

8000, 0 kKNcm

150, 0 cm

200, 0 cm—1—

~—————— 500,0cm

Figura 1 — Portico Plano

Dados complementares: E =20000,0 kN/cm?; S = 60,0 cm?; 1= 500,0 cm®,
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IRE

4‘>1

4—>/2\v 6
5
I

Figura 2 — Discretizagdo adotada

O portico ¢ discretizado por trés nos e duas barras, com numeragao
indicada na Figura 2, incluindo os graus de liberdade nodais.

A,
1/@&2

Figura 3 — Discretizacdo adotada

Na Figura 3 mostra-se a numeragdo local de nos e graus de liberdade do
elemento de poértico genérico e a indicacdo para o calculo do seu
comprimento, do seno e do cosseno do angulo de inclinacdo em relacao a
horizontal ja para a barra inserida num dominio bidimensional:

L=y, =) +(x,-x)

coSx Z(XZ—_XI), senco :M

No caso do exemplo, para as barras / e 2 pode-se construir a seguinte
tabela de valores:

Elemento | x; | X, |y;| v | L |cosa |seno
1 0 [500] 0] 0 |500] 1 0
2 500700 0 | 150]250| 0,8 | 0,6
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As matrizes de rigidez de cada elemento em relacdo ao sistema global de

graus de liberdade resultam de particularizagdes feitas sobre a matriz:

[ (uc® +65%) (u—-6)cs  -3Ls —(uc*+6s*) —(u—6)cs —3Ls]
(1—6)cs (us’+6¢*) 3Le  —(u—-6)es —(us’+6¢*) 3Lc
2EI -3Ls 3Lc 2r 3Ls -3Lc r ST
K = cl u
=« I |-(uc*+65*) —(u—-6)es 3Ls (uc*+6s*) (—6)cs 3Ls 21
—(u—6)cs  —(us’+6¢*) =3Le  (u—6)cs (us*+6¢*) =3Lc
| —3Ls 3Lc r 3Ls _3Lc 21 |
Resultam as seguintes matrizes:
4 5 6 1 2 3
[ 2400 0 0 —2400 0 0 |4
0 0,96 240 0 -096 240 |5
, 0 240 80000 0 —240 40000 |6
K = ¢/ pu=15000
—*¢ | —2400 0 0 2400 0 0 |1
0 -0,96 -240 0 096 —240 |2
0 240 40000 0 —240 800003
1 2 3 7 8 9
[ 3074,7 23003 -576 -3074,7 -2300,3 -576 |1
2300,3 1733 768  —2300,3 -—1733 768 |2
) —-576 768 160000 576 -768 80000 |3
K = c/ u=3750
—*¢ | -3074,7 -2300,3 576 3074,7  2300,3 576 |7
-2300,3 -1733 -768  2300,3 1733 —-768 |8
| —576 768 80000 576 =768 160000 | 9

A montagem da matriz de rigidez global da estrutura, de ordem (6X6),
obedece a mesma regra de mapeamento descrita em capitulo anterior,
relacionando as numeragdes locais e globais dos graus de liberdade; as
numerac¢oes estao indicadas nas matrizes de cada elemento.

ApOs a sobreposicao, a matriz de rigidez da estrutura escreve-se:
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Ji 5474,7 2300,3 -576 i —2400 0 0 -3074,7 -2300,3
i 2300,3 1734 528 i 0 -0,96 -240 -23003 -1733
=576 528 2400000 0 240 40000 576 768
—2400 0 0 2400 0 0 0 0
Qg = 0 -0,96 240 0 0,96 240 0 0
0 —240 40000 0 240 80000 0 0
-3074,7 -2300,3 576 0 0 0 3074,7 2300,3
-2300,3 —1733 —768 0 0 0 2300,3 1733
| =576 768 80000 0 0 0 576 —-768

Os vetores de forcas nodais globais equivalentes e de reacdes escrevem-se
como:

100

I
—_
AN
v8)
w
w
[O8)
=
m oS O O

[N]

8333,33
0
0
0

[§)

T XN

w

SO

w

A partir da imposi¢ao das condi¢cdes de contorno obtém-se um sistema
linear formado pelas componentes da matriz de rigidez e do vetor de forgas
nodais em destaque. A solugdo do sistema, a menos de erros de
arredondamento, fornece:

Deslocamento na dire¢ao do grau de liberdade 1: -0,09 cm.
Deslocamento na dire¢do do grau de liberdade 2: 0,20 cm.
Giro correspondente ao grau de liberdade 3: -0,07 rd.

As reagdes nos apoios da estrutura podem ser calculadas mediante a
seguinte operagao:

R, =K u-F

4 =g —8

Onde u representa o vetor de deslocamentos nodais obtidos na solu¢ao do
sistema. Fazendo a operagdo indicada determina-se:

—576 |
768
80000
0
0
0
576
—-768
160000 |
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0 0 0
100 100 0
—16333,33 —16333,33 0
2184 0 2184
R, = -167 ¢- 100 =4 —116,7
—2796 8333,33 -11129,3
-219,8 0 -219,8
- 84,5 0 —84,5
—-5290 0 -5290

Os esforgos internos: momento de flexdao, forca de corte e forca normal
podem ser determinados pelas suas defini¢cdes, envolvendo as derivadas
dos campos de deslocamentos transversais e axiais. Em cada barra
empregam-se, portanto, as funcdes locais de aproximagdo levando-se em
conta a correspondéncia entre os graus de liberdade locais e os globais
calculados. Para os esfor¢cos de flexdo empregam-se as seguintes relagdes
de derivadas por elemento:

V()= 25O | g0 ), (12X 0 g10x 2
1 h: hQZ 1 hQZ he 2 he3 hQZ 2 he2 he

12 6 12 6
ror= (i)l ol






