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Apresentacao da disciplina

* Objetivos e funcao na estrutura do Curso
* Aplicacoes

* Requisitos

* Ementa atual

 Sistema de avaliacao

* Calendario das aulas



Apresentacao da disciplina - escopo

* Fluxograma simplificado de
investigacao cientifica

1. Construcao de um modelo fisico: idealizacao
das propriedades de corpo considerado acdes
externas.

2. Construcao de um modelo matematico:
formulacao matematica do comportamento de
modelo fisico.

3. Investigacao do comportamento de modelo
matematico, comecando com a escolha de
método.

4. Andlise dos resultados obtidos.

‘Cﬂnstrugﬁn de um modelo ﬂsicn‘
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Apresentacao da disciplina - especifica

* FenOmenos estaticos, cinéticos, dinamicos etc.
* Modelos deterministicos e modelos probabilisticos

* Modelos discretos e modelos continuos



Ementa Jupiter 2018

Objetivos

Introducao as funcdes de varidveis complexas e suas aplicacdes. Apresentar equacdoes diferenciais de interesse
em engenharia fisica e desenvolver técnicas de solucdes, verificando propriedades e métodos de resolucao.
Estudo de funcdes especiais em Engenharia Fisica.

Programa

Funcdes de uma variavel complexa: séries infinitas, funcdes analiticas, condi¢cdes de Cauchy Riemann, integrais
de contorno, teorema de Cauchy, teorema dos residuos, Funcao delta.

Equacao de Laplace, equacdo da difusao (do calor), equacao de ondas (corda vibrante);

Série de Fourier, Transformadas Integrais de Fourier e Laplace.

FuncdOes especiais: Polindbmios de Legendre, Harmodnicos Esféricos, Funcdes de Bessel.

Bibliografia

e ARFKEN, G. and WEBER, H. J. Mathematical Methods for Physicists.

e BROWN, JAMES W. and CHURCHILL, RUEL V., Complex Variables and Applications, Mc Graw Hill Higher
Education, 7a. ed.

e BUTKOV, Eugene. Fisica Matematica.

e BELLANDI FILHO,J., Fungdes Especiais, Ed. Papirus, 1985.



Ementa Jupiter 2018

Avaliacéo

Método

Aulas expositivas tedricas, aulas de exercicios.

Critério
Duas provas escritas: conceitos P1 e P2. Conceito Final = (P1 + 2P2)/3

Norma de Recuperacéo

Aplicac&o de uma prova escrita dentro do prazo regimental antes do inicio do proximo semestre
letivo. A nota da segunda avaliacédo sera a meédia aritmeética entre a nota da prova de recuperacao
e a nota final da primeira avaliacao



Calendario das aulas 2018 — S2

Parte 1. Funcdes de variavel complexa
de 30/07/18 até 10/10/18 (15 aulas de 2 h)

Parte 2. EDPs da fisica (com séries e funcoes especiais)
de 15/10/18 até 05/12/18 (15 aulas de 2 h)

P1: 08/10/18; P2:03/12/18 e(ou) 05/12/18



Calendario das aulas — parte 1

Datas: 30/7-22; 1/8-42; 6/8-28; 8/8 —42; 13/8-28;

20/8-22; 22/8 —43; 10/9-28; 12/9—43; 24/9-28;
26/9—43; 1/10-29; 3/10—42; 8/10-2%; 10/10 — 43,

Nao havera aulas nos dias:
15/8 — feriado municipal; 27/8 e 29/8 - férias do professor;
3/9 e 5/9 — recesso escolar; 17/9 e 19/9 - SEMEF



Temas das aulas — parte 1

30/7-22. Apresentacao da Matéria. Conceitos gerais. NUmeros
complexos: definicao, propriedades, modulo e complexo conjugado.

1/8-42. NUmeros complexos: forma polar, férmula de Moivre.

6/8-22. NUmeros complexos: operacoes elementares, representacao
grafica no plano complexo, calculo de raizes.

8/8-42. Funcao exponencial de varidvel complexa, formula de Euler.

13/8-22. FuncOes de varidvel complexa: séries infinitas, funcoes
analiticas, derivadas. Equacdes de Cauchy-Riemann, aplicacdes.



Temas das aulas — parte 1

20/8-22. FuncoOes de variavel complexa: trigonométricas,
hiperbolicas. Aplicacdes na trigonometria.

22/8-42. Funcoes de variavel complexa: logaritmo. Aplicacoes.

10/9-22. Arcos e contornos, integral de contorno. Teorema de
Cauchy. Formula integral de Cauchy.

12/9-42. Funcdes harmonicas, problemas de Dirichlet e de
Neumann.

24/9-22. Séries de funcdes complexas, convergéncia, séries de
poténcias.



Temas das aulas — parte 1

26/9-42. Série de Taylor, Série de Laurent.

1/10-22. Singularidades, teorema de residuo. Aplicacdes: integrais
improprias.

3/10-42. Aplicacoes: funcoes trigonométricas. Funcao delta.
8/10-22. Prova P1.

10/10-42. Introducdo as funcdes especiais. Revisao dos temas
anteriores e vista da prova.



Introducado as funcodes de variavel complexa

Referéncias adicionais:
Al) Geraldo Avilla, “Variaveis complexas e aplicacdes”, 3% ed., LTC., 2008.
A2) Geraldo Avilla, “Variaveis complexas”, LTC., 2000.

A3) Sérgio L. Zani, “Func¢des de uma variavel complexa”, ICMC —
www.icmc.usp.br/~szani/complexa.pdf www.icmc.usp.br/~szani/complexa.pdf

A4) Capelas de Oliveira, e., Rodrigues Jr., W.A., “Introduc¢ao as variaveis complexas ¢
aplicagdes”, IMECC, UNICAMP, Campinas, SP, 2000.


http://www.icmc.usp.br/~szani/complexa.pdf
http://www.icmc.usp.br/~szani/complexa.pdf

Numeros complexos - definicao

Considere em C = R x R, o plano cartesiano, duas operacoes dadas por:
L (z1,71) + (22,92) = (1 + 22,91 + ¥2)

2. (z1,41) - (29, y2) = (T122 — V1Y2, T1Y2 + ToY1).

Também podemos definir a multiplicacao de um par (z,y) por um numero real A da seguinte
forma:
ANz, y) = (A\z, \y) (multiplicacao por escalar).

A primeira das operacoes acima nada mais ¢ do que a soma de coordenadas vetorials que ja
¢ famihar de ﬁlgebra Linear ou Célculo II e como visto, satisfaz as propriedades associativa e
comutativa apresenta um elemento neutro e para todo par ordenado existe um reciproco que
somada a ele resulta no elemento neutro. Note que C com a adicao e a multiplicacao por escalar
real é um espaco vetorial sobre R de dimensao dois.

Com relacao a operacao 2, temos a seguinte

Proposicao 1 A operacao definida em C=R x R por
(Z1,%1) - (22, ¥2) = (2122 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1)

¢ associativa e comutativa e satisfaz (1,0) - (z,y) = (z,y), para todo (z,y) € R
Além do mais, se (x,y) # (0,0) entao existe (u,v) € C tal que (x,y) - (u,v) = (1,0).



Numeros complexos - definicao

Definicao 1 O conjunto C munido das operacoes de adicao e multiplicacao definidas acima €
chamado de corpo dos numeros complezxos.

Vale a pena observar que as seguintes propriedades
1. (2,0) +(y,0) =(z+y,0), VzyeR
2. (2,0)-(y,0) = (zy,0), Vz,yeR

dizem que o subconjunto dos nimeros complexos dado por R = {(z,0);x € R} é preservado
pela adicao e multiplicacao. Desta forma, ¢ natural i1dentificarmos R com o conjunto dos
numeros reails. Em outras palavras: podemos assumir que o conjunto dos numeros reals ¢ um
subconjunto dos niimeros complexos.



NUmeros complexos — notacao

Como ja observamos, C é um espaco vetorial sobre R com respeito a adicao e a multiplicacao
por escalares reais. Além do mais, por seus elementos serem pares ordenados, C é um espaco
vetorial bidimensional sobre R. Desta forma, como (1,0) e (0,1) formam uma base, todo par
z = (x,y) € C se escreve de maneira tinica como

z=2x(1,0) +y(0,1).

Ja vimos que (1,0) é o elemento neutro da multiplicacao e como (1,0) € R, vamos denota-lo
também por 1.
Vejamos o comportamento de (0, 1). Temos

(0,1)-(0,1)=(0—-1,0—-0) = (—1,0) = —(1,0),
ou seja,
(0,1)? = —(1,0). (2.1)

Assim, o nimero complexo (0,1) possui quadrado reciproco aditivo do elemento neutro da
adicao. Usaremos a notacao i = (0, 1), obtendo

i° = —1.

Dado z = x4+ iy, r,y € R, o namero z é chamado de parte real do niimero complexo z
e é denotado por Rz. O numero y é chamado de parte imaginaria do nimero complexo z e é
denotado por §z. Temos z = 0 se e somente se Rz = Sz = 0.



NUumeros complexos — operacoes

(1 +1y1) + (2 + iy2) = (21 + 22) + (Y1 + Yo)
(1 + ty1) (22 + iy2) = (T122 — Y1Y2) + i(T1Y2 + T2Y1)

-1 £ . Uy

27 = - — 1

..;1,'2 _|_y2

Exemplo 1 Encontre as partes real e imagindria de z = (1 + 1)
Temos 2= (1+i)(1+i)=1+i+i+i*=2i. Logo Rz =0e Iz =2.
Exemplo 2 Encontre as partes real e imaginaria de z = (1 +1)/(1 — 7).

Temos 2 = (14i)(1 — i)' = (1 +9)(pz — iprepye) = 5(1+1)? = 32i = i. Logo Rz =0
Sz = 1.




Numeros complexos — modulo e conjugado

I\

L J

Com esta visao geométrica dos niimeros complexos, definimos o modulo de z = x+iy, z,y €
R, como |z| = /22 + y2. A partir dai, definimos a distancia entre dois nimeros complexos 2;
e 29 como |z; — 29|. E imediato que valem as desigualdades Rz < |Rz| < |z] e Sz < |Sz| < |z].

O conjugado de z = = + iy, r,y € R, é definido como Z = = — 1y. Geometricamente, = é a
reflexao do vetor que representa z com relacao ao eixo real,

r




Numeros complexos — propriedades

Para todo z, z1, z0 € C temos

zZ=2z

1 |31| ~
o | 2l =2l gz £ 0
z=Z<+ = z€R zo EAk 2

21 + 29| < |z1| + |22

21 +20=21+ 22

o

21

| < |21 — 2

Z9

A2=)\Tse ) R



Numeros complexos — forma polar

Dado um numero complexo z # 0, podemos representa-lo em coordenadas polares como

” z=rcosfl +irsentl = r(cosf +isenf), r=|z| 6=argz
. Colocando z = z + iy # 0,z,y € R, vemos que r = /22 + y2. Vejamos como se comporta
r o argz € [0,27). Se 2z for um numero real entao argz =0 se Rz > 0 e argz =7 se Rz < 0. Se
i p z € um numero imaginario puro entao argz = 3 se 5z > e arg 2z = 37“ se §z < 0. Finalmente,
~ T & __ . 11T "y
» seRz#0eJ2+#0entao § = arg z fica determinado pela equacao
1 T
e
Sz
tanfl = —
Rz
Exemplo 7 Encontre uma representacao polar para z = 1 + 1.
Temos r = |z| = V2. Como 2 se encontra no primeiro quadrante temos que a soluciao para

tanf = % =1 é 6 = 7. Assim, uma forma polar de z é

1+1= x@(coﬂg%—meng).



Numeros complexos — forma polar

T € 01 + B representam o modulo e um arqumento de zy 2o

2129 = [r1(cos 61 + isen 61)][ra(cos B2 + isen 6s)]
= r17a(cos 1 cos By — sen By sen Oy + i(cos f sen By + cos By sen 6y ))
= r11r9(cos(0; + 03) + isen(6; + 65))

ri/ra2 e 81 — O3 representam o modulo e wm arqumento de z1/zo

2 1
— = — = r—g-rl-rg(cas.(f?l — b)) +isen(t) —63))
¥ 1 2

— E(c(}s(ﬂl — 03) +isen(0; — 03))
s

Observacao 2 Seja z, = cosf, +isenf,, 8, > 0. Dado z € C, temos que z,z € a rotacdao do
vetor que representa z pelo anqgulo 6, no sentido anti-hordrio. Se 6, < 0 a rotacao € no sentido
oposto.



Numeros complexos — forma polar, raizes

para todo n € N temos
2" =1r"(cos(nf) + isen(nd)).

Além do mais, se z #+ 0, a formula acima € valida para todo n € Z.

(De Moivre) Para todo @ € R e todo n € Z temos

(cos +isenf)” = cos(nf) + isen(nd)

2" = 2z, r"(cos(nf) + isen(nfd)) = r,(cosf, + isend,)

{r” _ . {T _ o 2k = 3/1o(cos Oy + isen fy)

nt = 6, + 2kmw, para algum k£ € Z = %”- + =%, para algum k € Z



Numeros complexos — raizes

i
%3
Exemplo 11 Encontre as raizes de 2> = 1 — i
1
” i T
1 —i =2 (cos— +isen — ,
4 4
| I 7T
G .
20 = V2| cos— +isen — | .
0= V2 ( Ty Tisens 2) _.
. 8 _ . 15 15
As raizes de z° = 1. = \5/5 (CDS f; 4 isen %;)

Exemplo 10 Encontre todas as raizes de z* = 1

. 2km " 2km B km Lis km E—0 3
Ck = cos 1 7 sen 1 — COS 5 i sen 5 | =0,...,

Co =1, C1 =1, Co=—1 e Gz = —1

_ 23 23m
2y = \G@ (casl—; +-ésenl—;> )



NUumeros complexos - exercicios

(Ref. AL):

(p-7)
Reduza a forma a + bi cada uma das seguintes expressoes

2. (-3+4i)—(1-20); 4. (3-5i)(-2—4i) ;6. (3:‘—1)@—%); 8. (2 +30)2 ;

. » . 30
10. (1+0)3; 18 —— . 200 2L . 24 L. 26 (ﬂ) .;.
3-2i 2—1i 1-i

16. Mostre que (x + iy)™(x — iy)" = (x* + y*)"



NUumeros complexos - exercicios

(Ref. Al):

(p-8) )

Represente graficamente os numeros complexos z,, z,, z,Z, e Z—l
2

30. z1=;—\=/§", z,=1+1V3; 32.2z,=3-1, z,=3-1/,;

(p- 12)
Determine o argumento de numeros complexos dados, escreva esses numeros na forma polar e
represente-os graficamente:

, . 4 _ _—4
2. z=1+1W3 ; 6. z=-1-1; 8 z=——

(p-15)
4. Prove que |z| < |x| + |y| < V2|z| , ondez=x+ iy



NUumeros complexos - exercicios

(Ref. AL):

(p- 19)
Calcule as raizes dos numeros complexos e faca a representacao grafica correspondente:

1
4. v=2i ; 6. V=i ; 8. (-1-iV3) /2

(p. 24) '
Reduza a forma 1e'? e faca os graficos correspondentes:

2. 1-i;: 4 —-1-i:6 1-i/3; 12 ”;f

16. Sendo que z =re® , prove que |e’| = e~Tsen?

20. Determine z de forma que triangulo de vértices z,i,iz seja equilatero.

(p- 32)
Represente graficamente os conjuntos:

8. Imz >1; 10. |z+1|<2; 14. 1<|z—1+i|l<2; 22. |z+5|=|z—-1-1i



