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12 Questdo (3,0 pontos)

A estrutura da figura é formada por duas barras iguais,
AB e BC, de comprimento L e rigidez flexional EI. A barra
AB esta engastada em A e articulada em B. A barra BC,

€<—— T

N X OcC por sua vez, esta articulada em B e simplesmente
7 B ;@\ apoiada em C. H4a uma forga vertical P aplicada na
‘ 5 L " 5 articulacdo B, conforme a figura. Pede-se:
a) calcular a rotacdo da extremidade B da barra AB;
b) calcular a rota¢do da extremidade B da barra BC.
Solugdo:

i) A barra BC é uma barra biarticulada, sem forga intermidiaria aplicada, como a barra de uma treliga.
Portanto a barra BC sé poderia estar sujeita a uma for¢ga normal. Como o vinculo em C é um apoio simples,
essa forca é nula e, portanto, a barra BC ndo esta sujeita a nenhuma tipo de esfor¢o, ndo se deforma e
funciona como um corpo rigido. Assim, para calcular a rotacdo em B da barra AB basta isolar essa barra
conforme o diagrama:

A”Z

Note que a estrutura resultante é isostatica. (1,0)
ii) Para calcular a rotacdo em B da barra AB, adicionamos um momento ficticio em B:

2]

A”Z )1\7!=0
B

x <—

Pelo teorema de Crotti-Engesser , chamando de 85 a rotagdo a esquerda de B, temos:

Mas:

M(x) = —(M + Px)
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e, portanto,

Assim:

o — 1fpd _PL?
B = T 2R

Note que o sinal positivo indica que a rotagdo tem o mesmo sentido do momento ficticio adotado (horario).

(1,0)

iii) Como a barra BC tem um movimento de corpo rigido, a rotacdo da extremidade B dessa barra, que
indicaremos por 87, seré dada por:

onde yp é o deslocamento vertical do ponto B, que pode ser obtido usando o teorema de Crotti-Engesser:

L
_our 1 oM
P

= =— ([ Mx)—d
Yo =5p ~ g1 ) MX)5p dx
0
Mas,
M(x) = —Px
e, portanto,
oM
ap .~
Assim:
ey _PL?
YB =) T T 3Er
0
e, portanto,
, _pL
B 3E]

O sinal positivo de yg corresponde a um deslocamento no mesmo sentido de P. Portanto 67 tem o sentido
anti-horario.

(1,0)
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22 Questio (3,5 pontos)

A estrutura ABCD esquematizada na figura é
formada por duas barras iguais, de comprimento

“gk\ L, rigidez flexional EI e rigidez a tor¢do GIp, que
7 L 2 D estdo soldadas no ponto B. Essa estrutura est3
P L/2 presa em Ce D a duas molas iguais, de rigidez k.
)ﬁ y lA/ 5 —>>T No ponto B ha uma forga vertical P e um torque T
» L2 aplicados. Pede-se determinar o dngulo de giro da
c } e barra AB em B.
T Dados: GIp = %El ek = 123}31

Solugdo:

Sé o carregamento anti-simétrico contribue para o giro da barra AB, ou seja, a carga P pode ser retirada do
problema, restando apenas T. Como um carregamento anti-simétrico provoca reagdes vinculares anti-

simétricas, as for¢as nas molas sdo iguais em mddulo e tém sentidos opostos. Assim, basta estudar o
problema:

(0,5)

A estrutura resultante é hiperestatica, com grau de hiperestaticidade 1. Podemos escolher F com ingdnita
hiperestatica. Assim, pelo teorema da energia complementar minima,

aU*_O
oF

Desprezando o efeito da forca normal e da forca cortante nas barras, a energia complementar da estrutura é a
soma de trés parcelas:

U= U;lexéo + Ut*orgéo + U;mlas

Para calcular, adequadamente, as parcelas devidas a flexdo e a tor¢do, devemos construir os diagramas de
esforcos solicitantes:

(M) (M

FL T—-FL
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Assim, as parcelas da energia complementar sao:

L/2
) (Fx)? FI3
Uttexao = 2 | 55 4% = 5y
0
. (T-FL)’L 5(T—FL)°L
Utorcio = ——56 1 =8 &I
F? P23

*

molas = zﬁ - 12E1

E, portanto,

L _
U* = — (572 — 10TFL + 6F212)

8EI
(1,0)
Assim:
0= ot _ L (—10TL + 12FL?)
~ OF  8EI
Portanto,
o 5T
T 6L
(1,0)
Substituindo esse valor na energia complementar:
g ST
48 EI

O giro do ponto B da barra AB pode ser obtido a partir do teorema de Crotti-Engesser:

au* 5TL

¢p = 7 bp = A El
(1,0)
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32 Questio (3,5 pontos)

a)

b)

A partir da E.D.O. de 42 ordem que descreve os deslocamentos transversais do eixo central de uma viga
biapoiada submetida unicamente a um esfor¢o de compressdo P (conforme ilustrado na figura abaixo a
esquerda), determine, passo-a-passo, a equacdo caracteristica associada ao problema de auto-valores e
auto-vetores, as respectivas cargas criticas de flambagem e os modos de flambagem associados. Desenhe
os dois primeiros modos de flambagem e indique as cargas associadas a estes dois modos;

Considere o mesmo problema anterior porém com a inclusdo do peso préprio da viga, o qual pode ser
caracterizado por um carregamento uniformemente distribuido de intensidade g, (em N/m) dirigido
verticalmente para baixo. Pede-se a equacdo da linha elastica resultante em fungdo dos parametros P, qo,
El e . Mostre o que ocorre com o deslocamento a meio vao quando P — Ps;

Para a viga idealizada (indicada na figura abaixo a direita) composta por trés segmentos indeformaveis AB,
BC e CD e duas molas de torcdo de mesma constante k;, distantes a das extremidades A e D, determine as
relagOes a = a(El, [) e k: = k«(El, [) para que as duas primeiras cargas criticas do sistema idealizado coincidam
numericamente com as duas primeiras cargas criticas do sistema apresentado no item (a).

k, ke
p P @ P

‘ El=cte A‘ Bl cl D,

| —#— | ' | _A_
| [ | a | [-2a a |
I ,<—>I<—>:<—>:

Y

Solucdo:

a) AE.D.O. que descreve os deslocamentos transversais do eixo central da viga no caso em tela é dada por:

d*v(x) +£ d*v(x) C))
ax*  El dx* EI

Considerando, inicialmente, apenas o carregamento de compressao devido a carga P, a E.D.O. fica:

d*v(x) +£ d*v(x) _

dx*  El dx*
Denotando:
w-L
EI
Resulta:

dv(@) o dPv(x) _

0
dx* dx?

Procurando solug¢des da forma:

v(x) = Ce™

Vird, apds substituicdo na E.D.O.:

c.e“.[/l“ +k2/12] -0

E, como n3o nos interessa a solugdo trivial (ou seja, v(x)=C.e™ £0), devemos ter:

A =0 (raiz de multiplicidade 2)
PR =2 (P HR)=0 o v
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Desta forma, a solucdo geral da E.D.O. homogénea fica dada por: ( :
0,5 pto

v(x) =C, + Cyx + Cy.sen(k.x) + Cy.cos(k.x)
Resta aplicar as condi¢des de contorno do problema que, no caso, sado: (0.5 pto)

v(0)=0 < C+C=0

V(0)=0 & -Ck*=0 < (=0

v(i)=0 & C+C,l+Cysen(kl)+Cy.cos(k)=0

Vi()=0 < —Cyk*sen(kl)—C,k*.cos(kl)=0

Das duas primeiras equagdes decorre que: C; =C, =0

De forma que, substituindo estes resultados nas duas uUltimas equagdes:
C, I+ C;.sen(kl)=0

Cs.sen(kl)=0

Logo, é imediato concluir que devemos ter: C, =0 e sen(kl)=0

Assim, as soluc¢des (ndo-triviais) da E.D.O. homogénea que satisfazem as condi¢des de contorno do problema
sdo da forma:

v(x) = C.sen(k.x)
E a equacdo caracteristica que nos permite determinar as cargas criticas de flambagem é:
sen(kl)=0 < kl=nm, n=1273,.
Logo:
2 P i’z n’?El

=—= P =, n:1,2,3,...
El [? < I

O primeiro modo de flambagem é obtido paran = 1, resultando:

2
7 El
Pcr,l = 12
E o modo associado é: v (x) = C,Sen(%j

Esquematicamente:

A-- 2 B

O segundo modo de flambagem é obtido paran = 2, resultando: (0.5 pto)
2
P o= 47[2EI
’ [

. , 2
E o modo associado é: vy(x) = C.sen( -



ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
Departamento de Engenharia Mecanica

Esquematicamente:

A———8p

b) Considerando agora o caso em que o carregamento distribuido é dado por: q(x) = q, = cte, teremos a
seguinte E.D.O. resultante:

dv(x) o V) _ g,
4 : 2
dx dx EI

Cuja solucdo é a soma da solugcdo da E.D.O. homogénea com uma solucdo particular da E.D.O. ndo-
homogénea, ou seja:

v(x) = G + Cyx + Cy.sen(k.x) + Cy.cos(k.x) + v, (x)

Onde é imediato verificar que vale:

2
q,-X

2k%EI

vp(x) =—

Logo, a solugdo completa fica:

2

q,.x
v(x) = C, + Cyx + Cy.sen(k.x) + Cy.cos(k.x) ——2
e ) 2KEl
Aplicando novamente as condi¢des de contorno virao:
W0)=0 < C+C,=0
q q
V'(0)=0 o -Cki-—2=0 o C=——°>
) T KE Y KE
()=0 < C +Col+Cysen(kl)+Cy.cos(kl) 9wl _,
v = . Sen k. . €)= =
b ! 2KEl
q
Vvi()=0 & —Cyksen(kl)—Cyk*.cos(kl)——2—=0
3 ) 4 ( ) k2E1
De onde decorre imediatamente que:
9o 9
C = e =-—
Y kEr Y KEI
Logo:
_ g, (I-cos(kD) o g,
U OKEL sen(kl) 2 2kPEl

Resultando, finalmente:

(0,5 pto)

(1-cos(kJ)) q, o
—Sen(k.l) sen(k.x) +2k2EI.[lx X ]

q
v(x)=—2—|1-cos(k.x)—
K*EI
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Em particular, para x=1/2 e kI — z, (1° modo):

12
v(l/2) —> o P + 2o
k"EI sen(z) | 8k“EI

Ou seja, as deflexdes aumentam significativamente conforme a carga aplicada se aproxima do valor critico.

c) Pela simetria da estrutura e por compara¢do com os modos de flambagem vistos na parte (a) do problema,
podemos verificar que os modos de flambagem da estrutura idealizada ser3o:

12 Modo (modo simétrico):

Impondo o equilibrio de forgas e de momentos para a estrutura como um todo, obtemos:

Impondo o equilibrio de forgas e de momentos apenas para o trecho AB, vira:

A
P> /N

Pasen(0)=Myz =k, .0

Linearizando a equacdo de equilibrio,vira:

(Pa—k,).60=0
Cuja Unica solugdo ndo-trivial leva a:
o (0.5 pto)
a

22 Modo (modo anti-simétrico):

Novamente, impondo o equilibrio de forcas e de momentos para a estrutura como um todo, obtemos:

V,=V,=0 e H,=P
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Impondo o equilibrio de forgas e de momentos apenas para o trecho AB, vira:

A
P> N0

Pa.sen(6)=Mp = kt.(¢91 + 492)

Mas, pela geometria da estrutura na configuracao deformada, percebe-se que:
/
a.sen(6)) = E—a sen(6,)
Linearizando as rela¢gGes acima, teremos:
Pa.g, :k,.(@1 +¢92) e 6, :[——ljﬂz

Cuja Unica solugdo nao-trivial leva a:

Kl (0.5 pto)

p o=t
or.2 a.(l - 2a)

Finalmente, para que as duas cargas criticas do sistema idealizado sejam idénticas as cargas criticas do sistema
estrutural visto em (a), devemos ter:
k, ’EI k. AzEl

Mt P =
a 2 € or2 a.(1-2a) 12

/ (0,5 pto)




