APENDICE 3

(Texto retirado do Guia de Experiéncias de 2005)

Discutiremos varios aspectos de circuitos onde estdo presentes
resistores, capacitores e indutores. Iremos explorar particularmente algumas
solucOes das equacOes que governam a evolucdo desses sistemas do ponto de
vista eletromagnético, descrevendo os seus comportamentos tipicos.

A.l1 Analogia entre circuito R-L-C e o sistema massa-mola
amortecido

Vamos estabelecer inicialmente a analogia entre o sistema massa-
mola e o circuito L-C. A figura 1 apresenta alguns dos pontos de analogia. O
capacitor € analogo a mola, uma vez que ele, como a mola, armazena
energia: a mola na forma de energia potencial elastica,
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e 0 capacitor na forma de energia potencial elétrica,
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onde o parametro k, constante elastica da mola, é analogo a 1/C, com C a

capacitancia do capacitor e a coordenada X, elongacéo da mola, é analoga a
carga Q armazenada em uma das placas do capacitor.
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b) Esticar a mola corresponde a carregar o capacitor.
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c) Abandonar a mola equivale a fechar a chave.
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Figura 1. Alguns pontos de analogia entre o sistema massa mola e o circuito
elétrico formado por um indutor e um capacitor.



Ha também uma analogia entre a massa e a indutancia. A massa mede
a inércia, determinando a intensidade da forca necessaria para produzir no
objeto a aceleracdo desejada; a indutancia mede o grau de dificuldade em
alterar a corrente, determinando a forca eletromotriz necessaria para

produzir no indutor o valor desejado de O%t' Esta semelhanga pode ser
explorada também do ponto de vista da energia armazenada. Uma massa em

. L 1 .
movimento armazena uma energia cinetica Ec = Emvz, enquanto a energla

- i : , 1. .
armazenada no campo magnético produzido por um indutor é E_ == Li?,

- . dg dx
sendo que a analogia fica completa quando vemos que IZE e v:a

aparecem de forma analoga nessas expressoes de energia.

A resisténcia em um circuito elétrico é responsavel pela dissipacdo de
energia sob a forma de calor da mesma forma que o atrito e responsavel pela
dissipacdo da energia em um sistema mecanico, também como calor. A
analogia fica completa se considerarmos uma forca viscosa linear com a

velocidade, quando a poténcia dissipada é Ccli_t = Av® (E = energia), onde A é
a constante da forca viscosa. Essa expressao tem a mesma forma da poténcia

dissipada num resistor, c;—lf = Ri’.

A.2 Circuitos R-C. Equacéao dinamica e sua solucao.

A figura 2 representa esquematicamente o circuito RC, onde
marcamos dois pontos, escolnemos um sentido para a corrente positiva e
sinais relativos para as cargas nas placas do capacitor, de maneira a definir
as referéncias para a equacéo que descreve 0 comportamento da corrente.



A diferenga de potencial elétrico

Figura 2. Representacdo esquema- | entre dois pontos X e Y é definida por

tica do circuito RC, com as indica- o _] E.df
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sinais das cargas nas placas do ca- | on4e £ ¢ o sdo vetores. A integral
linha em um circuito fechado,

pacitor e da corrente no circuito. de
_ comecando do ponto A indo até B no
A sentido anti-horario, passando pelo
. resistor, continuando de B até A no
mesmo  sentido, passando pelo
0 capacitor, deve ser nula, porque volta-
R C = se ao ponto de partida. Na figura
procuramos especificar a convencao
para o sinal da carga em cada placa do
capacitor: quando a carga da placa
B superior € +Q, a da placa inferior € -Q,

por exemplo, se a carga da placa superior é -5 nC, a da inferior € +5 nC. Para
a corrente, escolhemos i positiva quando flui no sentido anti-horario e
negativa quando flui no sentido horario. Precisamos, agora, calcular a
diferenca de potencial elétrico em cada pedaco do circuito.

RESISTOR. Dentro do resistor ha um campo elétrico, que consideraremos
positivo quando aponta de cima para baixo na figura 2. A integral desse
campo dara o resultado que conhecemos da lei de Ohm,

¢B_¢A:_J.E>.d_’:_Ri (1)

FI10S. Dentro dos condutores, a densidade de corrente é proporcional ao
campo elétrico, ] = oE mas, como a condutividade é muito grande, mesmo
um pequeno campo elétrico produz uma grande corrente, de maneira que a
integral do campo elétrico no interior dos condutores é desprezivel. Assim,
desde que a resisténcia total dos fios seja muito menor que R, podemos
desprezar a contribuicéo dos fios para a diferenca de potencial.



CAPACITOR. A integral do campo elétrico €, simplesmente,
Y
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REUNINDO AS PARCELAS. A convencéo de sinal adotada da conta do
sinal tanto desta Gltima equacdo quanto da equacdo (1). Se Q for positivo,
esta Gltima integral sera positiva e a corrente fluird no sentido anti-horario
(as cargas positivas vdo em direcdo a placa negativa); caso Q seja negativa, a
integral serd negativa e agora as cargas da placa inferior vao se deslocar para
a placa positiva. O sinal da equacdo (2), neste circuito com apenas dois
componentes, termina por definir o sentido da corrente, desde que a carga no
capacitor determinara o sentido da corrente no resistor. Assim, qualquer que
seja o sinal da carga da placa superior do capacitor ou o sentido da corrente,
as expressoes (1) e (2) estdo corretas. Somando estas duas Ultima equacdes,
obtemos

¢B_¢A+¢A_¢B:_Ri+%:0 (3)

Considerando que a convencao adotada para Q e i corresponde a relagéo

_4Q
dt

(4)

podemos eliminar i da equacdo (3) obtendo a equacdo que descreve o
comportamento do circuito R-C,

dQ_ Q_
RE_'_E_O (5)

Para entender o comportamento do circuito, falta encontrar sua
solucdo geral e impor as condicdes iniciais, o que é facil desde que é uma
equacao de 12 ordem. A solucéo é

Q(t)=Qqe F¢ (6)



onde Qo ¢é a carga do capacitor em t=0 e 1/(RC) é a constante de tempo
caracteristica do circuito. Para confirmar que a funcdo dada em (6) resolve a
equacéo (5), basta substitui-la diretamente na equacéo diferencial.

A equacéo (5) descreve o comportamento do circuito desconectado de
qualquer fonte de tensdo, de maneira que a funcdo dada em (6) descreve a
evolucdo do sistema a partir do momento em que a carga do capacitor é Qo.
Poderiamos explorar outras situaces especificas para o circuito R-C, por
exemplo, acrescentando uma fonte de tensdo varidvel ligada entre o
capacitor e o resistor. Faremos isso para o circuito R-L-C mas néo para o R-
C apenas, porgue nada de muito interessante é obtido neste caso e a solucao
da equacdo (6) ja contém as caracteristicas essenciais do comportamento
deste sistema.

A.3 Circuito R-L-C. Equacéo dinamica

Seguiremos aqui 0 mesmo caminho utilizado na descri¢do do circuito
R-C, mantendo inclusive a convencdo de sinais. A figura 3 representa

esquematicamente a situacéo.

Neste circuito, podemos
utilizar a diferenca de potencial
calculada na féormula (1) para o
resistor sem qualquer alteracéo.
Para o capacitor, utilizamos o
resultado (2) trocando o ponto B
por C, de acordo com a definicdo
dos pontos mostrada na figura 3.
Somando essas duas diferencas de
potencial, determinamos

Figura 3. Representacdo esquematica do
Q circuito RLC, com as indicagdes

¢ — 9. =—Ri+= (7) |necessarias para definir os sinais das
C grandezas elétricas relevantes.

Esta diferenca de potencial ¢ igual a forca eletromotriz induzida entre
os pontos B e C pelo indutor L.

Para determinar com que sinal a forga eletromotriz Ldi/dt deve ser
considerada quando a utilizarmos na equacédo (7), é preciso compreender
qualitativamente a situacdo. A forga eletromotriz criada por um indutor
procura sempre opor-se a variagdo da corrente no circuito. Assim, se a
corrente i estiver crescendo, (di/dt) >0, de maneira que o sinal correto é



%—%=—L% (8)

ou seja, o indutor atua no sentido de empurrar as cargas positivas de B para
C pelo circuito, opondo-se a variagdo da corrente. Com uma interpretacdo
simetrica a esta, vemos que a equacdo (8) também tem o sinal correto
quando a corrente estd diminuindo. Comparando (8) e (9) obtemos

- Ri + Q_ a =0 9)
C dt
: . . dQ
Finalmente, devemos lembrar que, na convencdo adotada, 1= Tt
(formula 4). Usando esta relacéo para eliminar i da equacdo acima, obtemos
Ld Q+Rd—Q+g:0 (10)
dt? dt C

que € a equacdo que descreve 0 comportamento dinamico da carga no
capacitor num circuito R-L-C.

A.4 Solucbes da equacao (10)

Nesta secdo, apresentaremos as solugbes do ponto de vista
matematico, ficando para a préxima descrevé-las do ponto de vista fisico.
As solucdes dessa equacdo séo do tipo

Q(t)=Qe™

Para determinar os coeficientes p basta resolver a equacao caracteristica, no
caso a equacéo do 2° grau proveniente da substituicdo da solucdo na equacgéo
diferencial, ap0s fatoracdo da exponencial. Obtém-se

~R+ R2—4é
= 11
p oL (11)




sendo que o comportamento do sistema depende do valor do radicando,
conforme detalhamos a seguir.

RADICANDO POSITIVO. Os dois valores de p sdo reais e negativos,
resultando numa solucdo Q(t) que é uma combinacdo linear de duas
exponenciais reais, decrescentes com o tempo. Os coeficientes das
exponenciais devem ser encontrados levando-se em consideracdo as
condicg0es iniciais do circuito: carga (ou tensdo) no capacitor e corrente no
circuito. No geral, Q(t)-> 0 mais ou menos rapidamente, dependendo dos
sinais dos coeficientes das duas exponenciais.

RADICANDO NULO. Neste caso, a raiz é real, dupla e negativa,
p=—R/2L. A carga no capacitor decresce exponencialmente, normalmente

chegando a zero rapidamente. A segunda solucdo da equacéo diferencial €
Q=Qite ™

onde 0 p é 0 mesmo da outra solucdo.

RADICANDO NEGATIVO. Resulta em dois valores complexos para p. A

solucéo é oscilatoria, com amplitude que reduz-se com o tempo. A solugéo
pode ser representada numa forma fechada,

R

Q=Q,e 2" cos(at + ) (12)

onde

o) g

sendo que Q, e o devem ser determinados a partir das condigdes iniciais, 0

que muitas vezes é dificil de realizar na pratica, porque a corrente, sendo a
derivada da carga, serd a soma de dois termos envolvendo funcGes
transcendentes. O caso particular das condicdes de contorno:

- 99
Q(t=0)=q,; o t_o_o



tem solucéo relativamente simples, com

4L q
-le Q=—
R%C Q cos oS

coto =-—

Muitas das caracteristicas do comportamento do sistema independem,
porém, dos valores exatos de Q, e ¢, de maneira que esta dificuldade néo

tem maiores consequéncias. Repare que a frequéncia de oscilacdo aparente
do sistema é dada pela férmula (13).

A.5 Oscilacdes livres

A equacdo (10) descreve a dinamica de um circuito R-L-C sem fonte
externa de tensédo - veja a figura 3 para a representacdo desse circuito. Na
secdo anterior descrevemos brevemente como resolver essa equacdo. Aqui,
apresentaremos mais alguns detalhes.

(i) Oscilagcdo Amortecida

Quando R<2,/L/C a solucéo corresponde a formula (12). A figura 4

apresenta o gréafico, utilizando os parametros: R=100Q2, C=0,01uF e
L=30mH e as condic0es iniciais: Q(t=0)=q, ; i=—oclj—? =0
t=0

Figura 4. Oscilacdo Amortecida
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Neste caso, interpretamos o fendbmeno como a oscilagdo da carga no
capacitor oscila com a freqiiéncia angular em torno daquela dada pela
relagdo (13), com uma amplitude que decai exponencialmente com uma
constante de tempo 2L/R. Esta interpretacdo contém uma imprecisdo: a
rigor, dizemos que uma oscilacdo tem frequéncia » quando apds um periodo
T=27 was condicdes repetem-se exatamente, isto é, Q(t' +T)=Q(t') e
aQ =d—Q para qualquer ¢’ . Isto ndo pode acontecer quando a
def, dtf.,
amplitude maxima da oscilagdo cai com o tempo, de maneira que € preciso
uma certa cautela nesta nossa interpretacao.

Na deducédo da equacdo (10) consideramos apenas 0 amortecimento
provocado pela dissipacdo de energia na resisténcia por efeito joule, ou seja,
transformacédo de energia elétrica em calor. Um outro efeito que poderia
causar perda de energia é a irradiacdo, uma vez que tanto o indutor como o
capacitor criam campos (elétrico e magnético) que variam com 0 tempo e,
portanto, criam ondas eletromagneticas que podem se propagar, carregando
energia consigo. A irradiacdo eletromagnética, porém, ndo € importante nas
faixas de freqliéncia e dimensfes tipicas dos circuitos que usamos para
estudar oscilagdes em circuitos R-L-C no nosso curso de Laboratorio.
Quando as dimensdes dos circuitos aproximam-se do comprimento de onda,
o efeito de irradiagéo precisa ser levado em consideragao.

(ii) Amortecimento critico

Partindo de um circuito que apresenta oscilacdo amortecida e
aumentando a resisténcia, chega-se a situacdo em que R = ZM , quando a
corrente no circuito deixa de apresentar oscilacdo. O grafico da figura 5
apresenta a carga em funcdo do tempo em um circuito onde L=30mH,
C=0,01uF e R=3464Q, sendo a carga do capacitor no instante inicial igual a
20nC. Note que o tempo neste grafico esta na mesma escala da figura 4.



Figura 5. Amortecimento Critico
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(iii) Amortecimento super-critico

Quando a resisténcia do circuito é superior aquela necessaria ao
amortecimento critico, ela dificulta a passagem de corrente, fazendo com
que o tempo que o sistema necessita para retornar ao equilibrio aumente. Ou
seja, neste caso a resisténcia serd tdo alta, em comparacdo com outros
parametros do circuito, que o capacitor levara um tempo maior para se
descarregar, pois a corrente estara fortemente limitada pelo resistor.

Se R>2,/L/C asolugéo da equacéo (10) é
a P N (T Ly
R“C R“C (14)

A rigor, ambos 0s termos exponenciais S80 necessarios para compor a
solucdo. Entretanto, o primeiro deles é mais importante e, freqlientemente, o
outro € desprezado. Qualitativamente, podemos justificar isso considerando
que o coeficiente no expoente do primeiro termo é menor que o do segundo
e, portanto, é o termo que dominard com o passar do tempo. O quadro
adiante apresenta uma justificativa detalhada.




Figura 6. Super-Amortecimento
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A figura 6 mostra o grafico de descarga do capacitor num circuito
RLC onde C=0,01uF, L=30mH e R=10kQ, considerando-se Q;=20nC e
desprezando-se o termo Q,.

Considere a expressao da carga do capacitor dada pela equacdo (14). Determine a corrente i=-
dQ/dt no circuito. Em seguida, imponha a condi¢do de que no instante inicial a corrente é nula.
Isso dara uma relacéo entre Q1 e Q. . Com essa relagdo a expressdo para a carga em fungdo do
tempo sera

P L ([ 1 L ds
R2C e_ZL V7 R2%C R2C e_ZL "R

Observe que Q; ndo € a carga para t=0. Uma andlise desta equagcdo mostra que, desde que o
radicando seja proximo de 1, o que é o caso quando R é grande, o primeiro termo é dominante.
Esse € exatamente o termo que corresponde a uma reducdo mais lenta da carga do capacitor.
Portanto, sera ele o termo dominante a longo prazo no caso do amortecimento super-critico.




A.6 Oscilacdes Forcadas

Consideremos agora um circuito
RLC alimentado por uma fonte de tensdo
externa, como mostrado na figura ao lado.

A equacdo que descreve 0
comportamento dindmico deste circuito é

d’Q _,dQ Q
L R— + ==V, cos(at 15
a2 gt ¢ e (at)  (15)

onde a freqliéncia w € aquela da fonte de
tensdo, que nao deve ser confundida coma |Figura 7. Representagio
freqliéncia natural do sistema, dada pela |esquematica do circuito RLC,
equagéo (13), apesar do mesmo simbolo. A |com as indicacdes necessarias
solucdo dessa equacdo € a soma de dois |para definir sinais das grande-
termos distintos. O primeiro é dado por |zas elétricas relevantes.

uma das equacbes (11), (12) ou (13), a

escolha dependendo da relagdo entre R, L e C. Sobra para o segundo termo,
entdo, dar V,cos(at)quando substituido na equacdo (10) (lembrando de

novo, esta frequéncia @ nada tem a ver com R, L e C, ela é a freqiiéncia da
fonte de tensdo), de maneira que a soma dos dois termos resolve a equagéo
(15). Ha uma diferenca muito importante entre os dois termos da solucéo.
Um deles corresponde a uma carga Q(t) que diminui com o tempo,
praticamente desaparecendo apds algum tempo. Esse termo € um transitorio
gue ndo determina o comportamento a longo prazo do sistema. O outro, ao
contrario, define o estado estacionario resultante da acdo da tensdo externa a
longo prazo. A seguir, concentraremos nesta solucdo estacionaria, que
observaremos no experimento de ressonancia.

Apds o fim do transitério, a carga no capacitor deve oscilar com a
mesma freqliéncia da fonte de tensdo externa. A solucdo estacionaria deve
ser, portanto, do tipo

Q(t)=Q, cos(ct + ) (16)

Substituindo essa expressdo na equacao (15), obtemos (17)



tan o = _ R (17)

v, ,
Qo =2 senp (18°)

substituindo sen¢ obtido da equacéo (16) chegamos a (18)

Y, (18)

wJRz+(a,L_lj
wC

Veja que a amplitude da oscilagcdo do estado estacionario depende de
forma muito significativa da frequéncia da fonte de tensdo externa. Se a

frequéncia o do gerador for escolhida de maneira que a):l/\/ LC, o

denominador da equacdo (18) assume seu valor minimo e, portanto, a carga
no capacitor oscila com amplitude maxima. Note também que néo ¢ apenas a
amplitude de oscilacdo que depende da freqiiéncia da fonte externa mas,
também, a diferenca de fase entre a oscilacdo estacionaria e a fonte externa,
como pode ser visto pela equacdo (16). As figuras 8 e 9 mostram,
respectivamente, a amplitude e a diferenca de fase entre a oscilacédo
estacionaria e a tensdo na fonte em funcdo da fregliéncia para um circuito
onde R=1000¢2, C=0,01uF e L=30mH. A frequéncia esta em unidades de

Nivel

Q=




Figura 8. Amplitude de Oscilag&o.
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Figura 9. Diferenca de fase
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Veja, entdo, que o gerador consegue impor a oscilacdo ao circuito
deste que oscile com freqiiéncia proxima a natural. Podemos interpretar o
fato da fregiiéncia do gerador ndo precisar ser idéntica a natural para haver a
oscilagdo forgada, como uma conseqiiéncia do fato do sistema amortecido
néo ter uma freqiiéncia de oscilagdo bem definida, conforme nossa discussao
no item i da secéo 5.

As figuras 10 e 11 correspondem as figuras 8 e 9, mas a resisténcia é
1009, ilustrando que, quanto menor a resisténcia, mais pronunciada é a
ressonancia. Perceba a diferenca de escala das ordenadas das figuras 8 e 10,
ambas calculadas com o mesmo valor de V,. Podemos interpretar a largura
da ressonancia de acordo com a linha de raciocinio do paragrafo precedente:
como o amortecimento € menor, a amplitude cai menos a cada oscilacdo e o
sistema livre oscila de maneira mais harmonica, ou seja, possui uma
freqliéncia natural melhor definida.



Figura 10. Amplitude de Oscilacdo como na figura
8 mas com 1/10 daresisténcia .
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Figura 11. Diferenca de fase como na figura 9, mas
com 1/10 da resisténcia.
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A questdo do quanto uma ressonancia € pronunciada, e qual é o
parametro importante, é melhor discutida utilizando-se o fator de qualidade,
gue é nosso proximo assunto.

A.7 O Fator de Qualidade

Um circuito amortecido fraco perde energia a cada oscilacdo. Uma
grandeza util para caracterizar a intensidade do amortecimento, muito
utilizada na pratica, € o fator de qualidade, representado pelo simbolo Q e
definido por



1_AE (19)
Q 24E.  24F,

onde AE é a perda de energia em um ciclo de oscilagéol, Ei a energia no
inicio da oscilacdo e E;, no final. Quando o amortecimento é fraco, pode-se
verificar que Q mede o nimero de oscilaces efetuadas até que o sistema
oscilando livremente perca a maior parte da sua energia. A equacao acima
pode ser reescrita como

E
27 g e E =E 1-2F
Q E, Q

escrevendo a energia no inicio de n oscilag@es sucessivas como E;j, E,..., En,
podemos escrever

E,-E[1-2F
Q
£ —E[1-2F
Q

E, = E“[l—z—”j
Q

multiplicando todas as equagdes acima e verificando que o fator E;-Es ...-Ens
€ comum a ambos os lados da equacao, determinamos que

E,= E1£1—2—”jn
Q

Queremos dar interpretacdo quantitativa a interpretacéo fisica do fator
de qualidade como o numero de oscilagbes para que uma parcela
significativa da energia seja dissipada. Enquanto o sistema perde energia, 0

1 Lembre que a frequéncia de oscilagio ndo é bem definida, conforme discutimos no item i da se¢do 5 e na
discussao das curvas de ressonancia, na se¢éo 6.



movimento oscilatorio também perde amplitude, desde que a energia €
proporcional ao quadrado da amplitude. Vamos chamar de n,, 0 nimero de

oscilacbes para que a amplitude caia a metade da inicial. Em termos de
energia, 1sso corresponde a uma reducdo maior da energia armazenada,
desde que a energia € proporcional ao quadrado da amplitude, ou seja,

Nz

E, - - N :
=2 Substituindo essa condigcdo na expressdo acima e calculando o

logaritmo de ambos os lados, obtemos

27
“log(4)=n. . logl 1— <~
og(4)=n,, og( Qj

Quando Q é um numero grande, 1/Q é pequeno, de maneira que podemos
aproximar a expressao acima por

~log(4)= —Zn% ou log(2)= 72'%

ou ainda

Q=~5n, (20)

onde n,, é o numero de oscilagdes até que a amplitude reduza-se a metade,
guando o amortecimento é fraco.

E facil determinar o fator de qualidade também em funcdo dos
parametros do sistema, a partir das equacdes para a corrente em funcéo do
tempo. Note que, até aqui, ndo utilizamos as particularidades dos circuitos
elétricos, ou seja, toda a discussdo acima vale também para oscilacdes
mecéanicas. SO agora tornaremos a discussdo especifica para circuitos
elétricos. Retomando a solucéo estacionéria do circuito R-L-C forgado,

R

q(t)=q,e > cos(at+a)

onde representamos a carga pela letra g minuscula para evitar confusdo com
o fator de qualidade, representado pela letra Q maitscula. Vamos calcular a
energia armazenada no sistema em instantes de tempo onde a corrente é
nula, de maneira que toda a energia armazenada no sistema esta no capacitor
e é proporcional ao quadrado da carga armazenada. Assim,



2 R
-t
E =S o

' 2C
2

Ef :qLe_%(tiJrT)
2C

onde T ¢ o periodo de oscilacdo. (A corrente ndo é exatamente nula quando
cos(cot + a) =1, mas esta é uma aproximacdo muito boa quando o

amortecimento é fraco.) O periodo de oscilacdo estd relacionado com 0s
paréametros do sistema por

2
T=2—”, onde o = . R2
) LC 4L
donde deduzimos o fator de qualidade

Q E E.
No caso em que o amortecimento € fraco, a perda de energia por oscilacdo é
pequena e podemos aproximar a expressao acima por

2
2—7[:1— 1—BT +(ETJ +-- ;BT
Q L L L

Nesse limite, no calculo da frequéncia podemos desprezar o termo que
envolve a resisténcia do circuito. O resultado final é
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quando o amortecimento é fraco.



OBSERVACAO. E muito comum encontrar outra definicdo para o fator de
qualidade, diferente desta apenas por um fator 2z, ou seja, o fator de

. . E , :
qualidade pode ser definido como Q = = IE . As formulas acima podem
[
ser facilmente adaptadas a essa outra definicdo, trocando-se Q por 22Q. Ha
também outras interpretacdes fisicas para Q, que veremos oportunamente.



