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PROBABILIDADES Prova 2

Instrugoes: a prova deve ser feita individualmente. Ela nao visa medir se o grupo sabe. O
objetivo é obter informagao sobre o que cada aluno sabe. A nota V serd dada por

n
V= m1n(10, Vo Z Ui),

i=1
onde v; é o valor da nota da questao 7. A soma dos valores é maior que dez pontos. Quem nao
responder a pergunta 0 terd uma prova oral. Apresente as solugoes cuidadosamente deixando
claro as hipdteses feitas e mostrando o desenvolvimento matematico. Frases telegraficas ou
equacoes soltas nao sao a forma adequada de comunicar os resultados. Nao precisa fazer em
Latex, provas manuscritas sao bem-vindas. Provas em Word nao o serao. Numere as paginas
e os exercicios. Grampeie as folhas de forma ordenada por nimero de questdao. As folhas de
provas sem nome serao enviadas para reciclagem.

Exercicio 0.
Responda: Voceé fez a prova de forma individual? Resposta SIM terd nota vy = 1 e a resposta
NAO nota vy = 0.

Exercicio 1. Distribuicao normal A varidvel aleatéria X tem distribui¢ao normal com
media p e desvio padrao o.

e 7 toma valores z = az® + ba?. Encontre o valor esperado de Z.
e No caso em que = 0e o =1 avariavel Y toma valores y = cos x. Encontre a densidade
de probabilidade P(Y') e sua média.
e Suponha novamente que ¢ = 0 e ¢ = 1. Obtenha a distribuicao de probabilidade para
a variavel aleatéria Sy = Zf\il r?, onde os x; sao amostras independentes e igualmente
distribuidas (i.i.d) de X.
Valores: .5, .5, 1.

Exercicio 2. Em uma experiéncia o operador tem controle de escolha do valor x e pode
medir para cada escolha de x o valor de y. Uma corrida da experiéncia gerou o conjunto de
dados (z;,yi)i=1..n. No que segue teremos informacao que os valores de y; sao corrompidos por
ruido gaussiano e independente com média nula e variancia o?.

e H4 motivos tedricos para achar que o modelo M; : y = fi(x;0) é adequado. Encontre
uma expressao que permita econtrar #,,;, o valor de 6 de maxima verossimilhanca.

e Encontre uma expressao para a incerteza da estimativa de . Justifique a escolha dessa
estimativa.

Valores: 1., 1.

Exercicio 3. Considere a seguinte informacao I= “Uma moeda é jogada para cima, bate
no teto, no ventilador do teto, e cai no chao plano”. H& varios motivos para atribuir p = 1/2 a
probabilidade que caia a cara para cima, isto é p= P(s=1|I) =1/2eq=P(s=—1|1) =1/2

Poderiamos considerar outra experiéncia I’ onde p, ¢ tem outro valores (entre zero e um).
Consideremos as jogadas independentes, para duas jogadas i e j quaisquer P(s;|s;I") = P(s;|I).



Chame m o numero de caras para cima, quando a moeda é jogada n vezes. A frequéncia de
caras é definida por f =m/n
e (A) Mostre que a distribui¢ao de m, é a distribuigdo binomial:

/ n! m_n—m
(1) P(m|N =nl") = ol — P

e (B) Calcule < m >, < m? >. [Dica: Use a expansao binomial de (i) (p + ¢)", (ii)
pa%pm = mp™ e (iii) a normalizacio p + ¢ = 1; resposta: < m >= np , < m? >=
n?p* + np(1 —p)]

e (C) Refaca a deducao da desigualdade de Chebyshev para distribuigdes de variaveis que
tomam valores discretos e mostre que para € fixo, a probabilidade que a frequéncia f se
afaste do valor esperado < f >= p por mais que ¢, cai com 1/n.

e (D) Discuta e pense: Entao de que forma a frequéncia esté ligada a probabilidade? A
frequéncia converge, quando n cresce, para a probabilidade p. Toda convergéncia precisa
ser definida em termos de uma distancia, que vai para zero quando se toma algum
limite. E fundamental entender que a distancia aqui nao é €, mas é a probabilidade
que f se afaste de p por mais de €. Assim, a frequéncia f converge em probabilidade
a probabilidade p.

A conclusao do exercicio acima é fundamental. Como poderiamos definir probabilidades em
termos de frequéncia, se para mostrar que a frequéncia estd associada a probabilidade usamos
o conceito de convergéncia em probabilidade? Discuta se é errado ou nao definir um conceito
usando esse conceito na definicao.

Mas o exercicio acima mostra porque pode parecer sedutor usar a frequéncia em lugar da pro-
babilidade. Se tivermos informacao I’ sobre uma experiéncia e dados sobre uma sequéncia de
experimentos nas condi¢oes I’ podemos atribuir valor a probabilidade de forma mais segura. A
frequéncia é informacao que pode ser usado para atribuir um nimero a probabilidade, mas nao
¢ o unico tipo de informagao para fazer isso. Valores: 2.

Exercicio 4. Andlise combinatorial. Considere um conjunto de simbolos A = (ay, as, ....a,).
Pode considerar A como um alfabeto ou uma lista de todas as palavras possiveis ou um dicionario
sem as definicoes. Uma mensagem de tamanho r é composta por uma lista de r simbolos. No
caso em que as palavras possam ser usadas com reposicao o fato de uma palavra ter sido ou nao
usada nao altera a possibilidade de uso futuro. Uma lista ordenada é uma mensagem em que
a ordem das palavras importa. Uma lista desordenada é uma em que sé o niimero de vezes em
que cada palavra aparece importa.

e Mostre que o nimero de mensagens ordenadas com reposicao de tamanho r é n".
. .~ , |
e Com r < n, mostre que o nimero de mensagens ordenadas sem reposicao ¢é ﬁ
e Com r < n, mostre que o nimero de mensagens desordenadas de tamanho r sem re-

A A n!
posicao e n—r)"

O caso de mensagens desordenadas com tamanho r e com reposicao é mais dificil. Cada simbolo
a; aparece um numero de vezes r;. Por motivos que ficarao mais claros ao estudar sistemas
fisicos, chamamos r; o nimero de ocupagao do estado i. Os valores de r; sao inteiros entre 0 e r
e satisfazem Zi:m r; = r. Por ser uma mensagem desordenada pode ser representada por um
diagrama como no exemplo abaixo

que representa a mensagem feita de um dicionario de n = 4 simbolos, onde a; aparece duas

vezes, as trés vezes, az nenhuma e ay trés vezes, ou seja r1 = 2,79 = 3,713 = 0,74, = 3. O

problema foi reduzido a um problema com dois simbolos b; = * e by = |, onde b; aparece r vezes

e by aparece n — 1 vezes, ou seja um total de r + n( —1 s)l"mbolos e portanto o numero total de
r+n—1)!

mensagens desordenado sem reposicao é dado por FICsIE Voce pode mandar a mensagem ou

simplesmente o conjunto de nimeros de ocupacao. Como exemplo considere o problema que



Bose e Einstein consideraram ha quase 100 anos. Um sistema é feito de n particulas. Cada
particula ¢ pode estar num estado descrito por r;, com ) ._, r; = r. Nao importa qual é a
particula que esta em cada estado. Queremos saber o ntimero de configuragoes dados n e r. Se a
energia E do sistema é proporcional a r, F = hwr e o nimero de dtomos é n isto é um primeiro
passo para estudar a termodinamica de um sistema fisico.

e Encontre o nimero de configuragoes para n e FE dados.

Falta ainda um passo (muito grande que sé daremos ao introduzir entropia) para descrever a
termodinamica.
Valores: 2.

Exercicio 5. Suponha que as variaveis y; e yo tenham distribuicao uniforme no intervalo
[0, 1] e sejam independentes.

(1) A) Encontre a distribuigao da varidvel z = —logy; . Dados y; e y, obtemos z; e x2 a
partir da transformagao:

r1 = +/—2Iny; cos2mys
Ty = +/—2Inysin 2wy,

(2) b) Encontre a distribui¢ao conjunta Px (1, x2)

(3) ¢) Suponha que tenhamos informacao que nos permite atribuir probabilidades a P(a|l)
e P(m|I) as probabilidades de altura a e massa m respectivamente de membros de
uma populacao. Suponha que a e m sejam independentes e encontre uma expressao
para a probabilidade P(b|I) da varidvel b = a/m!/® | que representa uma caracteristica
geométrica do corpo. Suponha que a e m nao sejam independentes, o que faltaria para
encontrar P(b|I)?

Valores: 1.

Exercicio 6. Sistema de Agentes e modelos de eleicao. Uma sociedade de N agentes
tem que escolher um entre dois candidatos A e B.

e (A) Um pesquisa de opiniodes feita com n eleitores tem como resultado n4 e np a favor
de cada um dos candidatos. Supondo que N >> n, qual é confianca que se pode ter
sobre o uso do resultado da pesquisa como indicador do resultado da eleicao caso nao
hajam mudangas de opinioes. Discuta se é razoavel modelar a eleicado como uma urna
de Bernoulli.

e (B) Agora vamos fazer algo mais interessante, mas que sé requer o uso das regras de
soma e produto, que sao bem estabelecidas e algumas suposi¢oes sobre o comportamento
humano que podem ser muito discutiveis. O objetivo é mostrar ao aluno que tem as
ferramentas para modelar situagoes muito mais interessantes. Continuando o item ante-
rior suponha que as pessoas conversam entre si e mudam de opinioes. Suponha que no
dia ¢ as probabilidades de voto sejam p4(t) e pp(t) respectivamente. A dinamica de mu-
dancas de opinioes é bem complicada mas podemos fazer um modelo simples: Foquemos
a atencao em um eleitor, este se reune com mais dois e passa a ter a opiniao da maioria.
Ou seja do grupo de trés, se dois ou trés apoiam o cndidato A em ¢, o eleitor em foco
passa a apoiar A no dia t + 1 e a apoiar B se somente 0 ou 1 dos membros do grupo de
trés apoiavam A. Suponha que as de probabilidades de votar em um candidato de cada
um dos membros do grupo cada um dos membros sejam independentes das dos outros
membros do grupo. Para o grupo de trés escreva como fungao de p(t) as probabilidades
da assercoes

e (B1) Ag; =70 ou 1 membros apoiam A”



e (B2) As3 =72 ou 3 apoiam A” que sao respectivamente pp(t+1) = f(pp(t) e pa(t+1) =
f(pa(t)) (note que por simetria sdo a mesma funcao com argumentos diferentes.) Faca
o grafico de pa(t+ 1) = f(pa(t)) contra pa(t). Inclua no gréfico a identidade (diagonal).
O cruzamento de f(pa(t)) com a diagonal indica pa(t + 1) = pa(t), chamado de ponto
fixo.

e (C1) Identifique os pontos fixos p% e pl.

e (C2) Discuta a estabilidade dos pontos fixos. Isto é, se ao perturbar um pouco o ponto
fixo: pa(t) = p’ + Ap; este se afasta, no instante ¢ + 1 movendo-se na diregao de outro
ponto fixo (instavel) ou se aproxima (estdvel) do ponto fixo. (Mais interessante ainda)
Existem pessoas que ao interagir com o grupo decidem ser do contra, isto é adotam no
proximo instante a posicao minioritaria. Suponha que a probabilidade de alguém ser do
contra seja c. e é independente de qualquer outra coisa. Entao com a notacao anterior,
e usando as regras da soma e do produto mostre que

o (D1) pa(t+1) = (1= ) f(palt)) + cf(ps(t))

e (D2) Mostre que para ¢ > 1/6 o valor py = .5 é o unico ponto fixo estavel. Portanto
podemos esperar um resultado da eleicao em que a sociedade esta dividida em fragoes
aproximadamente iguais.

Valores: 4.



