13 Integral Definida

Se f € uma funcdo de x, entdo a sua integral definida € uma integral restrita a valores em
um intervalo especifico, digamos, a < x <b. O resultado é um nimero que depende apenas de a

e b, e ndo de x. Vejamos a defini¢do:

Definigcdo: Seja f uma fung¢do continua no intervalo [a, b]. Suponha que este intervalo seja
dividido em n partes iguais de largura Ax=(b—a)/n e seja x ; um nimero pertencente ao j-

ésimo intervalo, para j =1, 2, ..., n. Neste caso, a integral definida de f em [a, b], denotada por
b b n

j f(x)dx, édadapor j F(x)dx = nm{z flx j)}Ax, se este limite existir.

a a e J=1 ‘

Pode-se mostrar que se a funcdo y = f(x) é continua em um intervalo [a,b], entdo ela é

integravel em [a,b].

Interpretacao geométrica:
Suponha que y = f(x) seja continua e positiva em um intervalo [a,b]. Dividimos este

b—a

n

intervalo em n sub-intervalos de comprimentos iguais, ou seja, de comprimento Ax = , de

modo que a = ap < a1 < a < ... < ay, = b. Seja x; um ponto qualquer no sub-intervalo

la,_,a, ], k=1,2,..,n. Construimos em cada um desses sub-intervalos retangulos com base Ax

e altura f(x j ), conforme a figura abaixo:

Aj = f(x;)Ax

fx) >

o

a Xj b
A soma das areas dos n retdngulos construidos é dada pelo somatério das dreas de cada um deles,

isto é:
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Aretﬁngulos = |:i f(-xj ):|A.x .

7z N

Intuitivamente € possivel admitir que a medida que n cresce, Axdiminui, e
conseqiientemente o somatdrio anterior converge para a area A da regido limitada pelo gréfico de
fepelas retas y =0, x = a e x = b. Portanto, a area desta regido é dada por

A= 152{; f(xj)}Ax.

Mas este limite € exatamente igual a definicdo de integral definida e com isso observamos

que a integral definida de uma funcdo continua e positiva, para x variando de a até b, fornece a

area da regido limitada pelo grafico de f, pelo eixo-x e pelas retas x=a ¢ x=b.

Observagdo: Na definicdo de integral definida consideramos uma fun¢do continua qualquer,

podendo assumir valores negativos. Nesse caso o produto f(x;)Ax representa o negativo da

area do retingulo. Portanto, se f(x) <0 para x € [a,b], entdo a drea da regido limitada pelo

b
gréafico de f, pelo eixo-x e pelas retas x=a e x=>b é dadapor A = — j f(x)dx .

a

O calculo de uma integral definida através de sua defini¢do pode ser extremamente
complexo e até invidvel para algumas fungdes. Portanto, ndo a utilizamos para calcular integrais

definidas, e sim um teorema que € considerado um dos mais importantes do Calculo:

Teorema Fundamental do Cdlculo: Se y = f(x) € uma fungdo continua no intervalo [a,b] e

F’(x)= f(x) [isto é, F(x) é uma primitiva ou anti-derivada f(x) ], entdo

" =F(b)-F(a)

[ feodx=F(x

Propriedades da integral: Se f e g sdo fun¢des continuas no intervalo [a,b], entdo:

b b
a) Ic f(x)dx = cj f(x)dx , onde ¢ é uma constante.
a a

118




b b b
b [ g(0ldx=[ f(x)dx+ [ g(x)dx

C

N

b c b
jf(x)dxzjf(x)dx+jf(x)dx,onde a<c<b
d) f(x)20,Vxelabl = [f(x)dx20

e) f(x)=g(x),Vxe[a,h] = j f(x)dx > j g(x)dx

f) Se 3 f(a) :Tf(x)dxzo.

Exemplos: Use integracdo para calcular a drea das regides delimitadas pelo eixo-x e pelas
funcdes abaixo:

1) fix)=2x+ 1, no intervalo [1,3].

3 _
A:j(2x+1)dx:x2+x+c": —943+C—(1+1+C)=10.
1

Geometricamente farfamos A = Aeiangulo + Awriangulo =2 X 3 + (2 x 4)/2 =6 + 4 = 10.
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2) fix)=x>-4x, xe[13].

Como  f(x)<0,Vxe[l,3], segue que a drea da regido ¢€é dada por
2 x = 1 22

A=—| (x> —4x)dx=—(—-2x°) =—9-18)+(=-2)=".
!( e ==(=20%) =—O0-18)+(-2) ==

x=1

3) f(x)=x"-2x"-5x+6, xe[-23].

1 3
A= j(f—2x2—5x+6)dx—j(x3—2x2 —5x+6)dx =

-2 1

x=1
o2 5x o2 5x
—_————+06x - ———————+6x
4 3 2 s 4 3 2

x=3

=10,42

x=1
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Area de regioes entre curvas:
Suponha que f e g sejam definidas e continuas em [a, b] e tais que f(x)=g(x),V x€ [a,b].

Entdo a drea da regido R limitada pelos graficos de fe g e pelasretas x=a e x=>b & dada por
b
A=[lfx)-gldr,

independente de f'e g serem positivas ou ndo. De fato, temos trés possibilidades:

A

{

1°caso: f(x)=20,g(x)=0e f(x)>g(x),V x€[a,b].

oQ

5

S F--
-~ A

Neste caso, A = j F(x)dx - j g(x)dx = j [£(x)— g(x)]dx.

v

2°caso: f(x)=20e g(x)<0, V xel[a,b].Neste caso, A

{

A= }f(x)dx+ {— jf g(x)dx} =

[ o~ [ g =[1£(0) - gk - >
I_/g\v\
3°caso: F(0) <0, g(x)<0e F(x)2 g(x),V xe[a,b]. A
Neste caso,
A= —} g(x)dx — {—j f(x)dx} - ) g

E

[ f g =[1 (0 - g1

:
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Exemplos: Encontre a drea da regido limitada pelas curvas dadas:

1) f(x)=—x>+4x e g(x)=x". As interseccdes ocorrem em x = 0 e x = 2. Portanto:

2
A= j(—x2 +4x—x2)dx = g = 2.6667
0

2) y?=2x-2 e y=x-5. Asinterseccdes ocorremem x =3 e x =9. Portanto:

3 9 3 9
A= I[\/Zx—2 —(—2x - 2)]dx+J.[«/2x— 2 —(x—=5)]dx = 2j\/2x—2 dx+_|.[«/2x— 2 —x+5]dx=18
1 3 1 3
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3) f(x)=sen(x), g(x)=cos(x), % <x< oz

As interseccdes ocorrem em:

or ,
, x=— e x=—_. Porém, observe que para
4 4 4

b

57 9«
X (Z Tj tem-se senx >cosx, enquanto que para xe€ (—— tem-se cosx >senx.

Assim,

9z

A=

Ma'——.»\%

(sen(x) — cos(x))dx + j (cos(x) — sen(x))dx = 4+/2 = 5,6569 .

4

Outra aplicacao da Integral Definida: Teorema do Valor Médio para Integrais

Se f € uma funcdo continua em [a,b], entdo existe z € (a,b) tal que
b
[fodx=f)b-a),

b
ou seja, existe z € (a,b) tal que f(2)= %jf(x)dx .
—a

Interpretacao geométrica: Se f(x) >0,V xe€ [a,b], entdo a drea sob o grafico de f € igual a
area do retangulo de lados (b — a) e f(z).
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f(z)

b
Observacao: O valor médio de fem [a,b] € dado por VM = bLJ. f(x)dx.
-a

Exemplos:

1) Um pesquisador estima que ¢ horas depois da meia-noite, em um periodo tipico de 24 horas, a
) 2 )
temperatura em certa cidade € dada por T'(t) =3 —E(t —13)*, 0<r<24 graus Celsius. Qual é

a temperatura média na cidade entre 6 da manha e 4 da tarde?
Solucdo: Como 6 horas da manhda e 4 horas da tarde correspondem a t = 6 ¢ t = 16,
respectivamente, estamos interessados em calcular a temperatura média, 7(f), no intervalo

6 <t <16, o que corresponde a integral:

16 =16
™ = — 3—3(t—13)2 dr = ist—g(t—13)3 =
16-65" 3 10 9 e

! oL 3626137 | =—
5{3(16)—6(16—13)} 10[3(6) 56 13)} 5,22

Assim, a temperatura média no periodo é — 5,22 °C.

2) Encontre o valor médio de f(x)=3+x+1 no intervalo [-1,8] e determine o valor de x que

corresponde ao valor médio de f.

Solugdo:

(\/ﬁ \/_)——x27 6.

j3ﬂdx——j\/_du——§ Al

8——

u=0
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Portanto, o valor médio de fem [—1,8] € igual a 6.

Pelo Teorema do Valor Médio, 34 ze (—1,8) tal que f(z) =VM =6, ou seja,

Wz+l=6 = 9(z+D)=36 = 9z=27 = z=3.

Portanto, quando x = 3, f(3) € igual ao valor médio de fem [—1,8].

EXERCICIOS

1) Calcule as integrais abaixo usando o Teorema Fundamental do Calculo:

a)j(\/;—xz)dx b) J%(mejdx

c) j( X +e_")dx d) ISx(xz +1)3 dx
2 2
€) I( Jox+l j f) _{(mj dx
g) 1sz(e’ —e™')dt h) Ttg(x) dx
.!(cos(l/x)j i) j-[cos(inx)jdx
k) T(Htg(x)f sec? x dx 1 ”j/ 3[%} dx

0

2) Esboce a regiao limitada pelas curvas dadas e calcule as respectivas areas utilizando integrais
definidas:

a) y=x+1, y=9—x2, x=-1, x=2

b) y=sen(x), y=e*, x=0, x=§

c) y=cos(x), y=sen(2x), x=0, x =§

X, y=x2—2

d) y=
e) y=x"—6x>+8x, y=x"—4x

f) y’=x, x—2y=3
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3) Os registros mostram que ¢ horas apds a meia-noite, a temperatura em um certo aeroporto foi

T(t)=—-0,3t> + 4t +10 °C. Qual foi a temperatura média no aeroporto entre 9h e meio-dia?

4) Os registros mostram que ¢ meses apds o inicio do ano, o pre¢co da carne moida nos
supermercados foi P(t) =0,09> =02t +1,6 reais o quilo. Qual foi o preco médio da carne

moida durante os 3 primeiros meses do ano?

S5) Com ¢t meses de experiéncia um funciondrio do correio € capaz de separar
Q(t) =700 — 400e ™" cartas por hora. Qual é a velocidade média com que um funciondrio

consegue separar a correspondéncia durante os 3 primeiros meses de trabalho?

6) Em certo experimento, o nimero de bactérias presente em uma cultura apds ¢ minutos foi
Q(t) =2.000¢"”". Qual foi o nimero médio de bactérias presentes na cultura durante os

primeiros 5 minutos do experimento?
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