10
Entropia

I wish to propose for the reader’s favourable consideration a doctrine
which may, I fear, appear wildly paradoxical and subversive. The
doctrine in question is this: that it is undesirable to believe in a
proposition when there is no ground whatever for supposing it true.

Bertrand Russell, in Sceptical Essays

E inquestionével a capacidade de Russell de criar frases de efeito
para comecar um livro. Como discordar da frase acima? “E
indesejavel acreditar numa proposicdo quando nao ha nenhuma
base para supé-la verdadeira”. Parece 6bvia, mas ele usa algumas
centenas de paginas para mostrar que a doutrina é efetivamente
alheia a forma de pensar e agir das pessoas em geral e por isso ele
estd justificado em chama-la paradoxal e subversiva. Ainda assim,
parece 6bvia para quem quer uma descri¢do cientifica de alguma
area de conhecimento. E interessante notar as conseqiiéncias que ela
tem. Russell as analisa do ponto de vista das relagdes humanas.
Shannon, Jaynes e toda a escola de teoria de informacdo o fazem do
ponto de vista das conseqiiéncias matematicas que essa doutrina
tem quando devemos raciocinar sob a luz de informacéao
incompleta. Esse é o tema deste capitulo.

Especificamente queremos encontrar um método para atribuir
numeros as probabilidades satisfazendo vinculos impostos por
informacdo dada. Este problema também estd relacionado a
atualiza¢do de probabilidades para novos ntimeros devido a
inclusdo de nova informagdo. Novamente vamos pensar em casos
particulares, que sendo suficientemente simples permitam expressar
desejos de como deveria ser a teoria. Ha vérias formas de expressar
informacdo e isso terd conseqiiéncias sobre os métodos para
atualizar ou atribuir probabilidades. Come¢amos descrevendo algo
aparentemente simples, quando a informagdo ndo faz diferenca
entre as diferentes possibilidades. A partir dessa primeira atribui¢do
continuamos em dire¢do a um método geral. O resultado serd que a
cada distribuigdo de probabilidades serd atribuido um ntimero que
indica quanta informacdo a mais seria necessdrio coletar para ter
informacdo completa. Dentre aquelas distribui¢des que satisfazem
os vinculos da informacdo conhecida como verdadeira, escolhemos
a que é mais ignorante e portanto faz menos suposi¢des nao
necessdrias. A determinagdo desta distribui¢do requer o uso de
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* He who knows best knows how
little he knows. Thomas Jefferson

algumas técnicas matematicas. Nesse ponto o estudante deverd
consultar algum livro de célculo ou o Apéndice sobre o uso dos
multiplicadores de Lagrange no cédlculo de extremos sujeitos a
vinculos. Nas tltimas se¢des do capitulo comegaremos a estudar
sistemas fisicos e fazer a conexdao com a Termodindmica.

Incerteza, ignordncia e Informagao

Leia novamente a citagdo inicial deste capitulo. Suponha que sob
dada informagdo I4 tenhamos que escolher entre diferentes
distribui¢bes de probabilidade que sdo igualmente compativeis com
os vinculos impostos pela informacédo I4. Qual escolher? Para
comegar consideremos que temos s6 duas candidatas, P; (x;) e
P;(x;). Suponha que P(x;), além de satisfazer os vinculos impostos
por 4 também satisfaz aqueles impostos por informagdo adicional
I, mas esta informacdo ndo é dada. Repetimos: s6 sabemos 14.
Qual das duas escolhemos?

Um critério poderia ser: “escolha P, pois pode ser que Ip seja
verdadeiro.” E se ndo for? Se vocé souber alguma coisa sobre a
validade da assercdo I claro que é bem vindo a usa-la. Mas se nédo
souber, porque supor que é verdade? A escolha de P, é equivalente
a assumir que Ip é verdadeira, mas isso ndo queremos fazer.
Portanto parece natural que a escolha caia sobre P;. Esta é, das
distribui¢des compativeis com os vinculos, aquela que faz menos
suposi¢des ndo garantidas pela informagao disponivel. Ao fazer
esta escolha fazemos a escolha da distribui¢do que representa a
maior ignorancia possivel. A outra escolha assume como certa
informacdo que pode ndo ser verdadeira. E melhor nio saber do
que achar que se sabe algo que estd errado *.

Se vocé ainda insiste em escolher a outra distribui¢cdo, mesmo sem
poder oferecer a veracidade de Ip como argumento, serd por
motivos nado racionais e esse método, por mais que vocé o ache
interessante, estard fora do alcance de nosso analise. Talvez a
escolha seja por que vocé gostaria que Ip fosse verdade. Isso é
ideologia, capricho ou dogma e ndo nos interessa discutir agora.

O método que procuramos - seguindo Shannon - procura atribuir a
cada distribuicdo de probabilidade P(x;) uma medida da ignorincia
que essa distribui¢do representa sobre a variavel x.

Se soubermos, por exemplo, que x = 1 ndo temos nenhuma
ignorancia. Se ndo soubermos nada sobre x, a ndo ser que esta é
uma varidvel que toma valores num conjunto discreto {x;} de n
membros, entdo por simetria, P(x;) = 1/n. Note que ndo é por
simetria do sistema fisico, mas porque a informagdo que temos ndo
distingue as diferentes possibilidades i, que sdo simétricas quanto
as preferéncias. Este é o principio da razdo insuficiente de Laplace,
que Boltzmann seguiu, e que Jaynes discute de forma detalhada.
Muxima Entropia: Uma vez atribuida essa medida, que é chamada
de entropia, tomaremos a distribuigdo com o maior valor possivel
dentre aquelas que satisfazem as restri¢des da informacao
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conhecida. Esta é a distribui¢cdo mais incerta ou a que faz menos
hipéteses e portanto estd menos arriscada a fazer hipéteses
incorretas.

Suponha que temos informagdo, na forma de um vinculo, no
seguinte problema. I4="Uma moeda indestrutivel de trés lados

(s = —1,0 ou 1) foi jogada muitas vezes, batendo no ventilador que
gira no teto, e o valor médio s desse experimento é compativel com
o valor 0.”

E razoével atribuir valores P(—1) = P(1) = 0 e P(0) = 1? Se eu
insistir que isso é razodvel, a pergunta que vocé fara é: “porque
foram eliminadas as possibilidades £1?” e ainda “o qué é que ele
sabe que eu ndo sei?”. Simplesmente dizer que eu ndo gosto de +1
ndo é argumento razodvel. A mesma coisa pode ser dito para a
escolha de outra distribuicdo. Porque esta e ndo aquela?

Como proceder? Procuramos um critério que dé a cada distribuigdo
P(x), uma medida da falta de informacao para determinar o valor
de x. Queremos um método geral. Em principio ndo sabemos se é
possivel tal método. Novamente usaremos a idéia que se um
método geral existe, entdo deve ser aplicdvel a casos particulares. Se
tivermos um ndmero suficientemente grande de casos pode ser que
o método geral se mostre incompativel com esse grande ntimero de
casos particulares. Se ndo fizermos a tentativa ndo saberemos.
Quais sdo os casos particulares que devemos adotar para este
programa? A medida H[P], a entropia, deve satisfazer, em primeiro
lugar a transitividade, pois queremos escolher uma distribuicado
como sendo mais preferivel que outra e se P; é preferida ante P,
que por sua vez é preferida ante P3, entdo P; deverd ser preferida
ante P5. Satisfazemos isto impondo que

® (1) A cada distribui¢do de probabilidades p associamos um
numero real H[p]

E tao razoavel que é até dificil imaginar ante que criticas
deveriamos defender este ‘caso particular’. H[p] é uma funcéo de
todo o conjunto de valores p = {p;}. Para varidveis X que tomam
valores reais, a entropia serd um funcional da densidade p(x). Isto
é, a cada fungédo p(x) serd atribuido um numero.

Pequenas mudangcas na distribui¢do {p;} ndo devem levar a grandes
mudancas em H[P].

* (2) H[p] deve ser continua nos p;.

No caso particular em que a informacgao é simétrica ante troca dos
rétulos i, teremos P(x;) = 1/n. Neste caso, por simplicidade
notacional denotamos H[1/n,1/n,...,,1/n] = F(n). Suponha que
temos dois problemas. No primeiro n = 2 e no segundo n = 10000.
Quanta informacédo falta em cada problema para determinar o valor
de x? Néo sabemos, mas é razodvel supor que no segundo caso falta
mais. Logo, a medida que buscamos deve satisfazer

® (3) F(n) é uma fungdo crescente de #.

187
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Outro caso particular onde sabemos algo pois achamos que se nédo
fosse assim, algo estranho estaria acontencendo , é nosso velho
amigo: Ndo queremos ser manifestamente inconsistentes, portanto
0 mais consistente possivel é impor:

* (4) Se ha mais de uma forma de analizar uma situagéo, todas
devem dar o mesmo resultado.

Isto ainda ndo é suficiente e é preciso colocar uma condicdo que é
menos 6bvia e que diz respeito as possiveis maneiras de analisar a
incerteza frente a diferentes agrupamentos dos estados. Suponha
um dado ctibico. Os estados possiveis do sistema, para simplificar,
sdo rotulados pelo ntimero de pontos na face que aponta para cima.
Podemos agrupar em dois grupos e.g. de { pares ou impares }, ou
de {maiores ou menores que 3.5 }, ou de { primos ou nio-primos }.
Outra forma poderia ser menos uniforme, e.g. de { maiores ou
menores que 2.5 } ou de muitas outras maneiras, e.g. em mais de
dois grupos.

Suponha que X possa ter n valores possiveis {x;}r—1. . Estes
microestados sdo mutuamente exclusivos. Queremos atribuir as
probabilidades py. Seja {m¢} um conjunto de nimeros inteiros
positivos tal que Zgzl mg = 1 e que denotam o tamanho de
agrupamentos de estados de X. Escolha o conjunto de valores {m,}
e mantenha-o fixo durante a anélise. Depois esolheremos outro
conjunto e o manteremos fixo novamente. Dentro de um grupo g os
estados sdo indexados por i. Podemos escrever

g—1
k(l,g) = Z mg/ +1
g/

e fixos os {mg¢}, dado g e i obtemos k. A probabilidade de que X
tenha um valor x; é dada pela regra do produto em termos das
probabilidades de estar em um grupo e de ter um indice i dado que
estda num grupo:

pr = P(k) = P(i,g[{mg}) = P(ilg{mg})P(g[{myg})

e pela regra da soma, a probabilidade que esteja no grupo g, por
P(g|{mg}) = Zzegp(l‘g{mg}) = Pg assim

. P(k)
P(ilg{me}) = ="~
Vgt ) = Bgrimey)
Se for dado que esta no grupo g, a probabilidade que esteja no
estado i é p(ilg) = p%;g) A incerteza associada a varidvel X pode

ser medida em dois passos, o primeiro passo mede a incerteza de
estar em um dos agrupamentos g, chamemos Hg esta entropia e o
segundo, uma vez que estd em g, sobre o estado i em particular esta
entropia serd chamada Hs.

A ultima imposi¢do, que chamaremos de

* (5) aditividade sob agrupamento,
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diz que a entropia dos dois passos é aditiva e portanto sera

Hg + Zgjzl PoH, que é a entropia do primeiro passo mais a média
das entropias da incerteza associada a cada agrupamento g.

Isto, junto com a consisténcia do item (3) nos da

N
H{px] = Hg[Pg] + legHg[P(ﬂgﬂ (10.1)
o=

Que isto é suficiente para determinar a forma funcional da
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entropia, serd provado a seguir e serd feito em dois passos, para
cada um fazemos um dos dois tipos de agrupamento mencionados
acima.

(I) Comecamos analisando o caso particular (figura 10.1.B) em que a
informacédo é simétrica para todos os estados i e 0s agrupamentos
sdo do mesmo tamanho mg = m = n/N para todos os N
agrupamentos g. Entdo: p; =1/n,P; =1/Nep(ilg) = N/n=1/m

N
H[1/n..1/n] = Hg[1/N,..,1/N]+ Y _ %Hg[l/m,...l/m] (10.2)
g=1

como todos os termos lidam com entropias de distribui¢des
uniformes, podemos introduzir a fun¢do monotoénica desconhecida
F:
N1
F(n) = F(N) + NF(m) (10.3)
g=1

e, dado que n = mN, obtemos a equagdo funcional:
F(mN) = F(N) + F(m) (10.4)
A solugdo 6bvia é dada por
F(n) = klogn. (10.5)

Mas esta solugdo ndo ¢ tnica a ndo ser que usemos o fato que F(n)
é monotdnica pela imposi¢do (2). A constante k ndo é muito
importante neste estdgio pois mede a escala das unidades,
mudangas de k equivalem a mudangas na base do logaritmo que
néo alteram em nada a ordem de preferéncias de uma distribuicdo
sobre outra. Mais para a frente veremos dentro da Mecanica
Estatistica, que tais mudangas equivalem a mudancas na escolha da
escala de temperatura e nesse contexto podera ser interpretada
como kg a constante de Boltzmann.

Figura 10.1: (A) Cada ponto (verme-
lho) representa um possivel estado
(mutuamente exclusivos) de uma va-
ridvel. (B) Agrupamos em grupos com
o mesmo tamanho. (C) Os agrupamen-
tos sado arbitrarios.
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(I) Ainda nado obtivemos a forma de H no caso geral. Passamos a
analisar o caso em que os tamanhos dos agrupamentos 74 sdo
arbitrdrios (figura 10.1.C), salvo o fato Z?Zl mg = 1, mas ainda
temos que px = 1/n é uniforme. Temos entdo que a probabilidade
Pg =m g/ n é arbitraria, mas a probabilidade condicional dentro de
cada grupo é uniforme: p(ilg) = 1/mg

N
H[1/n,..,1/n] = Hg[Pg] + Y PeHg[1/myg, ..., 1/myg] (10.6)
g=1

e substituimos a entropia da distribui¢do uniforme:

F(n) = Hg[Pg] + ZPg (ilg)), (10.7)
g=1

entdo a entropia da distribuigdo de probabilidades arbitréria Pg é
dada por

Hg[Ps] = F(n Zpg mg). (10.8)

Introduzimos um 1 através de 1 = Z?Zl Pg, substituimos

F(n) = klogn

N N
= (2 Pg)klogn —k 2 Pglog(my) (10.9)
g=1 g=1
N
Hg[Pg] = —k ) Pglog(mg/n) (10.10)
g=1
e finalmente
Hg[Py] = —k 2 Py log(Pg) (10.11)
g=1

que é a forma da entropia de Shannon, mas pode ser chamada de
entropia de Y, onde Y é um subconjunto de nomes extraidos de {
Shannon, Wienner, Boltzmann, Gibbs, Jaynes }, o que torna a vida
dos historiadores da ciéncia mais interessante.

Deve ficar claro que ndo hd nenhuma controvérsia quanto a
utilidade deste formalismo. No entanto hd muita controvérsia sobre
a interpretacdo desta férmula em geral, da necessidade dos axiomas,
da suficiéncia, de se o nome de Boltzmann e Gibbs, associado a
entropia termodindmica deveria ser associado neste ponto a esta
forma. Ha também discussodes atuais sobre o efeito acarretado pela
mudanga de um ou outro dos casos particulares que usamos. Sobre
se estes deveriam ser chamados de axiomas. Sobre como generalizar
isto para o caso em que as varidveis x tomam valores em intervalos
reais. Nesse caso a idéia de uniformidade fica relativa a escolha do
sistema de coordenadas. A teoria fica muito mais interessante e a
invaridncia antes transformagdes gerais de coordenadas leva as
discussdes para o contexto da geometria diferencial.

A contribui¢do de Boltzmann e Gibbs serd discutida no préximo
capitulo e ndo entraria aqui em um par de pardgrafos. De Shannon
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e Wienner ? vem idéia de discutir informagdo do ponto de vista de
volume, quantidade com o objetivo de entender limita¢des para a
transmissdo em canais de comunicacéo. Isto inclui como codificar
uma mensagem, comprimindo-a e como, no outro lado do canal de
comunicacdo, reobté-la. Nao foi discutida a qualidade da
informacgédo ou a utilidade da informacdo: se fosse, toda a teoria ndo
teria utilidade para descrever por exemplo meios como a
televisdo.... Isto ndo é totalmente piada. Se olharmos uma méaquina
de processamento de informagdo, como por exemplo um sistema
nervoso de um animal, o conceito do valor da informacgdo toma
uma posi¢do muito mais central. H4 vantagens evolutivas em
realizar inferéncia de uma forma frente a outra. Mais sobre tudo

191

isso em aulas posteriores 3. 3 Nao cabe no curso introdutério de

Mecénica Estatistica
Um método variacional

O caminho para as aplica¢des estad aberto. O método de escolha das
distribui¢bes de probabilidade é de maximizar a ignorancia. De
todas as distribui¢des compativeis com os vinculos, escolhemos a
que introduz a menor quantidade de informacao adicional aos
vinculos. Reduzimos a inferéncia a um método variacional. Isto ndo
deve vir como uma surpresa, pois toda a Fisica é essencialmente
redutivel a métodos variacionais. A pergunta profunda é se esses
métodos estdo relacionados ou se sdo independentes. A reposta que
estd emergindo é que todos esses métodos estdo relacionados. E isto
transcende a Fisica e se estende por outras areas. Uma contribuigdo
importante de Jaynes foi a percepgdo que a maximizacédo da
entropia sujeita aos vinculos da informacao leva a um método
fundamental de inferéncia, chamado por ele de MaxEnt. Outros
nomes estdo associados a extensdo de idéias de entropia como
método de inferéncia fundamental 4. Em particular tem se “ver A.C
conseguido nos dltimos anos uma formulagdo muito mais
satisfatéria e menos ad hoc dos principios por tras deste método.

A generalizagdo do método de maxima entropia para inferéncia em
problemas com varidveis em variedades continuas pode levar a
problemas conceituais que serdo atacados a seguir.

Entropia Relativa

As dedugoes aqui deveriam ser lidas apds treinamento sobre
métodos variacionais, que serd abordado nos préximos capitulos.
Portanto talvez seja recomendével pular esta se¢do numa primeira
leitura. A entropia de Shannon vai ser usada para inferéncias em
quase todo o resto do livro. Mas esta ndo é a tltima palavra em
mecanismos de inferéncia. A utilidade de entropia de Shannon foi a
de atribuigdo de probabilidades. Isso deve dar a impressdo que do
nada, as probabilidades sdo construidas através da imposigdo de
certos vinculos sobre fung¢des dos graus de liberdade. Dificilmente a
inferéncia é feita a partir de nenhum conhecimento prévio. Para
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qualquer situagdo é mais razoavel que um estado de crengas seja
modificado pela imposi¢do de novos vinculos. Isso nos leva a
definir Informagdo como tudo aquilo que leva a modificar as
crencgas codificadas em distribui¢des de probabilidades. Procuramos
um mecanismo que sirva para atualizar as crengas a partir de uma
crenga a priori. A diferenga importante pode ser vista no confronto
de atualizar a partir de um estado de conhecimento apriori versus
atribuir a partir do vacuo informacional.

Qual deve ser o mecanismo de mudar crencas? H4 em geral muitas
distribui¢des de probabilidade que satisfazem um certo conjunto de
vinculos. A idéia é fazer um ranking de todas elas. Isto significa
atribuir um ndmero a cada distribui¢do de probabilidades e escolher
aquela que maximiza o ranking de preferéncias. Ou seja devemos
construir um funcional que atribui um ntimero a cada distribuicéao.
Claro que esse nimero deve depender no estado de crenga antes da
imposi¢do dos novos vinculos. Como escolher o funcional?
Novamente procuramos casos simples onde sabemos algo.
Impomos como desejo que o funcional dé a resposta esperada neles.
O método de obtencdo do funcional é o de eliminagdo de todos os
funcionais que falham em satisfazer esses casos simples. Resta
algum funcional apés este processo? Poderia ser que ndo, mas ndo é
o caso. Chamaremos este funcional de Entropia Relativa S[p||q],
entre a distribui¢do p candidata a ser escolhida pelo processode
inferécnia e a distribuicdo a priori . Também pode ser chamado de
(menos) a divergéncia de Kullback-Leibler (KL). Por economia, serad
simplesmente chamada entropia. A menos de pequenos detalhes, a
deducdo segue A. Caticha de forma simplificada.

Desiderata Entrépica

Os desejos expostos a seguir sdo considerados em adicdo aos do
Capitulo 1. Portanto a teoria de probabilidades é a estrutura
matematica adequada. Mas agora faremos algumas demandas
adicionais. Pedimos ao leitor que encontre argumentos contra os
seguintes desejos para uma teoria de inférencia:

¢ DE;: Generalidade: O método deve ser Universal.

Queremos lidar com informagdo incompleta e o algoritmo de
procedimento deve ser o mesmo independente de qual o tipo de
problema de inferéncia que estamos tratando. A descrigdo do
problema, através da escolha dos graus de liberdade apropriados e
dos vinculos impostos levard em conta a natureza explicita do
problema.

e DE,: Parcimonia A atualizacdo deve ser minimalista.

De todas as distribui¢des p(x) que satisfazem o vinculo devemos
escolher a que menos mude a distribuicdo a priori g(x). Claro que o
que quer dizer minimo deve ser definido. Mas hd um caso simples
em que minimo é ficil de decidir. No caso em que nédo ha nova
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informacgéo, entdo a menor mudanca é ndo fazer nada. Nosso
método deve ser tal que p(x) = g(x) ap0s a incorporagao de
nenhuma informacgdo. Parece muito trivial mas serd ttil.

* DEj3: Localidade no espago de configuragoes.

Quando o espaco de configuragdes pode ser dividido em duas
partes disjuntas, informacdo que diz respeito somente a uma das
partes, ao ser incorporada, ndo deve alterar a atribuicdo de
probabilidades as configuragdes da outra.

* DE,: Invariancia: A escolha dos rétulos dos graus de liberdade é
uma convencado: ndo deve alterar o resultado da Inferéncia.

Para sistemas de varidveis que tomam valores num sub espaco de
RN, a escolha do sistema de coordenadas ndo deve interferir no
resultado do problema. Assim o funcional deve ser invariante ante
mudangas (continuas diferencidveis) do sistema de coordenadas.

* DEs: Independéncia: Sistemas independentes devem ser
descritos da mesma forma quando estudados separadamente ou
em conjunto.

Ha4 situacdes em que sabemos que hé sistemas independentes.
Consideremos uma garrafa de café e a galaxia X9. Ao fazer
predicdes sobre a termodindmica do café podemos (i) tratar o
sistema de café sozinho, ou (ii) incluir os graus de liberdade da
galdxia X9 além dos do café, e marginalizar a distribuigéo,
integrando sobre as configura¢des da galdxia. Os dois métodos
devem dar o mesmo resultado sob pena de ao realizar medidas
experimentais, poder distinguir entre os casos em que a galédxia foi
ou ndo incluida. Note que poderiamos, caso dessem diferentes,
fazer astronomia olhando para uma garrafa de café.

DEj : Localidade

Comegamos com as consequéncias de DE3. As configuracdes de um
sistema formam o conjunto x = {x1,x2, ...xy }. Podemos separar em
dois conjuntosi € Aejc B, talque AANB=0e AV B = x, ouseja
mutuamente exclusivos e exaustivos. Um caso simples é quando a
informacao é dada através dos seguintes vinculos

Py = E Pi, (10.12)
XiGA

Pg = Z pjs (10.13)
€B

com Pyu+Pg=1, (10.14)

G = ) pslx), (10.15)
X]EB

onde px = p(xx). Maximizar a entropia sujeita a estes vinculos leva
a

0=26 ls —M <Zp(xi) - PA> — A <ZP(X;') - PB) —A3 <Z p(xj)8(xj) — G)]
A B B
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para variagdes independentes de quaisquer dos p. Temos n

equagoes:
aS
= = A 10.16
opi ! ( )
S
aT?j = A2+ Asg(x)). (10.17)
(10.18)
Em geral teriamos, para k € A ou k € B, chamando aaT:Sk = fr,a
depéndencia
aS
Frol Fi(P1eeePr, q1-qn)- (10.19)
Pk
Comparando as equagdes 10.16 e 10.19 Vemos que
Moo= fi(prepn g1--qn) (10.20)
= fi(pi qi)- (10.21)

A segunda equacdo decorre de que mudando a informacédo que
altera p; do conjunto B, poderiamos mudar o lado direito sem
alterar o multiplicador de Lagrange que é constante. Ainda mais,
podemos considerar todas as possiveis divisdes de x em
subconjuntos exaustivos e mutuamente exclusivos. Eliminariamos a
dependéncia em todos os indices diferentes de i. Assim

aS

- k(Pi, k)
(10.22)
Integrando, vemos que a forma geral do funcional é
S = Y F(poax)
onde F; com f = g% sdo fung¢des ainda desconhecidas. A
generalizacdo para varidveis que tomam valores reais:
s = [F(px)q(),x)dx. (10.23)

DEy: Invaridncia

Vamos comegar com um problema em uma dimensdo. Uma
densidade de probabilidades de uma variavel X, m(x) satisfaz

/m(x)dx =1

Podemos mudar variéveis x — x’ e a densidade mudara
m(x) — m’(x"). A probabilidade de uma regido dx em x deve ser
preservada, portanto

m(x)dx = m'(x)dx'

e isso deve valer para a transformagdo de qualquer densidade. Em
mais de uma dimensdo teremos

m(x) =m'(x')](x)
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/
onde J(x') = det|%-
A estratégia a seguir é a seguinte: fazemos a inferéncia no sistema

é 0 Jacobiano da transformacdo x — x’.

de coordenadas x, obtendo um resultado. A seguir, a fazemos no
referencial x’. Transformamos os x” de volta a x e comparamos. Os
dois resultados deveriam dar igual. Mas nédo ocorre a ndo ser que
imponhamos condigdes sobre a fungdo F que aparece na equagdo
10.23. Isso restringe ainda mais os funcionais sobreviventes. Antes
de prosseguir, facilita introduzir uma densidade m(x) que por
agora estd a nossa disposigdo escolher. A motivacdo é que a razdo
de duas densidades tem propriedades simples de transformacéao

o)
p(x) _ p'(x) (10.24)
m(x) — m'(x')’
pois o Jacobiano se cancela 5. Assim consideramos que a equagao 5 Cabe ressaltar que deveriamos ter

cuidado de afirmar que as regices
em que as diferentes distribui¢des se
anulam sdo as mesmas e sdo excluidas

S = /F(p(x),q(x),x)dx = / mgx)F(Z((J;))m(x), 9(x) m(x), x)m(x)dxgestas consideracdes.

10.23 pode ser escrita

= /@(p(x) 7(x) m(x), x)m(x)dx, (10.25)

m(x) m(x)’

onde introduzimos a ainda desconhecida func¢édo
1
D(u,v,m,x) = aF(um, om, x).

Queremos mudar as coordenadas de forma geral, mas é
conveniente se restringir a um caso facil. O vinculo imposto sera

[ P = 4,

onde a fungdo a(x) é um escalar, o que significa que

a(x) — a’(x’) = a(x), ndo muda ante transformacdes de
coordenadas. A normalizagdo é um exemplo de vinculo escalar,
portanto ndo é preciso considera-lo separadamente. O célculo
variacional § (S +vinculos) = 0, leva a

(e]
Il

<,
<
—~| >
=
/N
95
|

>
S
=
N—
Q
—
=
S—
ISW
=
~_

= S g R ), o
onde
d(u,0,m,x) = %é(u, v, M, X).

Analogamente, comecando no sistema de coordenadas x’, chegamos
a

0 = & P'(x) M,m(x’),x’)—)\’a/(x’). (10.27)

m'(x")" m'(x")

Usando a equagdo 10.24, esta tltima equagdo pode ser reescrita
como

0 = & p(x) q(x) ym' (X)), x") = Na' (). (10.28)
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Para vinculos escalares, segue que, a razdo

SLY, I m(x),x) )
0 p(x)  q(x) (Al / o W (10.29)
q)(m(x)’ m(x)’m (X ),X )

é uma constante, pois os multiplicadores de Lagrange nao
dependem de x nem x’. Como isto vale para qualquer
transformacdo continua e diferencidvel de x’ = ¢(x), podemos olhar
para diferentes escolhas de ¢ e eliminar candidatos. Primeiro,
olhamos para transformagdes com Jacobiano igual a 1 em todo o
espaco. Segue que m(x) = m’(x’), portanto a tnica diferenga entre o
numerador e o denominador é no quarto argumento. Como a razao
é constante, ® nao pode depender do quarto argumento x ou x'.
Agora consideramos, novamente com Jacobiano igual a 1, a fungéo
p(x)=x,xeDe¢(x) #x,x€D.Sex €D, arazdo é 1:

Mas para x € D, ndo muda a razdo. Portanto ¢ ndo pode depender
agora do seu terceiro argumento e

(10.30)

é trivialmente satisfeita. Segue que o funcional s6 pode ter esta
estrutura:

s _ /CD(Z(JC) q(x)

@) m(x) ym(x)dx. (10.31)

DE, : Parcimbnia

Temos a nossa disposicao este intruso m(x). Podemos escolher
qualquer densidade? Impondo o desejo de parcimodnia veremos que
ndo é possivel essa liberdade. Estamos interessados em néo fazer
nada. O aluno ndo deve se entusiasmar desnecessariamente. Se ndo
chega informagdo, ndo deveria mudar nossa escolha de p(x).
Portanto a solu¢do do problema variacional

(S;J(S(x) (S—A/p(x)dx) = 0,
o(P@) 1)

m(x)" m(x)

A, (10.32)

deve levar a escolha p(x) = q(x). Mas nem todo funcional do tipo
10.31 leva a esse resultado. Isto restringe mais a familia de
funcionais. O problema 10.32 é uma equagdo diferencial ordindria
d(u,v) = A
P(u,v) = Au+c(v)
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portanto, se seguissemos este caminho teriamos

S = /(AZ((?) +c(l((3;)))> m(x)dx
A/p(x)dx—f—const,

o que é uma trivialidade, pois a normalizagdo diz que isto é uma
constante e toda distribui¢do normalizada teria a mesma
preferéncia. Portanto escolher a fun¢do ® leva a um beco sem saida.
Mas hé outra saida para satisfazer a equagdo 10.32, basta escolher
m(x) = q(x), neste caso

q)(Z(x) @) = A, (10.33)

(x)" q(x)

que é constante de forma trivial quando p(x) = g(x). Novamente
temos um avanco, restringindo ainda mais as estruturas possiveis:

s = [eti (1034

DEs : Independéncia

Este dltimo desejo serd usado para determinar a forma explicita de
® na equagdo 10.34. Além da normalizagdo, para o sistema
composto pela garrafa de café, com graus de liberdade x; e a
galdxia X9 com graus de liberdade x;, temos os seguintes vinculos

/Pl(xl)fl(xl)dxl =
[pi)fat)de = E.

Tratando os dois sistemas de forma independente temos que p1(x1)
e p2(x2) sdo dados pelas solugdes de

(D(Zjé;?;) = Aot +Aufi(xg) e Ci>(;2((’;22))) = A2 + Aaf(x2) (10.35)

Tratando os sistemas juntos, o problema variacional é
0 = 0 {S— (/ (x x)dx—l)
5P(x1,x2) Ho p(Xx1, X2
- m </f1(x1)p(x1,x2)dx1dx2 - Fl)
- </f2(x2)P(x1,Xz)dxldxz = Fz) } ,

p(x1,x2) )

M R +ufi(x1) + pafa(x2)  (10.36)

Impomos que a solugdo deve satisfazer p(xq,x2) = p1(x1)p2(x2) e
p1(x1)pa(x2)
41(x1)q2(x2) *

D(y) = po+pfi(xr) + pafa(x2). (10.37)

definimos y = Assim

197
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Derivamos duas vezes, primeiro com respeito a x»

. d

<I>(y)% = (u2fa(x2)), (10.38)
e depois com respeito a x1
W W oy LY

)5, dx1 dxo dx1xo

(10.39)

Isto parece complicado mas é bem simples. Note que, com a linha
indicando a derivada com respeito a x1 ou x

ay (Pl( )) PZ(XZ)
dxq q1(x1) " q2(x2)
al _ Pl(xl) (p2(x2) )/
dxa  q1(x1) g2(x2)

Py Pl(xl))/ PZ(XZ))/‘

ox1xy o qi(x1)’ qa(x2)

(10.40)

Multiplique as duas primeiras e divida pela terceira equagéo, segue
que ®(y) satisfaz a equacdo diferencial ordindria:

yd(y) +@(y) = o (10.41)
A solugdo geral contém trés constantes arbitrarias
®(y) = Aylogy+ By+C. (10.42)

A familia de funcionais entropia é reduzida a

S[p||q]:A./p(x)logZE dx+B/ dx+C/

A constante C pode ser tomada igual a zero, pois simplesmente
adiciona uma constante sem mudar preferéncias. A constante B
também pode ser tomada zero, pois a normalizacdo de p(x) serd
sempre um vinculo. Finalmente e demonstrando otimismo os
fisicos tomam A < 0 negativo para que o processo variacional seja o
de maximizagdo. Podemos tomar A > 0 e minimizar o que é
chamado de divergéncia de Kullback-Leibler. A escolha de A = —

é simplesmente uma escolha de unidades da entropia. Como
veremos isto levard a que a temperatura e a energia sejam medidos
nas mesmas unidades. O resultado final é dado por

Slpllgl = / p(x log (10.43)

E facil mostrar que os resultados p1(x1)p2(x2) usando a equacéo
10.35 e p(x1, x2) da equagdo 10.36, coincidem.

Exercicio Para varidveis discretas mostre que Hg; = —}_; p; log p;
difere por uma constante de S[p||q] = — Y pi 10g ,seq;=1/Né
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constante e portanto o valor das distribui¢des que as extremizam
coincidem.

Isto permite concluir que a entropia de Shannon faz referéncia a
uma ditribuigdo a priori, a distribui¢do uniforme. O fato de néo
aparentar de forma explicita ndo quer dizer que néo esteja l4. E
claro que o ponto onde a distribui¢do uniforme faz a sua entrada no
raciocinio é quando a fungdo F(#n) crescente é introduzida.
Exercicio Suponha F uma familia paramétrica de densidades, e
dois membros p; = p(x|01) e p» = p(x|62) de F. Suponha que os
parametros 0 estejam em algum subconjunto de RX. Mostre que em
geral S[p1||p2] # S[p2||p1], mas para valores pequenos da distancia
Euclideana, |01 — 6| hé simetria de S ante 61 <> 6. Isso permite
definir uma distancia entre duas densidades e uma geometria
Riemanniana no espaco dos 8, que agora passa a ser mais que um
simples subconjunto de RX, mas o que é conhecido como uma
variedade estatistica. Considere 0, = 6; + df e expanda a entropia
até segunda ordem em dfl. Dessa forma é possivel definir o tensor
métrico g,y. Encontre uma expressdo para o tensor métrico que é
conhecido pelo nome de Fisher-Rao. Encontre a distancia entre duas
gaussianas multivariada com a mesma covaridncia e médias
diferentes.

Apéndice: Multiplicadores de Lagrange

Uma montanha é descrita pela altura z = f(x,y), com x e y as
coordenadas de um ponto de altura z e f um fungdo
suficientemente bem comportada, tem um maximo que pode ser
obtido igulando as derivadas parciais de f a zero. Suponha que
uma estrada cruza a superficie da montanha e as coordenadas da
estrada sdo descritas por ¢(x,y) = c. Qual é a altura maxima de um
carro que viaja pela estrada?

O problema de encontrar pontos extremos ou sé estaciondrios de
fungdes sujeitos a vinculos é muito vasto. Damos algumas idéias
bésicas sem preocupagdo com rigor, para lembrar o estudante de
técnicas que deveriam ser vistas em Calculo 2 ou curso equivalente.
Seja o problema

Pjivre: Queremos encontrar um ponto (x*,y*) dentro de uma
certa regido C no plano real onde uma func¢do f(x,y) tem
localmente um valor estaciondrio.

Facil, tome as derivadas parciais e resolva o sistema dyf =0,

d,f = 0.

Queremos, a seguir resolver um caso mais dificil.

® Pyinc: Suponha que ndo procuramos o resultado em qualquer
lugar de C, mas especificamente queremos um ponto estaciondrio
entre aqueles pontos que satisfazem ¢(x,y) = ¢, que supomos
descreva uma curva no plano que estd parcialmente contida em
C e chamaremos 7.

199



200 nestor caticha

%a ndo ser que néo seja....

A solucdo do paragrafo anterior dificilmente nos da a resposta pois
seria uma coincidéncia se (x*,y*) caisse encima dessa curva.

A solugdo a esta classe de problema foi proposta por Lagrange.
Considere a classe de fungdes F) (x,y) que dependem do chamado
multiplicador de Lagrange A:

Fx(x,y) = f(x,y) + AM(¢9(x,y) —c) (10.44)

Note que se o ponto de coordenadas x e y estiver na curva -y entdo
F) e f tem 0 mesmo valor. Repetindo: F) e f tem o mesmo valor se
o vinculo que “ x e y estdo sobre " for respeitado.

Consideremos o Pj;,,,, mas para a funcdo F,(x,y). O problema é
novamente simples ©. Resolvemos o sistema

OB,
Fr 0 (10.45)
OF,

W = 0, (1046)

onde A ainda ndo foi especificado. A resposta depende do valor
escolhido para A, isto é define uma curva p, parametrizada por A :
(x*(A),y*(A)) onde F, é extremo . Agora voltamos ao problema
Pyinc. Da resposta a dupla pergunta “onde f é maximo?” e “onde o
vinculo é satisfeito?” , quando as duas sdo respondidas
simultaneamente, decorre a solugdo. Substituimos a primeira por
“onde F é maximo?” (resposta: em p) junto com a afirmacéo

“f = F) sob a condigdo de estar em y”. Segue que queremos
encontrar o cruzamento de 7y e p. Basta escolhermos A = A, tal que
¢ (x*(As),y*(A4)) = ¢, o resultado é um extremo para f qunado se
satisfaz o vinculo.

Agora procure um livro de célculo e prencha os detalhes. Discuta
também como lidar com casos em que o extremo esta na borda de
C. Ha vinculos que sdo representados por desigualdades, os nomes
de Kuhn e Tucker estdo associados a esta extensdo. Em muitos casos
isto pode ttil mas ndo no curso introdutério.



