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Planos Tangentes



-105 Tangentes

Suponha que uma superficie S tenha a equacao z = f(x, y),
onde f tenha derivadas parciais continuas de primeira
ordem, e seja P(Xy, Yo, Zp) S€r um ponto em S. Sejam C, e
C, as curvas obtidas pela interseccao dos planos verticais
Y =Y, € X =X, com a superficie S. Entdo o ponto P fica em
C, em C,. Encontre as equacgoes das tangentes T, e T, a
curva C, e C, no ponto P.



-105 Tangentes

Entao o plano tangente a superficie S no ponto P &
definido como o plano que contém as retas tangentes T, e
T,. (Veja a Figura 1.)

O plano tangente contém as retas tangentes T, e T,

Figura 1



“Planos Tangentes

Se C for € outra curva gqualquer que esteja contida na
superficie S e que passa pelo ponto P, entao sua reta
tangente no ponto P também pertene ao plano tangente.

Portanto, podemos pensar no plano tangente a S em P
como o plano que contém todas as retas tangentes P a
curvas contidas em S que passam pelo ponto P. O plano
tangente em P é o plano que melhor aproxima a superficie
S perto do ponto P.

Sabemos que qualguer plano passando pelo ponto
P(Xo: Yo: Zo) tem equacéao da forma

A(X—=Xo) +B(y—Yp) +C(z-25) =0



-105 Tangentes

Dividindo essa equacao por C e tomando
a = —-A/C e b = -B/C, podemos escrevé-la como

1

Z=Zg=a(X—Xp) + by - Yo)

Se a Equacao 1 representa o plano tangente em P, sua
Interseccao com o plano y =y, precisa ser a reta T,.
Impondo y =y, na Equacao 1, obtemos

Z—Zy=a(X—Xp) onde Y=Y,

e reconhecemos isso como a equacao (nha forma ponto-
Inclinacao) de uma linha com a inclinacao a.
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Mas sabemos que a inclinacao da tangente T, e f, (X, Yo)-

Portanto, a = f,(X,, Yo)-

Da mesma forma, tomando x = X, na Equacgao 1, obtemos
Z—2,=Db(y —Y,), que precisa representar a reta tangente

T,, e portanto b = 1,(Xo, Yo)-

2

Suponha que ftenha derivadas parciais continuas. Uma equacio do plano tan-

sente A superficie z = fix, y) no ponto Plxg, yo, zo) & dada por

— zn = felxa, volx — x) + Hlxo, Xy — yo)

-




!mplo 1

Determine o plano tangente ao paraboloide eliptico
Z = 2x? + y? no ponto (1, 1, 3).
SOLUCAO: Seja f(x, y) = 2x2 + y2. Entdo

f, (X, y) = 4x f,(x,y) =2y
f(1,1)=4 f(1,1) =2

Portanto, por [2] temos a equacao do plano tangente em
(1, 1, 3) como

z—3=4(x-1)+2(y—-1)
ou Z=4x + 2y -3
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Figura 2(a) mostra o paraboloide eliptico e seu plano
tangente em (1, 1, 3) que encontramos no Exemplo 1. Nas
partes (b) e (c) damos zoom em direcao ao ponto (1, 1, 3)
restringindo o dominio da funcao f(x, y) = 2x2 + y2.

(a) (b) (c)

O paraboloide eliptico z = 2x? + y? parece coincidir com o
plano tangente quando damos zoom em torno de (1, 1, 3).

Figura 2
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Observe que, quanto mais ampliamos a regiao proxima ao
ponto, mais plano parece o grafico da superficie e mais se

parece com o plano tangente.
Na Figura 3, reforcamos essa impressao dando zoom em

torno de (1, 1) no mapa de contorno da funcao

f(x, y) = 2x? + y2.
1.5 2 05

- \\\\‘ /\\\\\ \\ \N
s J1,5 &\ 1.2 \\ 1.05
Dando zoom em torno do ponto (1, 1) no mapa de contorno de

0,5 ’ 0,8 ’ 0,95
f(x,y) = 2x*+y? _
Figura 3 11

1 L,




-105 Tangentes

Observe gue, quanto mais ampliamos, mais as curvas de
nivel parecem retas igualmente espacadas, o que
caracteriza uma regiao plana.
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Aproximacoes Lineares
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“Aproximacoes Lineares

No Exemplo 1 descobrimos que uma equacao do plano
tangente ao grafico da funcéo f(x, y) = 2x? + y? no ponto
(1, 1, 3) é z = 4x + 2y — 3. Portanto, a funcao linear de
duas variaveis

L(X,y) =4x + 2y -3

é uma boa aproximacao para f(x, y) quando (x, y) esta
proximo de (1, 1). A funcao L é chamada linearizacao de f
em (1, 1), e a aproximacao

f(X,y) =4x + 2y — 3

é denominada aproximacao linear ou aproximacao pelo

plano tangente de fem (1, 1). "



“Aproximacoes Lineares

Por exemplo, no ponto (1,1, 0,95), a aproximacao linear
fornece

f(1,1, 0,95) ~ 4(1,1) + 2(0,95) — 3 = 3,3

gue esta bastante proximo do valor verdadeiro de

f(1,1, 0,95) = 2(1,1)? + (0,95)° = 3,3225. Se, entretanto,
tomarmos um ponto longe de (1, 1), como (2, 3), nao
teremos mais uma boa aproximacao. De fato, L(2, 3) = 11,
ao passo que f(2, 3) = 17.

Em geral, sabemos de [2] que uma equacao do plano

tangente ao grafico de uma funcao f de duas variaveis que
tem derivadas continuas em um ponto (a, b, f(a, b))

z = f(a, b) + f(a, b)(x —a) +f,(a, b)(y — b) 15
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A funcéo linear cujo grafico € esse plano tangente, a saber,

21 L(xy) =f(a, b) + f(a b)(x —a) + f,(a, b)(y — b)

é denominada linearizacao de fem (a, b), e a
aproximacao

1 f(x,y) = f(a, b) + f,(a, b)(x —a) + f(a, b)(y — b)

é chamada aproximacao linear ou aproximacéao pleno
plano tangente de f em (a, b).
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Ximacgoes Lineares

Definimos planos tangentes para as superficies z = f(x, y),
onde f tem derivadas parciais de primeira ordem continuas.
O que acontece se f, e f, nao sao continuas? A Figura 4
apresenta uma tal funcdo. Sua equacao é

¥

se (x, v) #= (0, 0)

fix, v) = 2+ 2

0 se (x, v} = {0, ()

Podemos verificar que suas derivadas
parciais existem na origem e sao
f,(0,0) =0ef,0,0)=0, masf, ef,

-V

nao sao continuas. )= 5 se 1) # 0,0,

£(0,0)=0

Figura 4
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“Aproximacoes Lineares

A aproximacao linear seria f(x, y) = 0, mas f(x, y) :% em
todos os pontos na linha y = x. Portanto, uma funcao de
duas variaveis pode comportar-se mal mesmo se ambas
as derivadas parciais existirem. Para evitar esse
comportamento, introduzimos a ideia de uma funcao
diferenciavel de duas variaveis. Lembremo-nos de que
para uma funcao de uma variavel, y = f(x), se x varia de a
para a + Ax, definimos o incremento de y como

Ay = f(a + Ax) —f(a)

18
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Se f é diferenciavel em a, entao

5

Ay =f'(a) Ax+ eAx onde &—>0comoAx—0

Considere agora uma funcao de duas variaveis,
z = f(X, y), e suponha gue x varie de a para a + AX e y varie
de b para b + Ay. Entao, o incremento correspondente de

Z e

6

Az =f(a+ Ax, b + Ay) —f(a, b)

Portanto, o incremento Az representa a variagcao no valor
de f quando (X, y) varia de (a, b) para (a + Ax, b + Ay).

19



Ximacgoes Lineares

Por analogia a [5], definimos a diferenciabilidade de uma
funcéo de duas variaveis como segue.

1

Dafinicdo

presso na forma

Sez = fix, y), entdo f é diferenciavel em (a, b) s2 A 7 puder ser ex-

Azr=filla, bl Ax +fla.bAy + elAx + Ay

onde g e g: — 0 quando (A x, A y) — (0, O)

A Definicao 7 diz que uma funcéo diferenciavel é aquela

para a qual a aproximacéo linear [4

e uma boa

aproximacao quando (X, y) esta proximo de (a, b). Em
outras palavras, o plano tangente aproxima bem o grafico
de f do ponto de tangéncia.

20



Ximacgoes Lineares

Algumas vezes é dificil usar a Definicéo 7 diretamente para
verificar a diferencibilidade de uma funcao, mas o proximo
teorema nos da uma condicao suficientemente

conveniente para a diferenciabilidade.

8 | Teorama Se as derivadas parciais f, e f, existirem perto do ponto (a, &) e forem con-
tinuas em {a, b), entdo & diferencidvel em (a, b).

21



Diferenciails
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!renciais

Para uma funcao de uma unica variavel, y = f(x), definimos
a diferencial dx como uma variavel independente; ou
seja, dx pode valer de qualquer numero real. A diferencial

de y e definida como

9 dy = f'(x) dx

23



!renciais

A Figura 6 mostra as relacdes entre o incremento Ay e a
diferencial dy: Ay representa a variacao de altura da curva
y = f(X) e dy representa a variacao na altura da reta
tangente quando x varia da quantidade dx = AX.

il

reta (angents

¥ = fla)+ fiaix —a)

Figura 6
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!renciais

Para uma funcao de duas variaveis, z = f(x, y), definimos
as diferenciais dx e dy como variaveis independentes; ou

seja, podem ter qualquer valor. Entao a diferencial dz
também chamada de diferencial total, € definida por

oz oz
10 dz = fi(x,y) dx + fi(x,y) dy = ——dx + —dy
‘ ox ady

Algumas vezes a notacao df é usada no lugar de dz.

25



!renciais

Setomarmosdx=Ax=x—aedy=Ay=y—-Dbna
Equacao 10, entédo a diferencial de z e

dz = f,(a, b)(x — a) + f,(a, b)(y — b)

E assim, com a notacao de diferencial, a aproximacao
linear [4] pode ser escrita como

f(x,y) =f(a, b) + dz

26



!renciais

A Figura 7 é a correspondente tridimensional da Figura 6

e mostra a interpretacao geometrica da diferencial dz

e 0 incremento Az: dz representa a alteracao da altura do
plano tangente, ao passo que Az representa a alteracao da
altura da superficie z = f(x, y) quando (x, y) varia de

(a, b) a(a+ Ax, b + Ay).

a+Ax, b+Ay, fla+Ax, b+ Ay)
superficie 2= f(x J
= ___alf r
o y /
= flz} _ 4 by —— Az
b /'// az I
4 - '
A (a, b, fla. b} 4 .P,_,-r/ 1
. 1 WF— e __—:—_ .'/
T R t fla, b)
dr=Ar - —l
\ | | e
 — | e
II". | | /" fla.b) | ~0 ——_J ¥
0 3 a a+Ax x > ¥ la+Ax.b+Ay.0
] lI| ) . xx \ L e ol '
reta tangenis @50 Aymd——— & Pl
1 - L o 4 - Y
¥= _:|'.|_;| 1+ fialix — a) ’ ’ local tangente
z— fla, b)= f.{a.b)x —a) + f,(a, b)iy — b)
Figura 6 Figura7
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!mplo 4

(a) Se z = f(x, y) = x? + 3xy — y?, determine a diferencial dz.

(b) Se x variade 2 a 2,05 e y varia de 3 a 2,96, compare 0s
valores de Az e dz.

SOLUCAO:
(a) Definicao 10 vem
0z 0z

dz = —dx + —dy=— (2x + 3y) dx + (3x — 2y) dy
0x oy

28



!mplo 4 — Solucao

(b) Tomando x=2,dx=Ax=0,05,y=3e
dy = Ay =-0,04, obtemos

continuacao

dz = [2(2) + 3(3)]0,05 + [3(2) — 2(3)](~0,04) = 0,65

O incremento de z é

Az = (2,05, 2,96) — (2, 3)
= [(2,05)? + 3(2,05)(2,96) — (2,96)°] — [2¢ + 3(2)(3) — 37]
= 0,6449

Observe que Az ~ dz, mas dz é mais simples de calcular.

29



Funcoes de Trés ou Mais Variaveis
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“Funcoes de Trés ou Mais Variaveis

Aproximacoes lineares, diferenciabilidade e diferenciais
podem ser definidas de maneira analoga para as funcoes
de mais que duas variaveis. Uma funcéao diferenciavel é
definida por uma expressao semelhante aguela na
Definicao 7. Para essas funcGes a aproximacao linear é

f(x,y,2)=f(a, b, c) +f(a b, c)(x—-a)+ffa b, c)y—-b) +1,(a, b, c)z-c)

e a linearizacao L(X, Yy, z) € o lado direito dessa expresséao.
Sew =f(X,Y, z), entdo o incremento de w e

AW =f(X + AX,y + Ay, z + Az) — (X, Y, 2)

31



-c;(")’es de Trés ou Mais Variaveis

A diferencial dw é definida em termos das diferenciais dx,
dy e dz das variaveis independentes por

dw dw Jw
dw =—dx + —dy + — dz
ox dy 0z

32



!mplo 6

As dimensoOes de uma caixa retangular sao medidas como
75 cm, 60 cm e 40 cm, e cada medida foi feita com
precisao de 0,2 cm. Use diferenciais para estimar o maior

erro possivel quando o volume da caixa usando essas
medidas.

SOLUCAO: Se as dimensbes da caixa Sdo X, y e z, seu
volume é V = xyz e; portanto,

oV oV oV
dV = —dx + —dy + —dz= vzdx + xzdy + xy d:z
ox ady oz
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“E(emplo 6 _ SOluQaO continuacéo
Foi-nos dado que |Ax| £0,2, |Ay| £0,2, e |Az| £0,2. Para
estimarmos o maior erro no volume, utilizamos; portanto,
dx=0,2,dy=0,2edz=0,2juntocomx=75,y=60¢e
z = 40:

AV = dV = (60)(40)(0,2) + (75)(40)(0,2) + (75)(60)(0,2) =1.980

Portanto, um erro de apenas 0,2 cm nas medidas de cada
dimensao pode nos levar a uma erro da ordem de

1.980 cm? no calculo do volume! Isso pode parecer um
erro grande, mas, na verdade, € um erro de apenas cerca
de 1% do volume da caixa.
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