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!ites e Continuidade

Vamos comparar o comportamento das fungées

| sen(x* + y?%)
(}{'. :i u— e . fu—
el x4+ 2 g(x. ) x* 4+ y?

guando x e y se aproximam de O [e, portanto, o ponto (X, Yy)
se aproxima da origem].



!ites e Continuidade

As Tabelas 1 e 2 mostram valores de f(x, y) e g(X, y), com
precisao de trés casas decimais, para pontos (X, y)
proximos da origem. (Observe que nenhuma das funcoes
esta definida na origem.)

S| 10| -05 | —02 | 0 02 | 05 | 1,0

—1,0 | 0,455 | 0,759 | 0,829 | 0,841 | 0,829 | 0,759 | 0,455

—0,5 | 0,759 | 0,959 | 0,986 | 0,990 | 0986 | 0,959 | 0,759

—0,2 | 0,829 | 0,986 | 0,999 | 1,000 | 0,999 | 0,986 | 0,829

0 0,841 | 0,990 | 1,000 1,000 | 0,990 | 0,841

0,2 | 0,829 | 0,986 | 0,999 | 1,000 | 0,999 | 0,986 | 0,829

0,5 | 0,759 | 0,959 | 0,986 | 0,990 | 0,986 | 0,959 | 0,759

1,0 | 0,455 | 0,759 | 0,829 | 0,841 | 0,829 | 0,759 | 0,455

Valores de f(x, y)

Tabela 1



!ites e Continuidade

+ Y1 -10 | -05 | —02 0 0,2 0.5 1,0
—-1,0 0,000 0600| 0923 1,000 0,923 | 0,600 0,000
—=0,5 | —0,600 | 0,000 0,724 1,000 0,724 | 0,000 | —0,600
—0,2 | —0,923 | —0,724 | 0,000| 1,000 0,000 —0,724 | —0,923
0 — 1,000 | —1,000 | —1,000 — 1,000 | —1,000 | —1,000
0,2 | —0,923 | —0,724 | 0,000 | 1,000 0,000 | —0,724 | —0,923
0,5 | 0,600 0,000 0,724| 1,000 0,724 | 0,000 | —0,600
1,0 0,000 0600| 0923 1,000 0,923 | 0,600 0,000

Valores de g(x, y)
Tabela 2




“ites e Continuidade

Parece que, quando (X, y) se aproxima de (0, 0), os valores
de f(X, y) se aproximam de 1, enquantoao passo gue 0S
valores de g(Xx, y) nao se aproximam de valor algum. Essa
nossa observacao baseada em evidéncias numeéricas esta
correta, e podemos escrevemos

sen(x? + v2) 2 _ 2 ~ -
lim STV @ im ——Y  n&o existe

T 2y (23)—0.0 x* + y?




“ites e Continuidade

Em geral, usamos a notacao

lim f(x,y) =L

(x,y)—(a. b)

para indicar os valores de f(x, y) se aproximam do ndmero
L a medida que o ponto (X, y) se aproxima do ponto (a, b)
ao longo de qualguer caminho que esteja no dominio de f.



“ites e Continuidade

Em outras palavras, podemos tornar os valores de f(x, y)
se aproximarem a L como quisermos ao pegar o ponto
(X, y) suficientemente perto do ponto (a, b), mas nao igual
a (a, b). Uma definicdo mais precisa € a seguinte:

1| Definicdo Sejafuma funcio de duas variaveis cujo dominio I contém pontos ar-
bitrariamente proximos de (a. b). Dizemos que o limite de fi x, y) quando (x, y) tende
(a,b) é L e escrevemos

im  flry)=1L

b, ¥

se para todo nimero £ == () houver um nimero correspondente de & = 0 tal que

se (LyeD e 0<Vx—aP+(y—bP<5 entio |[flx,y)—Ll <e




“ites e Continuidade

Outras notacoes para o limite da Definicao 1 sao

lim f(x,y) =L e f(x,y) > Lcomo (x,y) > (a, b)

X—=d
y— b

Para funcdes de uma unica variavel, quando fazemos x
tender a a, sO existem duas direcOes possiveis de
aproximacao, pela esquerda ou pela direita. Lembremos a
partir do Capitulo 2 que se lim,_. - f(x) # lim,_, .+ f(X), entao
lim,_.. f(x) ndo existe.

X—a



!ites e Continuidade

Ja para as funcOes de duas variaveis essa situacao nao é
tao simples porgque porgque existem infinitas maneiras de
(X, y) se aproximar de (a, b) por uma quantidade infinita de
direcOes de gualquer maneira que se queira (veja a Figura
3), bastando que (X, y) se mantenha no dominio de f.

Ll |
/ 0 a \ X

Figura 3
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“Eimites e Continuidade

A Definicdo 1 diz que a distancia entre f(x, y) e L pode ser
feita arbitrariamente pequena se tomarmos a distancia de
(X, y) para (a, b) suficientemente pequena (mas nao nula).
A definicao refere-se somente a distancia entre (x, y) e

(a, b). Ela nao refere-se a direcao da abordagem. Portanto,
se o limite existe, f(X, y) deve se aproximar do mesmo
valor-limite, independentemente do modo como (X, y) se
aproxima de (a, b).

11



-ites e Continuidade

Assim, se acharmos dois caminhos diferentes de
aproximacao ao longo dos quais f(x, y) tenha limites
diferentes, segue entao que lim, ) , 1, f(X, y) nao existe.

Se f(x, y) — L, quando (x, y) — (a. b) ao longo do caminho C, e f (x, y) — L2 quan-
do (x, ¥) — (a. b) ao longo do caminho Cz, com Ly # L, entao limg ) — e f (X, ¥)
nao existe.

12



!mplo 1
xz _ y2

Mostre que lim ———— nao existe.
(x.3)=0.0 x~ + y*

SOLUCAO: Seja f(x, y) = (x2 — y?)/(x2 + y2). Primeiro,
vamos considerar (0, 0) ao longo do eixo x. Entao, y = 0 da
f(x, 0) = x?/x? = 1 para todos os x # 0, portanto

f(x,y) > 1 quando (Xx,y)— (0,0) aolongo do eixo x

13



!mplo 1 — Solucao e

Agora, vamos fazer a abordagem ao longo do eixo y ao

colocar x = 0. Entao ¢, y) = _32’2 — —1 paratodosy =0,
portanto

f(x, y) > —=1 como (x, y) - (0, 0) ao longo do eixo y

(Veja a Figura 4.)1 !

Figura 4

14



!mplo 1 — Solucao

Como f tem dois limites diferentes ao longo de duas retas
diferentes, o limite nao existe. (Isso confirma a conjectura
gue fizemos com base na evidéncia numericas no inicio
desta secao.)

continuacao

15



“Eimites e Continuidade

Vamos agora olhar o caso em que o limite existe. Como
para a funcao de uma unica variavel, o calculo do limite de
funcdes de duas variaveis pode ser muito simplificado
usando-se as propriedades dos limites. As Propriedades
do Limite podem ser estendidas para as funcoes de duas
variaveis. O limite da soma é a soma dos limites; o limite
do produto e o produto dos limites; e assim por diante. Em
particular, as seguintes equacoes sao verdadeiras:

2 lim x=a lim y=25> lim c¢=c
(x,v)—(a, b) (x,v)—(a, b) (x,v)—(a, b)

O Teorema do Confronto também vale.

16



Continuidade
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qtinuidade

Lembremo-nos de que o calculo de limites de funcdes
continuas de uma unica variavel é facil. Ele pode ser
obtido por substituicao direta, porgue, pela definicao de
funcdo continua, lim,_,_ f(x) = f(a). Funcdes continuas de
duas variaveis também sao definidas pela propriedade da
substituicao direta.

4 | Definicde Uma funcio f de duas variaveis é dita continua em (a, b) se

lim L, v) = fla. b)

Lx, wh—=la, |

Dizemos que f é continua em D se f for continua em todo ponto (a, &) de D.

18



“Continuidade

O significado intuitivo de continuidade é que, se 0 ponto
(X, y) varia de uma pequena guantidade, o valor de f(x, y)
variara de uma pequena quantidade. Isso quer dizer que a
superficie que corresponde ao grafico de uma funcao
continua nao tem buracos ou rupturas.

Usando as propriedades de limites, podemos ver que
soma, diferenca, produto e quociente de funcoes continuas
sao continuos em seus dominios. Vamos usar esse fato
para dar exemplos de funcbes continuas.

Uma funcéo polinomial de duas variaveis (ou
simplesmente polinbmio) € uma soma de termos da forma
cxXMy", onde ¢ € uma constante e m e n saAo numeros

Inteiros nao negativos.
19



-ntinuidade

Uma funcéo racional € uma raz&o de polinbmios. Por
exemplo,

f(x,y) = x*+ 5x3y2 + 6xy* — 7y + 6
€ um polinbmio, ao passo que

2xy + 1
x2+y2

g(x,y) =

é uma funcao racional.

20



-utinuidade

Os limites em

2

mostram que as funcoes f(x, y) = X,

g(X, y) =y e h(x, y) = ¢ sdo continuas. Como qualquer
polindmio pode ser obtido a partir das funcoes f, g e h por
multiplicacao e adicao, segue que todos os polindmios sao
funcdes continuas em R2. Da mesma forma, qualquer
funcéo racional € continua em seu dominio, porque ela é o
guociente de funcoes continuas.

21



!mplo 5

Calcule . %ingl , (X% — Xy + 3x + 2).

SOLUCAO: Como f(x, y) = x2y3 — x3y2 + 3x + 2y é um
polinbmio, ela é continua em qualquer lugar, portanto
podemos calcular seu limite pela substituicao direta:

lim
()= (X2Y3—=x3y2 +3x +2y)=12+23-13.22+43+1+2+2 =11

22



-utinuidade

Como para as funcdes de uma variavel, a composicao é
outra maneira de combinar funcdes continuas para obter
outra também continua. De fato, pode ser mostrado que,
se f € uma funcéo continua de duas variaveis e g € uma
funcéo continua de uma unica variavel definida na imagem
f, a funcao composta h = g o f definida por h(x, y) =

(f(x, y)) também & continua.

23



Funcoes de Trés ou Mais Variaveis
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-Qﬁes de Trés ou Mais Variaveis

Tudo o gque fizemos até aqui pode ser estendido para as
funcdes com trés ou mais variaveis. A notacao

lim  f(x,y,z) =L

(x,v,z)—(a, b, ¢)

significa que os valores de f(X, y, z) se aproximam do
numero L a medida que o ponto (X, y, z) se aproxima do

ponto (a, b, ¢) ao longo de qualquer caminho que esteja no
dominio de f.

25



'gﬁes de Trés ou Mais Variaveis

Em funcao da distancia entre dois pontos (X, y, z) e
(a,b,c)em R’ édado por \/(x —a)2+ (y — b)> + (z — ¢)? ,
podemos escrever a definicao precisa da seguinte forma:
€ > 0 hd um numero correspondente 6 > 0 tal que

se (Xx,Vy,z)estanodominiodefeO0<(x—a)?+(y—5b2+(z—0c)?> <

entao If(X,y,2)—L|<¢

26



'gﬁes de Trés ou Mais Variaveis

A funcéao f é continuaem (a, b, c) se

lim  f(x,v,z) = f(a, b, ¢)

(x,v,z)—(a, b, c)

Por exemplo, a funcao

1
Xyt =1

flx,y,2) =

é uma funcao racional de trés variaveis e, portanto é
continua em todo ponto de R*, exceto onde

X, + Y, +z,=1. Em outras palavras, é descontinua na
esfera com o centro da origem e o raio 1.

27



“gﬁes de Trés ou Mais Variaveis

Podemos escrever as definicoes de limite para as funcoes
de limite para as funcOes de duas ou trés variaveis de uma
forma compacta, como a seqguir.

5| Sefé definida em um subconjunto D de B", entdo lim, ., f(x) = L significa que
para todo nimero £ = () existe um nimero correspondente & = () tal que

sex=Del<|x —al <dentio |f(x) — Ll <e




