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-c;c”)es de Varias Variaveis

Nesta secao estudaremos funcoes de duas ou mais
variaveis sob quatro pontos de vista diferentes:

= verbalmente (pela descricao em palavras)
" numericamente (por uma tabela de valores)
= algebricamente (por uma férmula explicita)

= visualmente (por um grafico ou curvas de nivel)



Funcao de Duas Variaveis



“Funcoes de Duas Variaveis

A temperatura T em um ponto na superficie da Terra em
dado instante de tempo depende da longitude x e da
latitude y do ponto. Podemos pensar em T como uma
funcao de duas variaveis x e y, ou como uma funcéo do
par (X, y). Indicamos essa dependéncia funcional
escrevendo T = f(x, y).

O volume V de um cilindro circular depende do seu raior e
de sua altura h. De fato, sabemos que V = 7 r?h. Podemos
dizer que V € uma funcao de r e h, e escrevemos

V(r, h) = zreh.



-c;c”)es de Duas Variaveis

Definicao Uma funcao f de duas variaveis € uma regra que associa a cada par orde-
nado de nimeros reais (x, v) de um conjunto [ um dnico valor real. denotado por
fx, v). O conjunto D € o dominio de fe sua imagem € o conjunto de valores possi-
vels de f, ou seja, { f(x, ¥)|(x, v) € D}.

Frequentemente escrevemos z = f(x, y) para tornar
explicitos os valores tomados por f em um ponto genérico
(X, y). As variaveis x e y sdo variaveis independentes e z
é a variavel dependente. [Compare com a notacao

y = f(X) para as funcdes de uma unica variavel.]



!mplo 2

Em regibes com inverno rigoroso, o indice de sensacao
térmica é frequentemente utilizado para descrever a
severidade aparente do frio. Esse indice W mede a
temperatura subjetiva que depende da temperatura real T
e da velocidade do vento, v. Assim, W € uma funcao de T
e de v, e podemos escrever W = {(T, v).



!mplo 2

A Tabela 1 apresenta valores de W compilados pelo

continuacéao

Servico Nacional de Meteorologia dos Estados Unidos e

pelo Servico Meteorologico do Canada.

Velocidade do vento (km/h)

T P15 10 15 20 | 25 30 40 50 | 60 | 7O | 8O

5 4 3 2 1 l o -1 -1 =2 =-2| -3

o =2 -3 4| =5 -6 -6 =T 8| =9 =010

3:_’; =5 =7 9|11 |-12|—-12]|—-13|—-14|—-15|—-16|—16|—17
:_E =10 13| =15 17| —18|—19|-20 | =21 |22 | =23 | =23 | —24
E =15 —19 | -21 | -23 | =24 | =25 | =26 | =27 | =29 | =30 | —30 | =31
E =20 —-24|-27|-29 | -30|—-32 | —-33 |34 | -35| —36 | =37 | —38
E =25 —30 | =33 | 35| 37| 38| -39 | —41 | —42 | —43 | —44 | —45
T | 30| —36| 30| —41 | —43 | —44 | —46 | 48| —20 | —50 | =51 | -52
—35| —41 | —45 | —4B | —49 | —51 | =52 | =54 | =56 | =57 | —58 [ —60

—40 | —47 | =51 | =54 | =56 | =57 | =59 | =61 | —63 [ —64 [ —65 [ —67

O indice de sensacéao térmica como funcao da temperatura do ar e
velocidade do vento

Tabela 1



!mplo 2

Por exemplo, a tabela mostra ,se a temperatura é

—5 °C e a velocidade do vento, 50 km/h, entao
subjetivamente parecera tao frio quanto uma temperatura
de cerca de —15 °C sem vento. Portanto,

continuacao

f(=5, 50) = —15



“Exemplo 3

Em 1928, Charles Cobb e Paul Douglas publicaram um
estudo em que modelaram o crescimento da economia
norte-americana durante o periodo de 1899-1922. Eles
consideraram uma visao simplificada da economia em que
a saida da producao é determinada pela quantidade de
trabalho envolvida e pela quantidade de capital investido.
Apesar de existirem muitos outros fatores afetando o
desempenho da economia, 0 modelo mostrou-se bastante

preciso.
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!mplo 3

continuacao

A funcao utilizada para modelar a producao era da forma

1

P(L, K) = bLeK1-=

onde P é a producao total (valor monetario dos bens
produzidos em um ano); L, é a quantidade de trabalho
(numero total de pessoas-hora trabalhadas em um ano); e
K, € a quantidade de capital investido (valor monetario das
maquinas, equipamentos e predios).

11



!mplo 3

continuacao

Cobb e Douglas usaram dados econdmicos publicados

pelo governo para construir a Tabela 2.

Ano P L K
1809 [ 100 | 100 | 100
1900 | 101 | 105 | 107
1901 | 112 | 110 | 114
1902 | 122 | 117 | 122
1903 | 124 | 122 | 131
1904 | 122 | 121 | 138
1905 | 143 | 125 | 149
1906 | 152 | 134 | 163
1907 | 151 | 140 | 176
1908 | 126 | 123 | 185
1909 | 155 | 143 | 1908
1910 | 159 | 147 | 208
1911 | 153 | 148 | 216
1912 | 177 | 155 | 226
1913 | 184 | 156 | 236
1914 | 160 | 152 | 244
1915 | 180 | 156 | 266
1916 | 225 | 183 | 208
1917 | 227 | 198 | 335
1918 | 223 | 201 | 366
1919 | 218 | 196 | 387
1920 | 231 | 194 | 407
1921 | 179 | 146 | 417
1922 | 240 | 161 | 431
Tabela 2
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!mplo 3

Eles tomaram o ano de 1899 como base e P, L e K foram
tomadas valendo 100 nesse ano. Os valores para outros
anos foram expressos como porcentagens dos valores de
1899.

Cobb e Douglas utilizaram o método dos minimos
guadrados para ajustar os dados da Tabela 2 a funcao

continuacao

2 P(L, K) = 1,01L0.75K 025
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“Exemplo 3

continuacao

Se usarmos o0 modelo dado pela funcao na Equacao 2
para calcular a producao nos anos de 1910 e 1920,
obtemos os valores

P(147, 208) = 1,01(147)%75(208)%25 ~ 161,9
P(194, 407) = 1,01(194)%75(407)%25 ~ 235,8

gue sao muito proximos dos valores reais, 159 e 231.

A funcao de producéao [1|fol usada posteriormente em
muitos contextos, de empresas individuais até questdes
globais de economia. Ela passou a ser conhecida como
funcao de producao de Cobb-Douglas.

14



!mplo 3

Seu dominio é {(L, K) | L= 0, K> 0}, pois, como L e K
representam mao de obra e capital, nao podem ser
negativos.

continuacao
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Graficos
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!ﬁcos

Outra forma de visualizar o comportamento de uma funcao
de duas variaveis é considerar seu grafico.

Definicdo Se f é uma funcio de duas varidveis com dominio I, entio o grafico de f é
o conjunto de todos os pontos (x, y, z) em B tal que z = f(x, v) e (x, ¥) pertenga a D.

Assim como o gréafico de uma funcao f de uma unica
variavel € uma curva C com a equacéao y = f(x), o grafico
de uma funcéo f com duas variaveis é uma superficie S
com equacao z = f(x, y).

17



!ﬁcos

Podemos visualizar o grafico S de f como estando
diretamente acima ou abaixo de seu dominio D no palno xy
(veja a Figura 5).

Figura 5
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!ﬁcos

A funcao
f(X, y) =ax + por +c

e € chamada funcao linear. O grafico de uma dessas
funcOes tem a equacao

Z=ax+por+c ou ax+por—z+c=0

e, portanto, € um plano. Do mesmo modo gque as funcdes
lineares de uma unica variavel sao importantes no calculo
de uma variavel, veremos que as funcoes lineares de duas
variaveis tém um papel central no calculo com muitas
variaveis.

19



!mplo 6

Esboce o grafico de g(x, y) = /9 — x> — y°.

SOLUCAOQO: O gréafico tem a equacio z = /9 — x? — y2.
Elevando ao quadrado ambos os lados da equacao,
obtemos z2 =9 — x? —y?, ou x? +y? + z2 = 9, que
reconhecemos como a equacao da esfera de centro na
origem e raio 3. Mas, como z > 0, o grafico de g € somente
a metade superior da
esfera (veja a Figura 7).

X

Gréaficode g(x,y) = \/ ?:}ai?
Figura 7 20



Curvas de Nivel
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-\/as de Nivel

Até aqui vimos dois metodos diferentes para visualizar
funcdes: diagramas de flechas e graficos. Um terceiro
metodo, emprestado dos cartografos, € um mapa de
contorno, em que 0s pontos com elevacdes constantes sao
ligados para formar curvas de contorno ou curvas de nivel.

Definicdo As curvas de nivel de uma funcio f de duas varidveis sdo aquelas com
equacao f (x, y) = k, onde &k ¢ uma constante (na imagem de f).

Uma curva de nivel f(x, y) =k € o conjunto de todos os
pontos no dominio de f nos quais o valor de f & k. Em
outras palavras, ela mostra onde o grafico de f tem
altura K.

22



q\/as de Nivel

Vocé pode ver na Figura 11 a relacao entre as curvas de
nivel e os cortes horizontais.

Z/

45 N

flx,y)=20— = 2& =20

Figura 11
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“Curvas de Nivel

As curvas de nivel f(x, y) = k sao apenas cortes do grafico
de f no plano horizontal z = k projetados sobre o plano xy.
Assim, se voceé tracar as curvas de nivel da funcéao e
visualiza-las elevadas para a superficie na altura indicada,
podera imaginar o grafico da funcao colocando as duas
iInformacodes juntas. A superficie serd mais inclinada onde
as curvas de nivel estiverem mais proximas das outras. Ela
sera um pouco mais achatada onde as curvas de nivel
estao distantes umas das outras.
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!\/as de Nivel

Um exemplo comum de curvas de nivel ocorre em mapas
topograficos de regibes montanhosas, como o mapa da
Figura 12.

Figura 12



-\/as de Nivel

As curvas de nivel sdo aquelas em que a elevacédo em
relacao ao nivel do mar é constante. Se vocé andar sobre
um desses contornos, nem descera nem subira. Outro
exemplo comum € a funcao temperatura apresentada no
paragrafo inicial desta secao. Aqui as curvas de nivel sao
chamadas curvas isotérmicas e ligam localidades que
tém a mesma temperatura.
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!\/as de Nivel

Para alguns propdsitos, o mapa de contorno € mais util
gue um grafico. Isto também é verdadeiro na estimativa 0s
dos valores da funcao. A Figura 19 apresenta algumas
curvas de nivel geradas por computador juntamente com
0s graficos correspondentes.

(a) Curvas de nivel de f(x, y)=—xye =7 (b) Duas vistas de f(x, y) =—xye = ¥’

Figura 19
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as de Nivel

'
f \ / \
J \ o - 1
f \ \ s / | \
\ /

' \ \__ - i / I

\ -1 /

\ /

(d) flx.y)=

(c) Curvas de nivel de fix, v)= ———= —
Jix.) x+y +1 >yl

Figura 19(c) Figura 19(d)

Observe gue as curvas de nivel na parte (c) da figura
aparecem muito amontoadas perto da origem. Isso
corresponde ao fato de que o grafico na parte (d) ser muito
ingreme perto da origem. 28



Funcoes de Trés ou Mais Variaveis
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-gﬁes de Trés ou Mais Variavel

Uma funcao com trés variaveis,f, € uma regra que
associa a cada tripla ordenada (x, y, z) em um dominio

D C R*um Unico numero real, denotado por f(X, y, z). Por
exemplo, a temperaturaT em um ponto da superficie
terrestre depende da latitude x e da longitude y do ponto e
do tempo t, de modo que podemos escrever T = (X, y, 1).

30



!mplo 14

Encontre o dominio de f se

f(X,y¥,z) =In(z-y) + Xy sen z

SOLUCAO: A expresséo para f(x, y, z) é definida enquanto
z—-Yy >0, assim, o dominio de f é

D={(x,y,2) e R’| 2>y}

Esse € um semiespaco que consiste em todos pontos que
estao acima do plano z = .

31



“Funcoes de Trés ou Mais Variaveis

E muito dificil visualizar uma funcio f de trés variaveis por
seu grafico, ja que estaria em um espaco de quatro
dimensdes. No entanto, consegui,os certo conhecimento de f
ao examinar suas superficies de nivel, que séo aquelas
com equacoes f(x, y, z) =k, onde k € uma constante. Se o
ponto (X, y, z) move-se ao longo de uma superficie de nivel,
o valor f(X, y, z) permanece fixo.

Funcdes com qualquer numero de variaveis podem ser
consideradas. Uma funcao em n variaveis € uma regra que
associa um nuamero z = f(x4, X,, ..., X,) & uma n-upla

(X4, X5,..., X,) de numeros reais. Denotamos por R" 0
conjunto de todas essas n-uplas.

32



-gﬁes de Trés ou Mais Variaveis

Por exemplo, se uma companhia usa n ingredientes
diferentes na fabricacao de um produto alimenticio, ¢; é o
custo por unidade de i-iésimo do ingrediente e x; unidades
do ingrediente sao usadas; entao, o custo total C dos
ingredientes € uma funcéo das n variaveis X, X,, . . ., X;:

3| C=1(Xy Xy ooy X,) = C Xy + CXy + -7+ C X,

A funcao f é de valor real cujo dominio € um subconjunto
de R".
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-gﬁes de Trés ou Mais Variaveis

Por vezes, usamos uma notacao vetorial para escrever
estas funcoes de maneira compacta: Se

X = (X4, X,, . . ., X,), frequentemente escrevemos f(x) no
lugar f(x,, X,, . . ., X,). Com essa notagcao, podemos
reescrever a funcao definida na Equacao 3 como

f(x) =c X

onde c ={c,, C,, ..., C,) € C - X denota o produto escalar
dos vetorescex emV,.
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-gﬁes de Trés ou Mais Variaveis

Esta vista da correspondéncia de um-para-um entre 0s pontos
(X1, X5, . . ., X,) €M R” € seus vetores de posicao

X = (X4, X,, . .., X,) €M V,, temos trés maneiras de ver uma
funcao f definida em um subconjunto deR” :

1. Como uma funcgao de n variaveis reais X, X5, . . . , X,

2. Como uma funcao de um unico ponto unico variavel
(X1, Xoy « + vy 1)

3. Como uma funcao de um unico vetor variavel

X ={Xy, Xoy o ooy Xp)
35



