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Derivadas



!ivad as

A derivada r’ de uma funcéao vetorial r € definida do
mesmo modo como foi feito para as funcoes a valores
reais:

II' dr ~ () = lim r(r + h})l — r(r)

dt h—0

se esse limite existir. O significado geomeétrico dessa
definicdo esta representado na Figura 1.
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(a) O vetor secante Pz (b) O vetor tangente r'(t)

Figura 1



“Derivadas

Se os pontos P e Q tém vetores posicao r(t) e r(t + h),
entdo PO representa o vetor r(t + h) — r(t), que pode ser
visto como um vetor secante. Se h > 0, o multiplo escalar
(1/n)(r(t + h) — r(t)) tem a mesmo sentido que r(t + h) — r(t).
Quando h — 0, parece gue esse vetor se aproxima de um
vetor que esta sobre a reta tangente. Por essa razao, o
vetor r’(t) € chamado o vetor tangente a curva definida
por r no ponto P, desde que r’(t) exista e r’(t) # 0. A reta
tangente a C em P é definida como a reta que passa por P
e é paralela ao vetor r'(t). Teremos ocasiao de considerar
0 vetor tangente unitario, dado por

r'(7)
r'(7) |

T(t) =



!ivad as

O teorema seguinte fornece um metodo conveniente para
calcular a derivada de uma funcao vetorial r por derivacao
de cada componente de .

2 | Teorema Se r(t) = {f(t), g(t), hiz)) = f(t)i + g(t)j + h(t) Kk, onde f,g.e h sdo

fungoes diferencidveis, entdo

r'(e) = (f(). g0 k') =i + g'®)j + H(D)k




!mplo 1

(a) Determine a derivada de r(t) = (1 + t3)i + te ! + sen 2tk.

(b) Encontre o vetor tangente unitario no ponto onde t = 0.

SOLUCAO:
(a) De acordo com o Teorema 2, derivando cada
componente de r, obtemos:

r'(t) =3t% + (1 —t)etj + 2 cos 2tk
(b) Uma vez que r(0) =i er’(0) =] + 2k, o vetor unitario
tangente no ponto (1, O, 0) &
2

(0 i + 2Kk
r'(0) j 2 5
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T(0) =



!ivad as

Do mesmo modo que para as funcoes reais, a segunda
derivada da funcéao vetorial r € a derivada de r’, ou seja,
r” =(r')'. Por exemplo, a segunda derivada da funcéao é

r"(t) = (-2 cos t, —sen t, 0)



Regras de Derivacao



!ras de Derivacao

O proximo teorema mostra que as formulas de derivacéao
para funcoes reais tém suas equivalentes para as funcoes
vetoriais.

@ Teorema Suponha que u e v sejam fungdes vetoriais diferencidveis, ¢ um escalar
e fuma funcéo real. Entio,

L[ + v(0] = v + v

2 2 [eu@)] = cu'®)

3 L [1OuO] = FOu6) +Ou)

&2 [u) O] = W) -0 + ul) - v

& 2 [u() X ¥(9] = w6) X ¥() + u() X V)

G % [ll{f([]:l] = f’{.[] u’{f[.[:l:l {Regra da Cadeia)
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!mplo 4

Mostre que, se r(t)| = ¢ (uma constante), entao r'(t) e
ortogonal a r(t) para todo t.

SOLUCAO:Uma vez que
r) - r@®) = r@®|> =c?

e c2 é uma constante, da Férmula 4 do Teorema 3 vem

0= di [r@® - r@®I =r'(®) - r(®) +r(t) - r'(t) = 2r'(t) - r(t)
t
Assim, r'(t) - r(t) = 0, o que diz que r'(t) € ortogonal a r(t).
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!mplo 4 — Solucao

Geometricamente, esse resultado indica que, se a curva
esta em uma esfera com o centro na origem, entao o vetor
tangente r'(t) € sempre perpendicular ao vetor posicao r(t).

continuacao
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Integrais
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“grais

A integral definida de uma funcéo vetorial continua r(t)
pode ser definida da mesma forma que para a funcao real,
exceto que a integral resulta em um vetor. Mas podemos
expressar a integral de r como a integral de suas funcoes
componentes f, g e h como segue.

j ’ r(f) df = lim Y, r(t*) At

oo .
1 =" =]

= lﬂll [(if(r,—*) At) i+ (i g(1") At)j + (i h(t’) At) k}
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“grais

e também

J, v dr = (Lbf (1) df) i+ ( (N0 dt)j + ( |"n dt) Kk

ISso mostra que podemos calcular a integral da funcao
vetorial integrando cada componente dela.
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“grais

Podemos estender o Teorema Fundamental do Calculo
para as funcdes vetoriais continuas como segue:

j "r(r) dt = RO®)]” = R(b) — R(a)

{

onde R €& uma primitiva de r, ou seja, R'(t) = r(t). Usaremos
a notacao I r(t) dt para as integrais indefinidas (primitivas).
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!mplo 5

Ser(t)=2costi+sentj+ 2tk, entao

fr(t) dt:(fz costdt)i +(Isentdt)j+(f2tdt)k
=2senti—costj+t?k+C

onde C é um vetor constante de integracao, e

2
( A T
Jom r(t) dt = [2 sinfi —costj + tzk]o/zz 2i +j + Tk
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