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!es de Taylor e Maclaurin

Comecaremos supondo gue f seja qualquer funcao gue
possa ser representada por uma serie de poténcias

T]f(X)=cy+cy(x—a)+c(x—a)y+cy(x—a)p)+c,(x—a)* + - |x—a|<R

Vamos tentar determinar quais coeficientes ¢, devem
aparecer em termos de f. Para comecar, observe que, se
colocarmos x = a na Equacéo 1, entdo todos o0s termos
apos o primeiro séo 0 e teremos

f(a) = cg



!es de Taylor e Maclaurin

Podemos derivar a série na Equacao 1 termo a termo:

2

f'(x)=c, +2c,(x—a) + 3cy(x—a)*+4c,(x—a)*+ | x—a| <R

e a substituicao de x = a na Equacao 2 fornece

f'(a) = c,

Agora derivamos ambos os lados da Equacao 2 e obtemos

3

f"(xX)=2c,+2°3cy(x—a)+34c,(x—a)’+ - | x—a|<R

Novamente colocamos x = a na Equacao 3. O resultado é

f"(a) = 2c,



!es de Taylor e Maclaurin

Vamos aplicar o procedimento mais uma vez. A derivacao
da série na Equacao 3 fornece

4] " (X)=23c;+2+3+4c,(x—a)+34+5c(x—a)+ - [x—a|<R

e a substituicao de x =a na Equacao 2 fornece

f"'(a) — 2 ° 303 — 3|C3

Agora voceé pode ver o padrao. Se continuarmos a derivar
e substituir x = a, obteremos

fM@=2-3-4--nc,=nlc

n



!es de Taylor e Maclaurin

Isolando o n-ésimo coeficiente c,, nessa
equacao,obteremos

@

n!

Cn

Essa formula permanecera valida mesmo paran =0 se
adotarmos as convencoes de que 0! =1 e fO =f, Assim,
demonstramos o teorema a seqguir.

@ Teorema Se f tiver uma representacao (expansao) em série de poténcias em a, isto
€, se

flx) = g}c,,(x—a)" |x —a| <R

entdo seus coeficientes sio dados pela férmula

_ )

it
n!




!es de Taylor e Maclaurin

Substituindo essa formula para c,, de volta na séerie, vemos
gue, se f tiver uma expansao em série de poténcias em a,
entao ela deve ser da seguinte forma.

(% =~ )"

f(n)(a)
n!

6] f(x) =2

n=0

fl(!a) P ol s fz(!a) (x— aP + f 3(!61)

(x—aj+---

= f(a) +

A série na Equacao 6 é chamada série de Taylor da
funcao f em a (ou em torno de a ou centrada em a).



!es de Taylor e Maclaurin

Para o caso especial a = 0, a série de Taylor torna-se

& SO0 ‘(0 "0)
7 flx) = go / n'( ) x" = f(0) + —fl(' ) x + f2(' ) x‘+

Esse caso surge com frequéncia e Ihe fol dado o nome
especial de serie de Maclaurin.



!mplo 1

Encontre a série de Maclaurin da funcao f(x) = eX e seu
raio de convergéncia.

SOLUCAO: Se f(x) = eX, entdo f(MW(x) = e, portanto
f(M(0) = e% = 1 para todo n. Portanto, a série de Taylor para
f em O (isto é, a série de Maclaurin) é




!mplo 1 — Solucao

Para encontrarmos o raio de convergéncia fazemos
a, = X"/n!l. Entao

continuacao

xn+1 I/l‘

(n+ 1) Xx"

X
0<1
n—+ 1

An+1

Un

de modo que, pelo Teste da Razao, a série converge para
todo x e 0 raio de convergéncia é R =0,

10



!es de Taylor e Maclaurin

A conclusao que podemos tirar do Teorema 5 e do
Exemplo 1 é que se eX tiver uma expansao em serie de
poténcias em 0, entao

o0
el =
n=0

x}”l
n!

Assim, como determinar se e* tem uma representacao em
série de poténcias?
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!es de Taylor e Maclaurin

Vamos investigar uma guestao mais geral: sob quais
circunstancias uma funcao é igual a soma de sua série de
Taylor? Em outras palavras, se f tiver derivadas de todas
as ordens, quando ¢é verdade que

(n)
)

n:

fo=3 - ay

Como com qualguer série convergente, isso significa que
f(x) é o limite da sequéncia das somas parciais.

12



!es de Taylor e Maclaurin

No caso da série de Taylor, as somas parciais sao

3 ’><a)

=0

(x — a)

= fla) + f;(‘a) (x —a) + f;('a) (x —a)P + -+ +

Observe que T, € um polinOmio de grau n chamado
polindbmio de Taylor de n-ésimo grau de f em a.

13



!es de Taylor e Maclaurin

Por exemplo, para a funcao exponencial f(x) = eX, o
resultado do Exemplo 1 mostra que os polinOmios de
Taylor em O (ou polindmios de Maclaurin) comn=1, 2, e
3 sao

) 2 3

X . X
Ti(x) =1+ x L) =1+ x+ - Ix) =1+x+ -0+

14



!es de Taylor e Maclaurin

Os graficos da funcao exponencial e desses trés
polindbmios de Taylor estdo desenhados na Figura 1.

( T5(x)

Figura 1

Quando n aumenta, T, (X) parece aproximar a e* na
Figura 1. Isso sugere que e* seja igual a soma de sua
série de Taylor.
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!es de Taylor e Maclaurin

Em geral, f(X) € a soma se sua série de Taylor se

f(x) = lim T,(x)

1l— 0

Se considerarmos
R.(X) =f(x) - T, (X) demodoque f(x)=T,.,x) +R,(x)

Entdo, R,(x) € denominado resto da série de Taylor. Se
pudermos de alguma maneira mostrar que
lim R.(X) = 0, teremos mostrado que

n— oo

lim 7,(x) = lim [ f(x) — R,(x)] = f(x) — lim R,(x) = f(x)

1— 00 J1—> 0 11—
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!es de Taylor e Maclaurin

Assim, demonstramos 0 seguinte teorema:

graufema e

lim R,(x) =0

fi—=om

|lx —a| <R

8 | Teorema Se f(x) = T,(x) + R.(x), onde T,, € o polindmio de Taylor de de n-ésimo

para |x — a| <R, entdo f é igual & soma de sua série de Taylor no intervalo

Ao tentarmos mostrar que lim,_, _ R,(x) = 0 para uma fungao

especifica f, geralmente usamos o teorema a seguir.

série de Taylor satisfaz a desigualdade

M
(n + 1)!

n+1

|R.(x)| < lx — a| para |[x —a|=<d

9| Desigualdade de Taylor Se | f®*"(x)| < M para|x — a| < d, entdo o resto R.(x) da

17



!es de Taylor e Maclaurin

Para vermos por que isso é verdadeiro para n =1,
assumimos que [f”"(x)| £ M. Em particular, temos f"(x) < M,
assim paraa<x<a+dtemos

Lx (6 dt < f:M dt

Uma antiderivada de f” é ', dessa forma, pela parte 2 do
Teorema Fundamental do Calculo, temos

f'(x)—f'(@ <M(x—a) ou f(x)<f(a)+M(x-a)

18



!es de Taylor e Maclaurin

Logo, f:f (1) dt < f: [ f'(a) + M(t — a)] dt

(x — a)’

f(x) = fla) < fla)(x —a) + M

09 = (@ = f@)x = @) < 5 (x = a)

Mas R,(x) = f(x) — T,(x) =f(x) — f(a) — f'(a)(x — a). Portanto

M
Rl(x) = 7

(x — a)°
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!es de Taylor e Maclaurin

Um argumento similar, usando f”(x) > —M, mostra que

~ M
Entao |R1(x)|£?|x—a|2

Embora tenhamos suposto que x > a, calculos similares
mostram que essa desigualdade é também verdadeira
para X < a.

20



!es de Taylor e Maclaurin

Isso demonstra que a Desigualdade de Taylor para o caso
onde n = 1. O resultado para um n qualquer é demonstrado

de maneira similar pela integracao n + 1 vezes.
Ao aplicar os Teoremas 8 e 9, muitas vezes é util usar o
fato a seqguir.

..In

10 im — =0 para todo nimero real x
H—=00 ”_

Isso é verdade porque sabemos do Exemplo 1 que a série
> X"/n! converge para todo X, e seu n-ésimo termo tende

a 0.

21



!mplo 2

Demonstre que e* é igual a soma de sua série de
Maclaurin.

SOLUCAO: Se f(x) = eX, entdo f( * H(x) = ex para todo n.
Se d é qualquer numero positivo e |x| < d, entao

T+ 1(x)| = eX < ed. Assim, a Desigualdade de Taylor, com
a=0eM=eY diz que

d

e i
|R.(x)| = EE | x|""" para |x| =d

22



!mplo 2 — Solucao

Observe que a mesma constante M = ed serve para cada
valor de n. Mas, da Equacao 10, temos

continuacao

ed

)
i

n+1

= ¢“ lim x =0

n—= (n + 1)!

n+1

Decorre do Teorema do Confronto que Iim, ,_ |R,(xX)| =0
e, portanto, lim, , .- R,(X) = O para todos os valores de x.
Pelo Teorema 8, eX e igual a soma de sua série de
Maclaurin, isto €,

- X
1" e* = ) —  paratodox
n=0 M.

23



!es de Taylor e Maclaurin

Em particular, se colocarmos x = 1 na Equacao 11,
obteremos a seguinte expressao para o nimero e como a
soma de uma serie infinita:

il NI
ez —— — R — — . o
12 n=0 10 1! 2! 3!




!mplo 3

Encontre a série de Maclaurin de f(x) = (1 + x)%, onde k é
um numero real qualquer.

SOLUCAO: Arranjando nosso trabalho em colunas, temos

f(X) = (L + x)k f(0) =1
£/ (x) = k(L + x)k-1 f7(0)=k
£ (x) = k(k = 1)(L + x)k - 2 £ (0) = k(k = 1)

£ (x) = k(k = 1)(k = 2)(1 + x)k-3 £ (0) = k(k — 1)(k = 2)

W (x) = k(k—1) - (K =n + 1)L+ x)k-n  f(0) =k(k—1) - (k—n + 1)

25



!mplo 8 — Solucao

Portanto, a série de Maclaurin de f(x) = (1 + x)k é

continuacao

* ) * — ce —
> fm(O) P (e R (S R V
n=0 : =

!
n=0 n.

Essa série € chamada serie binomial. Observe que, se k €
um inteiro nao negativo, entao os termos sao,
eventualmente, nulos, de modo que a série € finita. Para
outros valores de k, nenhum dos termos é 0 e assim
podemos tentar o Teste da Razao.

26



!mplo 8 — Solucao

Se seu n-ésimo termo for a,,, entao

continuacao

aper | |k(k—1) - (k—n+ Dk — n)x"" n!
a, n + 1)! kk — 1) - (k —n + x"
K
k_
Ak e el s e quando n s
n+1 1+l

n

Logo, pelo Teste da Razéao, a série binomial converge se
|X| <1 e diverge se |x]| > 1.

27



!es de Taylor e Maclaurin

A notacao tradicional para os coeficientes na serie binomial
é

(k)zk(k—l)(k—Z)---(k—n+1)

n n!

e esses numeros sao chamados coeficientes binomiais.

O teorema a seqguir afirma que (1 + x)k é igual a soma de
sua série de Maclaurin.

28



!es de Taylor e Maclaurin

E possivel demonstrar isso mostrando que o resto R, (x)
tende a 0, mas assim acaba sendo muito dificil.

A Série Binomial Se k for um nimero real qualquer e |x| < 1, entdo

(1 +x)*= i (k).x"= 1 +kx+k(2—_ll).xz+ klk — 13):(;;—2)1“_“

29



“Series de Taylor e Maclaurin

Embora a série binomial sempre convirja qguando

|X| < 1, a questao de ser ou nhao convergente nas
extremidades, +1, depende do valor de k. Ocorre que a
série converge em 1 se -1 <k <0 e em ambas as
extremidades k > 0. Observe que se k for um inteiro
positivo e n >k, entao a expressao( }{g) contém um fator

(k — k), de modo que (X) = 0 para n > k. Isto significa que a
Série acaba e se reduz ao Teorema Binomial usual quando
k for um inteiro positivo.

30



!es de Taylor e Maclaurin

Listamos na tabela a sequir, para referéncia futura,
algumas series de Maclaurin importantes que deduzimos
nesta secao e na precedente.

|
=Xx"=l+x+x>+x*+ R=1
1 —=x n=0
o X" x xr X
e =§7=1+T+§+3'+ R=w
oo 2.n+l x3 x! x'}'
smx—Eﬂ( " Gn + 1) —?-4-;—?-}- R=w
xz X4 Xﬁ
(2)'_ T ta et k=e
2+l xS XS x?
t = 1 =x—-——+—-—= + R=1
an”lx = E( )2 +1 35 7
(1+x)"=2(k)x"=1+kx+k(kz_ll)x2+k(k_l;l(k_z)xhr--- R=1
n=0 n I !

Séries de Maclaurin Importantes e Seus Raios de Convergéncia

Tabela 1

31



Multiplicacao e Divisao de
Séries de Poténcias
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!mplo 13

Encontre os trés primeiros termos diferentes de zero na
série de Maclaurin de (a) e*sen x e (b) tg x.

SOLUCAO:
(a) Usando a série de Maclaurin para e* e sen x na Tabela
1, temos

33



!mplo 13 — Solucao

Multiplicamos essas expressoes, juntando 0s termos
semelhantes como nos polindmios:

1+ x+5x2+ex>+ -

|
" X —sxP+ -

B x2+%x3+5x4—|—---

L3 1 R,
p 6X 6 X

x+ 2243+

Logo, e*senx=x+x>+3x>+ -

continuacao

34



!mplo 13 — Solucao

continuacao

(b) Usando as séries de Maclaurin da tabela, obtemos

X X
X ——+=-
t sen x 3! 5!
x j— j—
5 COS X x?  x*
| — 4+ ——
20 4l

35



!mplo 13 — Solugao R

Usamos um procedimento parecido com a divisao de
polinbmios:
x—l—_%x3+ %x5—|—

1 » 1 4 1..3 | 5
1—§x + g X —---)x—gx + X —

1
X —5x0 g — e

Logo, tgx =x + 3x° + 3x° + -
36



