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Séries

O gue gueremos dizer quando expressamos um numero
como um decimal infinito? Por exemplo, o que significa
escrever

7= 3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 . . .

A convencao por tras de nossa notacao decimal é que
gualguer numero pode ser escrito como uma soma infinita.
Aqui, i1sso significa que
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onde os trés pontos (') indicam que a soma continua para
sempre, e quanto mais termos adicionamos, mais nos
aproximaremos do valor real de .

Em geral, se tentarmos somar os termos de uma
sequéncia infinita {a.},— , obteremos uma expressio da
forma

1 a,ta,+a,+ -+a, +

gue € denominada uma série infinita (ou apenas série) e
é denotada, por simplicidade, pelo simbolo

E ady ou E a;
n=1
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Seria impossivel encontrar uma soma finita para a série
1+2+3+4+5+--+n+--

porqgue, se comecarmos adicionando os termos, obteremos
as somas cumulativas 1, 3, 6, 10, 15, 21, .. . e depois do
n-ésimo termo, obteremos n(n + 1)/2, que se torna muito
grande a medida que n aumenta.

Contudo, se comecarmos a somar os termos da série

| 1 1 | 1
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1 3 7 15 31 63

obtemos 3. 7.3, 5. 40 -

., 1 —1/2" ... Atabela mostra
gue, quando adicionamos mais e mais termos, essas
somas parciais se tornam cada vez mais proximas de 1.

n

Soma dos i

primeiros termos

[—
S =1 O LA b L b e
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0,50000000
0,75000000
0,87500000
0,93750000
0.96875000
0,98437500
0,99218750
0,99902344
0,99006948
0,99999905
0,99999997
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De fato, somando um numero suficiente de termos da
série, podemos fazer as somas parciais se tornarem tao
proximas quanto quisermos de 1. Assim, parece razoavel
dizer que a soma dessa série infinita € 1 e escrever
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Usamos uma ideia parecida para determinar se uma Série
geral [1] tem uma soma ou hao.
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Consideramos as somas parciais
S, = a,
S, =a; +a,
S;=a; +a,+a;
s,—a;+a,+a;+a,
e, em geral,

Sp=atataz+--+a, = Zla"

Essas somas parciais formam uma nova sequéncia {s},
gue pode ou nao ter um limite.
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Se lim, __s, = s existir (como um numero finito), entao,
como no exemplo anterior, 0 chamamos soma da serie
Infinita Xa,,.

2 | Definicdo Dada uma série Z;_, a, = a, + a; + as + - - -, deixe 5, denote por sua
n-ésima soma parcial:

SE=EE,-=E1+EE+”‘+EE

i=1

Se a sequéncia {s. } for convergente e lima—w $« = § existir como um mimero real, en-
tdo a série £ a,, € chamada convergente, e escrevemos

]
a1 +ar+rr+ e+ =35 ou Eﬂn=.‘i-'

m=]

O nimero s € chamado a soma da série. Se a sequéncia {s.} € divergente, entio a sé-
rie é chamada divergente.
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Assim, a soma de uma série é o limite da sequéncia de
somas parciais. Desse modo, quando escrevemos

>*_, a, =S, queremos dizer que, somando um numero
suficiente de termos da série, podemos chegar tao perto
guanto quisermos do numero s. Observe que

o0 14!
E a, = lim 2 da;

o .
n=1 nN—>% =1
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!mplo 2

Um exemplo importante de uma serie infinita é a série
geometrica

co

atar+tar+ard+ +ar™l+= Yo' az0

n=1

Cada termo € obtido a partir do anterior, multiplicando-se
pela razao comum r.

Ser=1,entaos,=a+a+---+a=na— =t oco.Como
lim, _, __s,, ndo existe, a série geometrica diverge nesse
caso.
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!mplo 2

Ser=1, temos

continuacao

s,=a+ar+ar>+---+ar™!
e rs,=ar+ar’+- - +ar™l+arn

Subtraindo essas equacoes, obtemos

s,—Is,=a—ar"

a(l — r"

12



!mplo 2

Se —-1<r <1, sabemos que r" - 0 guando n — oo, assim

continuacao

, Coa(l — " a a _ ) a
lim s, = lim = — Iim r"* =

n—oe n—e | —F l —r | — 7 now —r

Entdo, quando |r| < 1, a série geomeétrica é convergente, e
sua soma é a/(1 —r).

Ser<-l1lour>1, asequéncia {r"} & divergente; assim,
pela Equacéo 3, lim, .. S,, ndo existe. Portanto, a série
geometrica diverge naqueles casos.

13
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Resumimos os resultados do Exemplo 2 como a sequir.

4| A série geométrica

Yar*'=a+ar+a’+---

a=1
¢ convergente se |r| < 1 e sua soma &

ia

o3
N ar*'=

n=1 l—r

Se |r| = 1, a série geométrica € divergente.




!mplo 3

Mostre que a série harmonica

o 1
Y —=1
n

n=I1

+ =4+ —+ -

1,11
2 3 4

é divergente.

SOLUCAO: Para essa série particular é conveniente
considerar as somas parciais S,, S,, Sg, Sqg: Sz, - - - €
mostrar que elas se tornam grandes.

Szzl—l—%

ISP
S
|
H
_I_

ss=1+3+G+3)>1+3+(5+

t2 (b2
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!mplo 8 — Solucao

s=1+3+GE+)+(GE+6+7+5)

continuagao

>4+ (+a) G +atits)
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!mplo 8 — Solucao

5 6
5, Ses > 1+, €,emgeral

continuacao

Analogamente, s;, > 1 +

-1+ 2
Son —
’ 2

ISSO mostra que Sar—oo quando n —»oo e assim {s.} e
divergente. Portanto, a série harmonica diverge.

G| Teorema Se a série ¥, a, for convergente, entdo lim a, = 0.

n—s 00

=1

A reciproca do Teorema 6 nao e verdadeira, em geral.
Selim . . a, =0, ndo podemos concluir que X a, &

convergente.
17
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e ] n—

divergente.

7| Teste de Divergéncia Se lim a. nfio existir ou se lim a. # 0, entfio a série ¥, a. €

m=1

O Teste para Divergéncia vem do Teorema 6, porque, se a

série nao for divergente, ela € convergente, e assim,

im, ,-a,=0.

= ¢a, (onde ¢ € uma constante), = (g, + b.)e = (a. — b.) e

{1}2-:& _{.‘Eﬂ (H}E[ﬂ —|—b]—2ﬂ -I—E.!;—n

a=] m=] a=1

@) S @—b)=3 au— 3 b

n=1 m=1 n=1

8 | Teorema Se E a, e £ b, forem séries convergentes, entdo também o serdo as séries
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