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| Areas e Comprimentos em
Coordenadas Polares

Nesta secao deduziremos a formula para a area de uma
regiao cuja fronteira é dada por uma equacao polar.
Precisamos usar a formula para a area de um setor de um
circulo:

1 A:%rze

onde, como na Figura 1, r € oraio e ¢, € a medida em
radianos do angulo central.

e

/2

Figura 1



| Areas e Comprimentos em
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A Formula 1 segue do fato de que a area de um setor &
proporcional a seu angulo central:

A= (0127) rr? :% r26.

Seja % aregiao ilustrada na Figura 2, limitada pela curva
polar r = (@) e pelos raios #=ae 8 =b, onde f &€ uma
funcao continua positivaeonde O<b-a<2x.

Figura 2
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Dividimos o intervalo [a, b] em subintervalos com
extremidades 6,, 6,, 6,, . . ., g, e larguras iguais a Af. Os
raios@ = 4 podem dividir 2 em n regiées menores com
angulos centrais A@= 6 — 6 _,. Se escolhermos 6" no
I-ésimo subintervalo [8 _,, 8], entdo a area AA, da i-ésima
regiao sera aproximada pela area do setor de um circulo
com angulo central A@e raio f(p*). (Veja a Figura 3.)

Figura 3
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Entao, a partir da Formula 1 temos
AA; =1 [F(0)1% AG

e, assim, uma aproximacao para a area total A de R é

n

2 A= 2 5[f(61)] A6

i=1

A partir da Figura 3 parece que a aproximacao em |2
melhora quando n —»oo.
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Mas as somas em [2| sdo as somas de Riemann para a
fungdo g(6) = 5 [f(O2 logo

lim 3 5[ A0 A0 = | 3[f(0)]d0
n—>% ;4 a
Portanto, parece plausivel (e de fato pode ser

demonstrado)que a formula para a area A da regiao polar %
é

. A= ["3LrO) a6
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A Formula 3 é frequentemente escrita como

3 A=|"1r2do

subentendendo que r = f(4). Observe a similaridade entre
as Formulas 1 e 4.

Quando aplicamos a Formula 3 ou 4, é interessante pensar
na area como sendo varrida por um raio em rotacao que

passa por O e que comeca com 0 angulo a e termina com
angulo b.



!mplo 1

Calcule a area limitada por um laco da rosacea de quatro
pétalas r = cos 26.

SOLUCAO: Observe a partir da Figura 4 que a regido
delimitada pelo laco direito € varrida pelo raio que gira de
= —rxl4 até 6= /4.

I =cos 26

Y

Figura 4



!mplo 1 — Solucao

Dessa forma, a Formula 4 fornece

continuacao

m/ T
A= 1200 = ;f_ ' c0s226 46 =f " 08226 db

/4 0

= jom 51+ cos46)do =3[0 + Ssen 4] = %
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Comprimento de Arco
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-nprimento de Arco

Para calcularmos o comprimento de uma curva polar
r=1(6), a < 8<Db, nos referimos a #como um parametro e
escrevemos as equacoes parametricas da curva como

X=rcos #=f(d)cosd y=rsen d=1(H) senH

Usando a Regra do Produto e derivando em relacao a 6,
obtemos

D st rsend =g+ rcost
da_da COS ¥ SE1 da_da SCI r COS
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-nprimento de Arco

assim, usando cos?8 + sen?f =1, temos

dx |* + dy \’ dr 2(:03263 2 dr cosf send + r’sen’f
— — = — — ¥ — r
db db db db
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-nprimento de Arco

Assumindo que f' é continua, podemos escrever o
comprimento de arco como

L= jb A I (R
a do do
Portanto, o comprimento da curva com equacao polar
r=f(6),a< d<b, é

b 5 dr \?
5 L= j r<-+ |—1| dé
a do
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!mplo 4

Calcule o comprimento da cardioide r =1 + sen 6.

SOLUCAO: A cardioide é mostrada na Figura 8.

Y

r=1+sené
Figura 8
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!mplo 4 — Solucao
b ) dr \°
5 L = j(, \/l”" I (E) do

Seu comprimento total € dado pelo intervalo do parametro
0< 0<L2rx assim, a Formula 5 da

2ar d 2 T
sz re + a d@zj2 V(1 + sen 0)2 + cos20 db
0 db 0

= L%\/Z + 2senf db

continuacao
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!mplo 4 — Solucao

Poderiamos calcular essa integral pela multiplicacéo e
divisao do integrando por /2 — 2 senf , OU poderiamos
usar um sistema de computacao algébrica. De qualquer
maneira, calculamos que o comprimento da cardioide &
L = 8.

continuacao
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