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Tangentes



-gentes

Suponha que f e g sejam funcbes derivaveis e gueremos
encontrar a reta tangente a um ponto na curva x = f(t) e
y = ¢g(t) onde y também é uma funcao derivaveis de x. A

Regra da Cadeia nos diz que

dy dy dx
dt dx dt




-gentes

Se dx/dt # 0, podemos isolar dy/dx:

&
dt

dx

dt

A Equacao 1 nos permite encontrar a inclinacao dy / dx da
tangente para uma curva parameétrica sem ter que eliminar

0 parametro t.
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qgentes

Podemos ver de LLI que a curva tem uma tangente
horizontal quando dy/dt = 0 (desde que dx/dt # 0) tem
uma tangente vertical quando dx/dt = 0 (desde que

dy/dt # 0). Essa informacao e util para esbocar as curvas
parametrizadas. Também é til considerar d2y/dx?. 1sso
pode ser encontrado mudando y por dy/dx na Equacao 1.

d [ dy
d*y _d (dy\ dr \dx
dx* dx \ dx dx

dt



!mplo 1

Uma curva C é definida pelas equacoes parametricas
X=t?ey=1t3-3t.

(a) Mostre que C tem duas tangentes no ponto (3, 0) e
encontre suas equacoes.

(b) Encontre os pontos em C onde a tangente é horizontal
ou vertical.

(c) Determine onde a curva sobe e desce e onde sua
concavidade € para cima ou para baixo.

(d) Esboce a curva.



!mplo 1 — Solucao

(a) Perceba que y = t3 — 3t = t(t* — 3) = 0 quando
t=0out==y3. Portanto, o ponto (3, 0) em C surge de
dois valores do parametro, t=./3 et =—,/3. Isso indica
gue C intercepta a si propria em (3, 0). Uma vez que

dy _dy/dr _3°-3 _3( 1
dx  dx/dt 2t 2 t

a inclinacdo da tangente quando t ==/3 ¢
dy/dx = +6/(2/3 ) = =/3; assim, as equacdes das
tangentes em (3, 0) sao

y=V3(x—3) e y=—V3(x—3)



!mplo 1 — Solucao

(b) C tem uma tangente horizontal quando dy/dx = 0, isto e,
guando dy/dt =0 e dx/dt # 0. Uma vez que dy/dt = 3t?— 3,
ISSO ocorre quando t?2 = 1, isto é, t = +1. Os pontos
correspondentes em C séo (1, -2) e (1, 2). C tem uma
tangente vertical quando dx/dt =2t =0, isto é,t = 0.
(Observe que dy/dt # 0 ali). O ponto correspondente em C
é (0, 0).
(c) Para determinar a concavidade, calculamos a segunda
derivada: 7 73 3 (),
d’y _ E(Z) _ 5( +?) _ 3@+
dx? dx 2t 4¢°

dt
Entao a concavidade da curva é para cima quandot>0e

para baixo quando t < 0.

continuacao




!mplo 1 — Solucao

(d) Usando as informacoes das partes (b) e (c),
esbocamos C na Figura 1.

continuacao

VA ,
y=+3(x—3)

=Y

= —ny I — 3)
Figura 1
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Areas
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Areas

Sabemos que a area sob uma curvay =F(x) deaaté b e
A :ﬁ’ (x) dx, em que F(x) > 0. Se a curva for dada por
equaclOes paramétricas x = f(t) ey = g(t), a <t < S, entao
podemos deduzir uma formula de area pelo uso da Regra
da Substituicao para Integrais Definidas como a sequir:

A= Lbydx = f B g0 £'(1) dt [01‘ fﬁ“ g (1) dt]
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!mplo 3

Encontre a area sob u

m arco da cicloide

X=r(0—-sen O) y =r(1—cos 6

(Veja a Figura 3.)

Vi

\

N

2arr X

Figura 3
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!mplo 3 — Solucao

Um arco da cicloide é dado por 0 £ #< 27z Usando a Regra

da Substituicdo comy =r(1 —cos 0) e dx =r(1 - cos 0)d?6,
temos

A=j0 ydx=jo r(1 = cos 8) r(1 — cos 6) df

7,2

?T(l — cos 0)°d = 2 Ozw(l — 2cos 6 + cos’6) d

n
2277'
0

r [1 — 2cos O + 5(1 + cos 20)] do

LY,

P26 — 2sin 6 + Lsin 26"

—

: 277) = 37rr”

[NORROS]
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Comprimento de Arco

15



-nprimento de Arco

Ja sabemos como encontrar o comprimento L de uma
curvaC dadanaformay=F(x),a<x<b.SeF’'é
continuo, entao

z L[ ()

Suponha que C também possa ser descrito por equacoes
paramétricas x =f(t) ey =g(t), a <t < S, em que

dx/dt = f'(t) > 0. Isso significa que C e percorrida uma vez,
da esquerda para a direita, quando t aumenta de « para S
e f(a) = a, f(p) =Db.
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-nprimento de Arco

Colocando a Formula 1 na Férmula 2 e usando a Regra da
Substituicao, obtemos

b dy \* B dv/dt \°> d
L=j 1+ (& dx=j | 4 [ BHEY d
a dx B dx/dt | dt

Uma vez que dx/dt > 0, temos

T
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-nprimento de Arco

Mesmo que C nao possa ser expressa na formay = F(x), a
Formula 3 ainda é valida, mas a obtemos por
aproximacaoes poligonais. Dividimos o intervalo do
parametro [«, f] em n subintervalos de comprimentos
iguais At. Se t,, t,, t,, . . ., t,S80 as extremidades desses
subintervalos, entéo x; = f(t) e y; = g(t)) s&o as coordenadas
de pontosP;i(x;, y;) que estdo em C e o poligono com
vértices Py, P,, ..., P, aproxima de C.
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-nprimento de Arco

(Veja a Figura 4.)

YA

Figura 4

Definimos o comprimento L de C como o limite dos
comprimentos dessas poligonais aproximadoras quando
Nn— co.

L = lim 2 ’Pi—lPiI

—00 .
n =1
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-nprimento de Arco

O Teorema do Valor Médio, quando aplicado a f no
intervalo [t;_;, t], fornece um nimero g=em (t,_,, t;) tal que

ft) — f(t ) = F(7) (i—ti_y)
Agora Ax, = Xi— Xi_; € Ay, = Y;—VY;_,;, € esaa equacao fica
Ax; =1 (7 ) At

Analogamente, quando aplicado a g, o Teorema do Valor
Médio fornece um namero ¢**em (t._,, t) de forma que

Ay, =g'(#*) At

20



-nprimento de Arco

Portanto

| PioiPi| = /(Axi)? + (Ayi)? = JLF' () AP + [g'(65) AP

= VLG + [g'(7)]* Ar

e também

i L= lim 3 V7 + [f@F A



-nprimento de Arco

A soma em [4] se parece com a soma de Riemann da
funcao /[ (n]2 + [¢4'(1)]? , contudo, nao € exatamente uma
soma de Riemann, porque em geral £ # ;. Mesmo
assim, se f' e g’ forem continuas, pode ser mostrado que
o limite em [4] € 0o mesmo que se ¢* et** fossem iguais; ou
seja,

L= ["VIFOT T [gO7F dr

22



-nprimento de Arco

Entao, usando a notacao de Leibniz, temos o seguinte
resultado, que possui a mesma forma de 3.

5 | Teorema Se uma curva C € descrita por equacgdes paramétricas x = f (1),

v=glf), o =1 = 3, onde f' e g siocontinuas em [, 3] e C e transverso exatamente
y=gq g

quando r aumenta de « até 3, entio o comprimento de C é

¥ I dx \2 » \2
b v i dat

Observe que a formula no Teorema 5 e consistente com as
férmulas gerais L = [ds e (ds)? = (dx)? + (dy)2.



-nprimento de Arco

Observe gue a integral fornece o dobro do comprimento do
arco do circulo, porque quando taumenta de O até 2z, 0
ponto (sen 2t, cos 2t) percorre o circulo duas vezes. Em
geral, ao encontrarmos o comprimento da curva C a partir
de uma representacado parameétrica, temos de tomar
cuidado para ter a certeza de que C é percorrida apenas
uma vez quando t aumenta de « até .
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!mplo 5

Encontre o comprimento de um arco de uma cicloide
X=r(@-sen 6,y =r(1l-cos 6.

SOLUCAO: Do Exemplo 3 vemos que um arco é descrito
pelo intervalo parametrico 0 £ < 27z. Uma vez que

d /
£=r(1—0030) e %=rsin9

25



!mplo 5 — Solucao

continuacao

temos
Jz'” dx \° dy \*
L= V4 (22 ae
0 do db

sz JVr3(1 — cos 0)* + r2sin?0 do

jozw V(1 — 2 cos B + cos26 + sin26) d6

= rfozw V2(1 — cos 6) d6
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!mplo 5 — Solucao continuacéo

Para calcular essa integral, usamos a identidade
sen?x = ;(1 — cos 2x) com 6= 2x, que fornece

1 —cos =2 sen?(d?2). Com 0 < < 2r, obtemos
0< 02 < r, logo, sen(d2) > 0. Portanto

V2(1 — cos 6) = /4 sin*(6/2) = 2|sin(6/2)= 2 sin(6/2)

e também
27T 2T
L=2r L $in(6/2) d6 = 2r[—2 cos(6/2)];
— 2/[2 + 2]
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Area de Superficie
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!a de Superficie

Se a curva dada pelas equacbes parameétricas x = f(t),

y =g(t), a<t< g, girar em torno do eixo x, onde f’, g’ sao
continuas e g(t) = 0, entdo a area da superficie resultante é
dada por

dx \° dy \°
6 S = jﬁ 27y bl IR Al dt
o dt dt

As formulas simbdlicas gerais S = [2zy ds e S = [22x ds
ainda sao validas, mas para curvas parametricas usamos

d ds | +- dy \’ It
y = — — Q
dt dt

29



!mplo 6

Mostre que a area da superficie de uma esfera de raior é
4 71,

SOLUCAO: A esfera é obtida pela rota¢do do semicirculo
X=rcost y=rsent 0Lt~

sobre o0 eixo X. Portanto, da Formula 6, temos

S = J?Zwr sin f /(—rsin £)? + (rcos 1)? dt

— 277f: rsin £ +/r3(sin?t + cos?t) dt = 21 r rsint - rdt
0

= 2mr foﬂ sintdt = 2mri(—cos )|y, = dmr 30



